Kapitel 23

Der Kotangens
und der Herglotz-Trick

Was ist die interessanteste Formel in der elementaren Funktionentheorie?
In seinem wunderbaren Artikel [2], dessen Darstellung wir folgen, schligt
Jirgen Elstrodt als einen ersten Kandidaten die Partialbruchentwicklung
des Kotangens vor:

I, 1 1
meotTr = x+nz::1(a:+n+x—n) (x € R\Z).

Diese elegante Formel wurde von Euler in §178 seiner Introductio in Ana-
lysin Infinitorum bewiesen, und sie zdhlt ohne Zweifel zu den schonsten
seiner vielen Entdeckungen. Wir konnen die Formel sogar noch eleganter

in der Form
N

1
meotmx = lim 1
=—N
schreiben, aber dann ist bei der Auswertung der Summe » x_%n etwas

Vorsicht geboten, da diese Summe nur bedingt konvergent ist, so dass ihr
Wert von der ,richtigen Reihenfolge bei der Summation abhéngt.
Wir werden (1) mit einer Idee von bestechender Einfachheit beweisen,
die Gustav Herglotz zugeschrieben wird — dem ,,Herglotz-Trick®. Dafiir
setzen wir zunéchst

N

f(z) := mcotmz, g(z) = lim Z !

)
N —oc0 X n
' +

und versuchen, so viele gemeinsame Eigenschaften dieser beiden Funktio-
nen herauszuarbeiten wie moglich, um dann schlielich zu zeigen, dass sie
libereinstimmen miissen.

(A) Die beiden Funktionen f und g sind fiir alle nicht-ganzzahligen
Werte definiert und in diesen Werten stetig.

Fiir die Kotangens-Funktion f(z) = 7mcot7z = m&3I2 ist dies klar

(siehe die nebenstehende Abbildung). Fiir g(z) verwenden wir zunéchst

die Identitit ﬁ + ﬁ = —%, um Eulers Formel als
I 2z
weotmr = — e 2
x nz_:l n? — x? @

umzuschreiben.

Gustav Herglotz

Die Funktion f(z) = 7 cot mx
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Um (A) zu beweisen, miissen wir dann also zeigen, dass die Reihe

o0
Z :
2 2
n T
n=1

fiir jedes = ¢ Z in einer Umgebung von z gleichméBig konvergiert.

Wir haben keine Probleme mit dem ersten Term, fiir n = 1, oder mit den
Summanden mit 2n — 1 < x2, da es nur endlich viele davon gibt. Anderer-
seits sind fiir n > 2 und 2n — 1 > 22, das heift n? — 22 > (n — 1)? > 0,
die Summanden durch

1 < 1
n2 — g2 (n—1)2

0 <

beschrinkt, und diese Schranke gilt nicht nur fiir , sondern auch fiir Werte
in einer Umgebung von z. Schlieflich zeigt die Tatsache, dass (n_11)2

konvergiert (gegen %2, siehe Seite 49), die gleichméifBige Konvergenz, die
wir fiir den Beweis von (A) benétigen.

(B) Sowohl f als auch g sind periodisch mit Periode 1, das heif}t, es gilt
flx+1) = f(z) und g(x + 1) = g(x) fiir alle x € R\Z.

Da der Kotangens die Periode 7 hat, sehen wir, dass f die Periode 1 besitzt
(siehe nochmals die obige Figur). Um dieselbe Periode fiir g festzustellen,
argumentieren wir wie folgt. Sei

AR
gN(l‘) = Z r+n
n=—N

dann gilt

N N+1
i 1

1
e = o T 2 i

n=—N n=—N+1

1 1
x+N+x+N+1'

Iy_ (@) +
Also haben wir g(z + 1) = 1\}1—I>noo gy(r+1)= 1\}1_13100 Iy, () = g(x).

(C) Beide Funktionen f und g sind ungerade, das heiflt, wir haben
f(=z) = —f(z) und g(—x) = —g(z) fiir alle z € R\Z.

Die Funktion f besitzt offensichtlich diese Eigenschaft, und fiir g miissen
wir nur bemerken, dass g, (—z) = —g, (z) ist.

Die letzten beiden Resultate beinhalten nun, was wir den Herglotz-Trick
nennen. Zuerst zeigen wir, dass f und g derselben Funktionalgleichung
geniigen, und zweitens, dass h := f — g stetig auf ganz R erweitert werden
kann.
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(D) Die Funktionen f und g erfiillen dieselbe Funktionalgleichung:
F5)+ f(55) = 2f(x) und g(3) + g(5FH) = 2g(2).

Fiir f(x) erhalten wir dies aus den Additionsformeln fiir die Sinus- und
Kosinus-Funktion:

F)+ f(2)

3 T

- |:COST 3 smT]
3 T T
sin 5 COSs 5

cos(% + &)

= 2 2 = 2f().
7Tsin(%ﬂc + ) @)
Die Funktionalgleichung fiir g folgt aus
x z+1 = 92 2
on(3) + oy = 20,,@ + oo
was durch Summation fiir — N < n < N iiber
1 n 1 _ 2( 1 n 1 )
T +n %Jrn o x+2n x+2n+1
folgt.
Nun betrachten wir die Funktion
1 & 2z
h(z) = - = meotmr — ( - 7) 3
(0) = f@) = g@) = meotme—( =D =) @)

n=1

Wir wissen bereits, dass h eine stetige Funktion auf R\Z ist, die von f und
g die Eigenschaften aus (A), (B), (C) und (D) erbt. Aber was passiert nun
an den ganzzahligen Werten? Aus den Reihenentwicklungen des Sinus und
Kosinus oder durch zweifache Anwendung der Regeln von de I’Hospital
schlieBen wir

. 1 . xcosx —sinz
lim (cot T — ) = lim —— = 0,
z—0 x z—0 Trsmox
und somit auch
. 1
lim (wcotmcf ) = 0.
x—0 x
Da aber nun die letzte Summe % in (3) fir x — 0 gegen 0

konvergiert, so erhalten wir limo h(z) = 0, und daraus mittels Periodizitit
xr—

lim h(z) = 0 fiir alle n € Z.

r—n
Insgesamt haben wir damit das folgende Resultat hergeleitet:

(E) Setzen wir h(z) := 0 fiir © € Z, so wird h eine stetige Funktion auf
ganz R, welche die Eigenschaften (B), (C) und (D) erfiillt.

Additionsformeln:
sin(z + y) =sinz cosy + coszsiny
cos(x +y) =coszcosy —sinzsiny
= sin(z+ ;)= cosz

cos(z + ) = —sinz

COos 2

— sin

sinz = 2sin §
_ 2z 2z
cosT = cos” 5-



176

Der Kotangens und der Herglotz-Trick

Nun haben wir alle Mittel zur Hand, um den coup de grdce zu fiihren. Da
die Funktion h periodisch und stetig ist, besitzt sie ein Maximum m. Sei xg
ein Punkt im Intervall [0, 1] mit 2(zo) = m. Aus (D) folgt

hE) R = 2m,

und daher (%) = m. Iteration ergibt h(52) = m fiir alle n, und daher
h(0) = m wegen der Stetigkeit. Es ist aber 2(0) = 0, und wir schliefien
m = 0, also h(z) < Ofiiralle x € R. Da aber h eine ungerade Funktion ist,
wird damit auch h(z) < 0unmdoglich, wir erhalten h(z) = Ofiirallez € R,

und der Bewesis ist erbracht. O

Aus der Formel (1) konnen eine Vielzahl von Folgerungen geschlossen
werden. Wir wollen die wahrscheinlich beriihmteste besprechen, die die
Werte der Riemannschen Zeta-Funktion in geraden positiven Zahlen betrifft
(siehe den Anhang zu Kapitel 8):

oo

= Yo (ke )

n=1

Um dieses Kapitel abzurunden, werden wir nachvollziehen, wie Euler 1755,
also einige Jahre spiter, die Reihe (4) behandelte. Wir beginnen mit der For-
mel (2). Wenn wir (2) mit  multiplizieren und y = 7w setzen, so finden
wir fiir |y| < 7

ycoty = 1722 7202 g2

n=1

[eS)
1-2

n=1

y? 1

- ()

Der letzte Faktor ist die Summe einer geometrischen Reihe, also gilt

(o) o0 y 2k
ycoty = 1—222 (%)

n=1k=1
N I |
_ 2k
= 1”2(@2@)?/ :
k=1 n=1
und wir erhalten das bemerkenswerte Resultat:
Fiir alle k € N ist der Koeffizient von y** in der Reihenentwicklung von

ycoty gleich

2 &1 2
W' yeoty = ——x D> o = —wC(h): ©)
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Es gibt noch einen weiteren, vielleicht sogar natiirlicheren Weg, um eine
Reihenentwicklung von y cot y zu erhalten. Aus der Analysis kennen wir
die Formel ¥ = cosy + 4 siny, woraus
et + e~ W . e — e
cosy = 9 , siny = 9
resultiert, was wiederum
e e e 4]
yeoty = W iy emiy = W
ergibt. Nun machen wir die Substitution z = 24y und erhalten
ze*+1 z z
ty = = . 6
YLy = 9 o1 T 2 T e ©
Mit anderen Worten, was wir brauchen ist eine Reihenentwicklung der
Funktion ei 7; man beachte, dass diese Funktion auf ganz R wohldefiniert
und stetig ist (im Punkt z = 0 benutze man dazu die Reihenentwicklung
der Exponentialfunktion oder alternativ die Regel von de 1’Hospital, was
den Wert 1 ergibt). Wir schreiben
z z"
—— = ZB”H' 7
n>0
Die Koeffizienten B,, heilen die Bernoulli-Zahlen. Die linke Seite von (6)
ist eine gerade Funktion (also f(z) = f(—z)), woraus sofort B,, = 0 fiir
ungerades n > 3 folgt, wihrend B; = fé dem Summanden 3 in der
Formel (6) entspricht.
Aus
(Cmg)e-1 = (Ca) (X)) = -
! ! !
= = N
erhalten wir durch Koeffizientenvergleich fiir 2”:
”i By, B { 1 firn =1, ®
= kl(n— k)! 0 firn # 1.
n |0 1 23 4 567 8

Aus (8) konnen wir nun die Bernoulli-Zahlen rekursiv berechnen. Der Wert
n = 1ergibt By = 1, n = 2 ergibt % + By = 0, das heilit B; = fé, und
So weiter.

Nun sind wir schon fast am Ziel: Kombination von (6) und (7) ergibt

o0 . (o)
_ (2iy)** (—=1)*2%* Bay, o
ycoty = ,;_O Boj Al

@k & ek U

und mit (5) resultiert Eulers Formel fiir {(2k):

0 1 B (_1)k—122k—132k ok
; = o 2 (keN). ©)

11 1 1
Bnl_zﬁ _300420

Die kleinsten Bernoulli-Zahlen

_ 1
30



