
JACOBI-THETAREIHEN ([1], S. 127–131)

Wir definieren die Jacobi-Thetafunktion ϑ : C×H→ C durch

ϑ(z; τ) =
∑
ν∈ 1

2
+Z

(−1)ν−
1
2 eπiν
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Ziel dieses Vortrags ist der Beweis des folgenden Satzes

Satz 1. Es gilt die Jacobi-Tripelproduktidentität

ϑ(z; τ) = −q
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,

wobei q = e2πiτ und ζ = e2πiz.

Zeigen Sie dazu zunächst die folgenden Lemmata.

Lemma 2. Die Jacobi-Thetafunktion erfüllt die elliptischen Transformationseigenschaften

ϑ(z + 1; τ) = −ϑ(z; τ) und ϑ(z + τ ; τ) = −e−πiτ−2πizϑ(z; τ).

Ist außerdem f : C→ C holomorph mit

f(z + 1) = −f(z) und f(z + τ) = −e−πiτ−2πizf(z)

für ein τ ∈ H, so gilt f(z) = C · ϑ(z; τ) für alle z ∈ C und eine Konstante C ∈ C.

Lemma 3. Die Jacobi-Thetafunktion erfüllt die modularen Transformationseigenschaften

ϑ(z; τ + 1) = e
πi
4 ϑ(z; τ) und ϑ
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Damit kann ϑ(z; τ) als eine Jacobiform vom Gewicht und Index 1
2

angesehen werden.

Zeigen Sie außerdem

Lemma 4. Es gilt
1

2πi

d

dz
ϑ(0; τ) = η(τ)3.

Mithilfe dieser Aussagen kann Satz 1 nun bewiesen werden.

Leiten Sie schließlich das folgende Korollar her.

Korollar 5. Für die η-Funktion gilt die Summendarstellung

η(τ) =
∞∑
n=1

(
12

n

)
q
n2

24 ,

wobei
( ·
·

)
das Kroneckersymbol bezeichnet.
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