
VON JACOBI-FORMEN ZU MODULFORMEN ([1], S. 11-15)

In diesem Vortrag sollen Sie den Beweis des folgenden Satzes zu Ende führen.

Satz 1. Der Raum Jk,m der Jacobi-Formen vom Gewicht k und Indexm ist endlich-dimensional.

Im ersten Vortrag wurde die Aussage bereits zurückgeführt auf

Satz 2. Seien k,m ∈ Z, m ≥ 0, λ, µ ∈ Q sowie φ ∈ Jk,m. Dann ist die Funktion

fλ,µ(τ) = e2πimλ
2τφ (τ, λτ + µ)

eine Modulform vom Gewicht k zu einer Untergruppe Γ = Γλ,µ ⊆ SL2 (Z) von endlichem Index,
wobei Γλ,µ nur von λ und µ abhängt.

Der Beweis von Satz 2 greift folgende Idee auf: Setzen wir

φ|m[λ, µ](τ, z) = e2πim(λ2τ+2λz)φ(τ, z + λτ + µ),

so erfüllt φ für [λ, µ] ∈ Z2 nach der Definition einer Jacobi-Form die Identität φ = φ|m[λ, µ]. Aus
dem ersten Vortrag wissen wir, dass die Einschränkung von φ auf z = 0 eine Modulform in τ
ist. Zeigen Sie, dass auch für [λ, µ] ∈ Q2 die Funktion φ|m[λ, µ](τ, 0) = fλ,µ (τ) eine Modulform
zu geeignetem Γ ⊂ SL2(Z) ist, d.h. dass fλ,µ holomorph in den Spitzen ist und für alle ( a bc d ) ∈ Γ
gilt:

fλ,µ

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)k fλ,µ (τ) .(1)

Der Kern des Beweises von (1) sind die beiden Gleichungen (( a bc d ) ∈ SL2(Z), [λ, µ] ∈ R2, [λ2, µ2] ∈ Z2):

fλ,µ

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kfλ′,µ′(τ)e2πim(λ′µ′−λµ),

fλ+λ2,µ+µ2(τ) = fλ,µ(τ)e2πim(−2λ2µ).

Hierin ist [λ′, µ′] = [aλ + cµ, bλ + dµ]. Es folgt, dass die Funktion fλ,µ die Transformationsei-
genschaft (1) für die Untergruppe

Γλ,µ =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | (a− 1)λ+ cµ, bλ+ (d− 1)µ, m

(
cµ2 + (a− d)λµ− bλ2

)
∈ Z

}
erfüllt. Sei N ∈ Z, so dass N [λ, µ] ∈ Z2 gilt. Nun enthält Γλ,µ die Untergruppe

Γ
(
N2

)
=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ (a b
c d

)
≡

(
1 0
0 1

) (
mod N2

)}
,

welche endlichen Index in SL2(Z) hat.
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