
DIE THETA-ZERLEGUNG ([1], S. 57-59)

Sei φ eine Jacobi-Form vom Gewicht k und Index m > 0. Wir betrachten die Fourierentwick-
lung

φ (τ, z) =
∑
n,r∈Z

4mn−r2≥0

c (n, r) e2πinτe2πirz.

Im vierten Vortrag hatten wir gezeigt, dass c(n, r) nur von d = 4mn − r2 und r modulo 2m
abhängt. Daher können wir Cr(d) = c(n, r) setzen. Auf Grund der Transformationseigenschaft

φ(τ, z + τ) = e−2πim(τ+2z)φ (τ, z)

hängt hµ in

φ(τ, z) =
∑
µ∈Z

e
πiµ2τ
2m hµ(τ)e2πiµz

nur von µ modulo 2m ab. Wir erhalten daher die Theta-Zerlegung

φ(τ, z) =
∑

µ∈Z/2mZ

hµ(τ)ϑm,µ(τ, z)

mit

ϑm,µ(τ, z) =
∑
r∈Z

r≡µ (mod 2m)

e
πir2τ
2m e2πirz,

hµ(τ) =
∑
d≥0

Cµ(d)e
πidτ
2m .

Zeigen Sie (s. Anlage), dass die Theta-Reihen ϑm,µ die Transformationseigenschaften

ϑm,µ (τ + 1, z) = e
πiµ2

2m ϑm,µ (τ, z) ,

ϑm,µ

(
−1

τ
,
z

τ

)
=

√
τ

2mi
e

2πimz2

τ

∑
ν (mod 2m)

e−
πiµν
m ϑm,ν (τ, z)

besitzen. Folgern Sie, dass die Koeffizienten (hµ)µ∈Z/2mZ der Theta-Zerlegung folgende Trans-

formationseigenschaften besitzen:

hµ (τ + 1) = e−
πiµ2

2m hµ (τ) ,

hµ

(
−1

τ

)
= τ k

√
i

2πτ

∑
ν (mod 2m)

e
πiµν
m hν (τ) .

Zeigen Sie auch h−µ = (−1)k hµ, d.h. (hµ)µ∈Z/2mZ ist bereits durch jene hµ mit 0 ≤ µ ≤ m

eindeutig bestimmt.
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Beweis der Transformationseigenschaft der Theta-Reihen

Wir wollen folgende Transformationseigenschaft der Jacobi-Theta-Reihe

ϑm,µ(τ, z) =
∑
k∈Z

e
πi(µ+2mk)2τ

2m e2πi(µ+2mk)z

beweisen:

ϑm,µ

(
−1

τ
,
z

τ

)
=

√
τ

2mi
e

2πimz2

τ

∑
ν (mod 2m)

e−
πiµν
m ϑm,ν (τ, z) .

Hierzu betrachten wir den Raum

S =

{
f : R→ C

∣∣∣∣ ∀α, β ∈ N : sup
x∈R

∣∣∣∣xαdβfdxβ
(x)

∣∣∣∣ <∞} .
Für eine Funktion f ∈ S definieren wir die Fouriertransformierte F(f) von f durch

F(f)(y) =

∫ ∞
−∞

f(x)e2πixydx.

Wir verwenden ohne Beweis:

Satz 1 (Poissonsche Summenformel). Für f ∈ S gilt:
∑

k∈Z f(k) =
∑

n∈ZF(f)(n).

Wir wenden Satz (1) auf die Funktionen

fτ,z(x) = e
πi(µ+2mx)2τ

2m e2πi(µ+2mx)z

an und berechnen

F(fτ,z)(y) =

∫ ∞
−∞

e
πi(µ+2mx)2τ

2m e2πiz(µ+2mx)e2πixydx

= e2πiµ(z+
µτ
4m)
∫ ∞
−∞

e2πimτ[x
2+(µτ+2mz+y

mτ )x] dx

= e2πiµ(z+
µτ
4m)e−

πi(µτ+2mz+y)2

2mτ

∫ ∞
−∞

e−u
2 du√
−2πimτ

=
1√
−2imτ

e−
2πimz2

τ e−
πi(y2+2µτy+4zmy)

2mτ .

Hierin wurde im dritten Schritt die Substitution u =
√
−2πimτ

(
x+ µτ+2mz+y

2mτ

)
, du =

√
−2πimτ dx

vorgenommen. Die letzte Gleichheit folgt aus folgendem bekannten Integral, welches wir ohne
Beweis verwenden:

Satz 2. Es gilt
∫∞
−∞ e

−x2
dx =

√
π.
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Aus Satz (1) folgt nun

ϑm,µ

(
−1

τ
,
z

τ

)
=
∑
k∈Z

f− 1
τ
, z
τ
(k) =

∑
n∈Z

F
(
f− 1

τ
, z
τ

)
(n)

=

√
τ

2mi
e

2πimz2

τ

∑
n∈Z

e−
2πiµn
2m e

2πin2τ
4m e2πinz

=

√
τ

2mi
e

2πimz2

τ

∑
ν (mod 2m)

e−
πiµν
m

∑
r∈Z

r≡ν (mod 2m)

e
πir2τ
2m e2πirz

=

√
τ

2mi
e

2πimz2

τ

∑
ν (mod 2m)

e−
πiµν
m ϑm,ν (τ, z) .

Zum Vergleich können Sie den Beweis einer ähnlichen, etwas schwächeren Aussage in [1], Kapitel
5, §4.2 finden.
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