
DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION ([1], S. 9–11, 16–32)

Die Riemannsche ζ-Funktion ist der Ausgangspunkt der Theorie der L-Funktionen. Für s ∈ C
mit Re (s) > 1 definiert man ζ(s) durch die Reihe

ζ (s) =
∞∑

n=1

1

ns
.

Zeigen Sie, dass ζ(s) für s ∈ C mit Re (s) > 1 auch folgende Darstellung als Euler-Produkt hat:

ζ (s) =
∏

p prim

1

1− p−s
.

Sie sollen in Ihrem Vortrag beweisen, dass ζ(s) eine meromorphe Fortsetzung auf die gesamte
komplexe Zahlenebene besitzt. Stellen Sie dazu die ζ-Funktion wie im Folgenden beschrieben
durch ein Integral dar. Dazu benötigen wir die Γ -Funktion. Diese definieren wir für s ∈ C mit
Re (s) > 1 durch

Γ (s) =

∫ ∞
0

ts−1e−tdt.

Die Γ−Funktion verallgemeinert die Fakultät (n ∈ N):

Γ (n) = (n− 1)!.

Verwenden Sie ohne Beweis, dass Γ(s) eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C mit einfachen
Polstellen bei s ∈ −N0 besitzt. Desweiteren können Sie folgende Identitäten verwenden:

Γ (s+ 1) = sΓ (s) ,

Γ (s) Γ (1− s) =
π

sin (πs)
.

Zeigen Sie nun, dass

ζ (s) =
1

Γ (s)

∫ ∞
0

ts−1

et − 1
dt

gilt und benutzen Sie diese Darstellung, um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 1. Die ζ-Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C. Diese ist holomorph
für s 6= 1 und hat bei s = 1 eine einfache Polstelle mit Residuum 1.

Beschreiben Sie schließlich die Werte von ζ (s) mit Re (s) < 0. Wir definieren hierzu

Λ (s) = π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ (s) .

Leiten Sie folgende Funktionalgleichung her.

Satz 2. Für jedes s ∈ C mit s 6= 0, 1 gilt

Λ (s) = Λ (1− s) .

Desweitern hat Λ einfache Polstellen in s = 0 und s = 1.
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