
ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN UND ζ-WERTE ([1], S. 25, 47–50,
[2], S. 305–308, 315–323)

Für t→ 0+ benutzen wir die Notation

f (t) ∼
∞∑

n=−∞

bnt
n,

falls für jedes N > 0

f (t)−
∑
n<N

bnt
n = O

(
tN
)

gilt. Sei nun ε > 0 und f eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit f (t) = O (t−1−ε) für
t→∞. Dann konvergiert die Summe

g (t) =
∞∑
n=1

f (nt)

für t > 0. Ziel Ihres Vortrages ist es, das Wachstum von g (t) für t → 0+ zu bestimmen. Wir
schreiben

If =

∫ ∞
0

f (t) dt.

Satz 1. Falls

f (t) ∼
∞∑
n=0

bnt
n

gilt, so folgt

g (t) ∼ If
t

+
∞∑
n=0

bnζ (−n) tn.

Wir rufen nun Satz 2 des 2. Vortrages in Erinnerung. Sie können diesen Satz ohne Beweis
verwenden. Wir definieren für einen Charakter χ modulo m ∈ N:

Fχ (t) =
∞∑
n=1

χ (n) e−nt.

Satz 2. Wir betrachten die Laurent-Entwicklung

Fχ (t) =
∞∑

n=−1

bnt
n,

von Fχ um den Punkt t = 0. Für n ∈ N0 gilt

L (−n, χ) = (−1)n n!bn.

Benutzen Sie nun Satz 2 für m = 1, um ζ (−n) zu berechnen. In diesem Fall ist χ = χ0 der
Hauptcharakter und

Fχ0 (t) =
1

et − 1
.
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Die Bernoulli-Zahlen Bn (n ∈ N) sind wie folgt definiert:

t

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn

n!
tn, |t| < 2π.

Wir erhalten also

Fχ0 (t) ∼ 1

t
+
∞∑
n=0

Bn+1

(n+ 1)!
tn

und mit Satz 1

g (t) ∼ If
t

+
∞∑
n=0

(−1)nBn+1

n+ 1
bnt

n.
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