§2 Dirichletsche Reihen: formale Eigenschaften

Nachdem wir die Konvergenz von Dirichletschen Reihen besprochen ha-
ben, wollen wir erldutern, wie man mit solchen Reihen umgeht - die
Regeln fiir die Handhabung Dirichletscher Reihen sind n#mlich anders
als bel Potenzreihen.

Es ist klar, daf die Summe von zwel Dirichletschen Reihen die
Reihe ist, deren allgemeiner Koeffizient die Summe der Koeffizienten
der einzelnen Reihen ist. Wie bildet man das Produkt? Seien

@ =
(1) £(s) = ] a n ¥, gls) = J b m >

n=1 m=1
zwei in einer offenen Menge U  durch absolut konvergente Dirichlet-
sche Relhen gegebene Funkticnen; dann ist in U

o=} -]

f{s) g{s) = ¥ ) a b_n ®m?3
n=1 m=1 * ®
, o e
(2) = } a_b_ (am)
a,m=1 * B
_ 3 -s
= k£1 c, kK,
wobei
{3) c,= Y a b =} a b
k n,m>1 nomoaix R k/n
nm=k

die Faltung der Koeffizienten {an} und {bm} genannt wird. (Das

Symbol } bezeichnet eine Summe Uber alle positiven Teiler n von
nik
k.) Das heigt, die additive Faltung ¢, = § a_ b_, die die Multi-
‘ ko pemex ™
plikation von Potenzrelhen beschreibt, wird in der Theorie der bDiri-

chletschen Reihen durch die multiplikative Faltung (3) ersetzt; es
ist diese Tatsache, die fiir die grofe Bedeutung der Dirichletschen
Reihen in der Zahlentheorie verantwortlich ist.

Wir werden nichts weiteres ilber die Konvergenz von Eck K % be-
weisen; man kann z.B. chne wiel Mithe zelgen, daB diese Reihe minde-
stens dann konvergiert, wenn beide Reihen (1) konvergieren und eine
davon absolut konvergent ist.

Bespiele: a) Sei d(n) die Anzahl der positiven Teiler von n. Dann
ist fir o > 1
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= E(s)z ’

(4)

da d(n) = ] 1 x 1 ist.
dln

b) sei 71(n) die Summe der positiven Teiler von n, oder allgemeiner

(5) o (n) = § af
din

die Summe der k-ten Potenzen der positiven Teiler. Dann ist
© a,.(n)

(6) ) s— = £(s) z(s-k) {o > k+1) .
n=1 n

In beiden Beispielen haben die Koeffizienten die gpezielle Eigenschaft,
multiplikativ zu sein. Eine multiplikative Funktion f£f: W » ¢ ist eine
nicht identisch verschwindende Funktion, die

(7) flmn) = £{m)f{n)

fir alle m,n mit (m,n) =1 erflillt (eine Funktion, die (7) filir
alle m,n erfiillt, heiBt streng multipiikativ}. Diese Eigenschaft wirkt
sich auf die entsprechenden Dirichletschen Reihen wie folgt aus: ist

f multiplikativ, sc¢ ist £{(1) =1 (da aus (7} f(1)2 = f(1) folgt,
und f£(1) = 0 das identische Verschwinden ven f implizieren wilrde)
und
r T
_ 1 k
f(n) = f(pl ) f(pk )

r r
fiir eine Zahl n mit der Primzahlzerlegqung n = P, v 1= k.

Es ist also in dem Bereich der absoluten Konvergenz von J £(n)n °

r

Y, r_r 5

o ¥X. r
 £{n)n" = 5 £(2 %33 5%,y (2% 3% 7.,y
n=1 r2,r3,r5,... .

(wo die Summe iiber alle Zuordnungen p - rp lduft mit rp >0 und

rp = (¢ fir alle bis auf endlich viele Primzahlen p)
r r r
£(2 %) £(3 %) £(5°

' r. s r.s T_sS
’30-20 22 33 55

)

LyrEyely

rs '

I [ 7 £
pPtrxr=0 p

wo das Produkt Uber alle Primzahlen p 1l4uft. Wir haben also den
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SATZ 1: Sei f: N -+ € e¢ine mulitiplikative Punktion, und sei die Reihe

F(s) ~ § Ll

absolut konvergent. Dom ist F(s) gleich dam Fuler—Produki

2
(8) F(sy =11+ L Bp )
P P P

wo das Produkt tber alle Primzahlen p liuft wnd auch abasolut konvergiert.

Beispiele: ¢) Filr ¢(s) sind die Koeffizienten alle gleich 1, also

{(9) zis) = I (1 + ;%,+ _%E + ...) =1 1

P p P p 1-p
Diese von EBuler entdeckte Produktentwicklung ist der Grund fiir die

grofe Relle, die die Zetafunktion in der Primzahltheorie spielt.
AuBerdem lehrt sie, daB fiir o > 1 die Punktion {8} nie ver-

= (g > 1) .

schwinden kann (da das Produkt konvergent ist und seine einzelnen
Glieder nicht Null sind). Fiir die in a) uné b} angegebenen Reihen
erhdlt man

4 )2 - -2
n=1 n P
=0 {1+ 2p " + 3p_2s + ...)
P
d(p) , 4(p*)
=1 {1+ = + N+ see)
P P B
= g (n) - - -
] £ — =1g(s) tls=k) =1 [(1 - p %) (1 - p5))7!
n= n ) P
k+1 2k+ k+1
=1 {1 + EHE_ + EL&_%%_—— + ...)
P P P
o (p) g, (p%)
=1 {1 + s + T + .ea) o
p P P

algo sind die beiden Funktionen n w» d(n) und n » Uk(n} multipli-
kativ (was man auch direkt leicht sieht), da trivialerweise die Um~-
kehrung von Satz 1 gilt: besitzt eilne Dirlichletsche Reihe ein Euler~
Produkt (8}, so stellen die Koeffizienten dieser Reihe eine multipli-
kative Funktion dar,

d) Fiir den Kehrwert E%%T erhalten wir



16

N C
i " .
‘H ;(ais+hi) fir geeignete ganze Zahlen a, bi' c,1a, > Q).

i=1 o

Man zeige, daB dann auch die Reihe J A(n)f{n)n ° so ausgedriickt
n=1
werden kann und schreibe die entsprechenden Identititen fiir die Di-

richletschen Reihen der Aufgaben 4 und 5 explizit hin.

7. sei g{n} die Anzahl der nichtisomorphen abelschen Gruppen der
Ordnung n. Man benutze den Struktursatz flir endliche abelsche
Gruppen um zu zeigen, daB g(n) die multiplikative Funktion ist,
deren Wert fiir eine Primzahlpotenz pr gleich der Anzahl der Par-

titionen von r ist {alsoc der Zerlequngen Y = T, + r, + ... mit
¥, 2T, 2 ... > 0). Man schlieBe hieraus, das die Dirichletsche
Reihe

o(s) = | TG
n=1 n

fir o > 1 gleich dem {(konvergenten) Produkt
r{s)y(2s)z(3s)...

ist; insbesondere ist G(s) holomorph fiir o > 1 und hat einen
Pol bei 8 =1 mit Residuum

C=rco()c(I)p{d)... = 2,29485... .

Es kann gezeigt werden, daB
N
I gin) = CN + O({W) ;
n=1

d.h. der Mittelwert von g(n) ist gleich C, also endlich!

83 Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist eine der wichtigsten mathematischen Funktionen
und sicherlich die einfachste von den nichtelementaren Funktionen.
Sie spielt eine ganz wasentliche Rolle bei der Untersuchung von
Dirichletschen Reihen.

Man sucht eine Interpclationsfunktion flr die Funktion n =~ nf,
d.h. eine stetige Funktion Il{x), so daB Ii(n) = n! fiir alle natiir-
lichen Zahlen n ist. Einem vielleicht ungliicklichen, von Legendre
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eingefiihrten Brauch folgend, machen wir die Suwbgtitution x =s5 - 1
und schrelben T'(s) f£iUr II(x) = I{s-1). Wir suchen also eine stetige
Funktion [ (s}, die

(1 I'(n) = (n-1)! (n =1, 2, ,..)

erfillt und auBerdem die Grundeligenschaft n! = n.{n-1)! der Fakul-
tdt noch hesitzt:

(2) Tis+1) = sT(s) fiir alle s # O .

Wie findet man eine solche Funktion? Fir s klein muf [{s)}
durch folgende Punkte hindurchgehen:

25—
20}
15
]
fy
10}
5"_ L
1 it J J | |
0 2 3 & 5 6
5

und es ist nicht klar, wie man interpolieren soll; fiir n groB ist
die Funktion n » nl wegen des schnellen Wachstums viel gleichmégiger,
und es solite leichter sein, sie zu interpolieren. Durch wiederholte
Anwendung von (2) erhalten wir

(3) T'(s+N) = s(s+1) ... (stN-1)T(s) ;

es reicht also, eine asymptotische Formel fiir TI'{s+N} (N -+ =) anzuge~-
ben. Fiir s € N gilt
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T{s+N) = (N+s5-1)! = (N+5-1) {N+5-2}...(N+1)-N- (§=-1)1!

= N1 o+ 82y 4 228 0+ %}-(u—1): ,

N N
alsb I'i{sty} ~ NS(N—1}£ fiir N -+ . Bs ist daher naheliegend, I'(s)

fir alle s durch

N° (N-1) !
s(s+1) ... (s+N~1}

(4} I'(s) = lim

N

{s € E)

zu definieren, falls der Grenzwert existiert. Das ist auch der rFall,
falls s g -WN: sei

=]
= N-{N-1)! .
(3) I8} = Stevm) L (s (N € W) ;
dann ist
r (s} s s -1
N+1 _ (N+1 N _ 1 s
T (57 ) g+ O+y
= +E+0) (1 -2+ 005 = (14 0
N 2 N 2 i
N N ] N
duk Tiaq (8)
und das beweist, daB das Pro t I T8y konvergiert, d.h.
’ N>1 I'yls ’
dafR lim PN(s) exigtiert. Wir erhalten auch
N-eoo
N-1 T {8) N-1 8 -1
-+ 1 1 1 8
T(s) =T.(s) T —————— =1 1 1+4) (1+8 1
N 1 n=1 Pn(sJ L n n
und somit
1.8
(6) I'{s+1) = sI'(s) = 1 —
n=1 {1"‘;)

eine von Euler stammende Produktformel fiir die T-Funktion.
Die Eigenschaft (2} der durch (4) definierten Funktion ist klar, da

" 111 |

{s+1)(s+2)...(84N)

I'{s+1) im [

=0
N_ . NF(m-1)! ]
N+s s{s+1)...{z+N-1}

limf s -
N-woo
N,
N+s

lim{s -

N

rN(s)] = sI'(s}

ist. Die Gleichung (1} folgt jetzt durch Induktion, da T(1} nach (8)
gleich 1 ist.
Wenn wir (4) in der Gestalt

5
(7) P(s+1) = sI'(8) = lim [ e g
Nwe (1 + 31+ 5)...0+

5
=1
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gchreiben und Logarithmen nehmen, erhalten wir fir Is| < 1
N-1

log T(s+1) = Lim[s log N - ] log(1 + )]
N-rco n=t
N~1 2 3
s
=lim[s logn - § (E-2,+2.- .01
Nesco 21 B 252 3n3
= lim [ s(1 N-{1+1+1+ + 1})
= s(log 3 3 [P "7=1
Mo
2
s 1 1 1
+ S| ¥ + ... * }
7327 2 (N-1)2
3
s 1 1 1
- 2 + =+ ... + ) R R
RSPt (N=1)3
Die Folge 1 + % + ...+ ﬁéT -~ log N hat, wie man leicht zeigt, fir

N - = einen Grenzwert, den man mit ¥y hezeichnet und die Fulersche

Komstanie nennt. Filr r > 2 strebt 1 + -1}- LR —1—-—; nach dem

2 (N-1)
0
Limes )} ;% = ¢{r), wo g(r) die in (1.11) eingefilhrte Riemannsche
n=1 n
Zetafunktion bezeichnet. Es gilt alse
(8) log T{1+s) = —ys + E%%l s? - Eéél 33 + ... {Ist < 1)

{Die Vertauschung von Summation und Grenzllbergang ist erlaubt: vgl.
Aufgabe 1.) Die Werte der zetafunktion an ganzzahligen Stellen treten
also ala Koeffizienten der Taylorentwicklung von log [{s) an der
Stelle s = 1 auf.

Wir kinnen mit Hilfe der Beziehung

1 1 _
1“"7"‘ »aa +ﬁ—logN+y+o(1)

~auch eine weitere Produktformel fiir T({s) herleiten, indem wir

1 1
s{1 +x+ ...+ = -7 + 0{1))
N = & log N _ e 2 N

1 1
- 8(1 + 5+ ... + )
~a T8 2 N

in (7) einsetzen; dies liefert die Formel

(2)

= se¥® n 01+ 3™/,

I'(s) n=1

die sogenannte® Welerstradsche Produktdarstellung. Aus (6) oder (9)
folgt, dap die Funktion 1/T(s) in der ganzen komplexen Ebene defi-
niert und holomorph ist (weil die Produktentwicklungen jewells kon-
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vergieren}. Ferner hat 1/I'(s) nach (9) einfache Nullstellen bei

s =8, -1, -2, ... und ist sonst von Null verschieden. Das beweist
folgenden

SATZ: Die durch (4), (8) oder (3) erkisirte Funktion T (s) ist in der ganzen kom-
plexen Ebene als meromorphe Funktion von s definfert. Sie hat bei s = O, -1,
-2, ... einfache Pole und iat sonst holomorph. AuBerdem ist sie nie gleich Null,
doh. die Funktion 1/T(a) st dberall holomorph.

Auf der reellen Achse sehen T(s) bzw. (s 80 aus;:

i 4
34
7..
5 1
sf T 21 75
2l
3__
‘I_-
2l
1l
= 'L) — — /N\ T———
q-3-2-| 2 3 45 b -3 -2 - 1 2 3 4 5 b6 7
41 s s
21 4l
..3..
21

Wir geben noch ein paar Eigenschaften der ['-Funktion an.

1. Sei
£(s) = (Gt
dann gilt
£st) =& v+ 1 =2 D 1 = § £(s)

oder 25+1f(s+1) = s-Zsf{s] . Es 1Ist dann naheliegend zu vermuten, dag
2°F(s) eine Konstante mal I'{s) ist, und dies ist auch der Fall:

5 s+1
0 @rEth = lin 25[ e _ N2 D) I
202 e LSEm . B (5-*2;1—)(5"-5—%1)...{%—1]

S+
- lim _22N+s N 2 m_1“2
_N_m S(S12) (5+4) . .. [S+IN=2) % (St1) (S+3) ... (S+IN=1)
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1
- 2 s
= Lim |22 2 1)1 ()° (2§-1)2
" N [2 W (ZN-1T s(s+1) (s+2) ... (s+ -1}

=CT (s)

mit

]

-

1
= 2N 7 {N-1)
{(10) C = 1lim [2 NN Ta=-1 71

N
Die Konstante € ist gleich 2Vu (sieche Aufgabe 4}, also erhalten wir

(11) rd g =217 vi rs)

die Legendresche Verdoppelungsformel. Insbesondere folgt mit € = 1,
dag

(12) ridy = v

2, Die Funktion ff%T ist holomorph und hat Nullstellen bei s
-1, -2, ..., also ist diec Funktion

O,

: 1
9(s) = vy T(O=s

auch holomoxph und hat Nullstellen bei s = ..., -2, -1, 0, 1, 2, ...
AuBerdem ist

~ 1 ~ 1 ~ -1 _
9(s*1) = [T (5] © 5T(8) T(-8) ~ T{s) T(1-8) _ g{s)

insbesondere lst g{s) periodisch mit Periode 2. Es liegt dann nahe,
daB g(s} = C sin s ist, wobel die Konstante C wegen

lim [g(s)}/s] = 1lim {1/T(1+s) I'(1-s)] = 1 gleich 1/m sein muB:

80 8~0

K

{13) Fi(s) T(t-8) =m

Diese Formel ist auch richtig, z.B. wegen (9) und der bekannten Be-
ziehung

sin ws o s2
{14) =5 = n (1 - ;j) .

3. SchlieBlich sei

his) = [ t
0

Das Integral konvergiert fiir o > 0 und es gilt

hist1) = { t% d(-e %) = [ "% at®)

O‘—-—-S
Ov— 8



(partielle Integration)

T -t
h(1) = f e "~ dt =1 ;
0

die Funktion h(s) ist also ein Kandidat fiir die urspriingliich gesuch-
te Punktion I'(s) mit den Eigenschaften (1) und (2). Es ist in der
Tat nicht schwer zu zeigen, daB hi(s) = I'(s) 1ist {siehe Aufgahe 6),
also

(15) I'(s) = { ¢ e ~ dt {a > 0) .
0

Es ist diese Formel, die die Wichtigkeit der Gammafunktion £iir die
Theorie der Dirichletschen Reihen erklidrt. Man hat nimlich

£571 ™t g = ™S [ %71 &% gu {u = nt)

O—8

r'is) n ° ,

It

also (im Bereich der abscluten Konvergenz}

_ 1 < b -nt 2-1
= 159 é( ) a e )t at .

(16) 3
n=1 n==1%

Zale”

Das heiBt, die (gewbhnliche) Dirichletsche Reihe f(s) = Iann-s und

die Potenzreihe F(z) = Eanzn mit denselben Koeffizienten sind durch
die Integraltransformation

-1
y 370 ae ,

(17) £(s) = —— [ F(e
O

die sogenannte Mellinsche Transformation , miteinander verknipft. Dies
ermiglicht es hdufig, von Eigenschaften von Potenzrelhen auf Eigen-
schaften von Dirichletschen Reihen zu schlieBen oder umgekehrt.

Natiirlich gilt auch fiir nicht-gewthnliche birichletsche Reihen
das Analogon von (16), namlich

o —s 1 o o ‘lnt -1
(18) n£1 a, Aa° = 5] ;j;(ng‘n a e )t at .

Als Beispiele fiilr (16) nehmen wir die Dirichletschen Reihen, die

in §1 als Beispiele verwendet wurden:

Fir z(s) = Jn ® ist a, = 1, also ):ane"nt = 1:1 , und wir finden

e -1




o  g-1
_ 1 57 at
{19) z(s) = 7753 é T (o > 1) .
par yis) = L (-1 a7 = (1 - 277%) ¢(a) ist a = 1), also
ia et _ 1 , und wir finden
n t
e +1
1-s 17577 ac
(20) (1 -277) 2ts) = 7 |~ (o >0) .
0 e +1
Aufgaben:
1. Man zeige die Existenz von vy = lim (1 + % + ... + % - log N} und
N=oo

die Zullssigkeit der Vertauschung von Summaticon und Grenziibergang,
die zu (8) fiihrte.

2. Man beweise fiir jede natiirliche 2ahl n die Beziehung

s s s5+1 s+n—-1, _
no T(3) T(57) ... T(&—) = ¢ T(s)
. n-1
mit einer nur von n abhlngigen Konstanten (es ist C = (2m) 2 va,

siehe Aufgabe 5). Diese Formel stammt von GauB.
3. Man bestirme das Residuum von T'{s) an jeder Polstelle.

4. Man beweise, daB die durch (10) definierte Konstante ¢ gleich
2Vn  ist, indem man aus (13) den Wert r[%) = Vi entnimmt und
€ =1 in die Beziehung

s+1

& .8 _
F(f) T("i—} =C T(s)

2

einsetzt. Man schlieBe auch aus (12) und (15), das

o 2
et g = % v

QO *—

ist.

5. Man beweise dle Stirlingsche Formel

,
x—_
r(x) ~ Vin x 2 e % (x » ) ,

indem man zunichst den Beweis der Existenz des Limes (4) nachahmt,

x-1

um zu zeligen, das der Grenzwert A = 1imlr(k)/x 2e
X-»c0
und dann aus der in Aufgabe 4 bewlesenen Tatsache, dai die rechte

Seite von (10). gleich 2Vw® ist, die Beziehung A = VZr folgert.
Man benutze auch die stirlingsche Formel, um fiir die Konstante Cn

%] existiert,



24

n-1
in Aufgabe 2 den Wert (2v) vh  zu erhalten.

6. Man beweise (15), indem man die Beziehungen

N
N N -nF )

t.N ,s-1 . - r _ N
e{) (1 -5 t dt = N Eo ~Ta = wrs Iy(8)

nachweist (die erste durch gliedweise Integration, die zweite durch

Vergleich der Polstellen der zwei rationalen Funktionen von s)

£)N t
N

und dann unter Benutzung wvon Iim (1 - = a

N =

den Grenziibergang

N -+ o {streng).durchfihrt.

§4 Die Riemannsche Zetafunktion

Die einfachste und wichtigste Dirichletsche Reihe ist die in (1.11)
eingefiihrte Riemannsche g-Funktion

]

{1) zl{s) =
n

(o > 1} .

(R

A
1 n®
Wir haben schon in §1 gesehen, daB t{s) sich als meromorphe Funk-
tion in die Halbebene o » O fortsetzen ldft, und zwar (Aufgabe 3,
§1) mit einem einfachen Pel bei s = 1 als einzige Singularitdt. Wir
haben auch in §2 die fiir o » 1 giiltige Eulersche Produktdarstellung

(2) i) = 1 —1

p prim 1 - p
bewiesen und in §3 die ebenfalls filr ¢ > 1 geltende Integraldar~
stellung

(3) tis) = ¢y [ £ dt
0

gewonnen. Die wichtigsten in diesem Paragraphen bewiesenen Eigenschaf-
ten der g;-Funktion sind im folgenden Satz rusammengestellt.

SATZ: Die durch (1) fur o > 1 definierte Funkition §(s) besitat eine meromorphe
Fortaetsung in die ganse komplexe FEbene, und swar mit einem einfachen FPol vom Reai-
duwm 1 an der Stelle s = 1 als einzige Polatelle. Die Werte der g-Funktion bei
nichtpositiven ganzen Zahlen sind rational, und zwar ist
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(4) o) = -1
{5) z{-2n) =0 n =1, 2, 3, ...} ,
. B
(6) z(1-2n) = - 22 (n=1,2,3, ...} ,
wobei die rationalen Zahlen B, = % B, = % die durch
o B
& k .k
(7 = 7 E¢ (1t < 2m
et-1 k2o X!

definierten Bernoullischen Zahlen sind. Die Werte der Zetafunktion an positi-
ven geraden ganzen Zahlen sind durch

{_1)n—1 »2n-1 o

2n _2n
w

(8) g(2n) = {n =1, 2, 3, ...)

(2n}?
gegeben.
Beweis: Wir gehen von der Integraldarstellung (3} aus. Seien die

Zahlen B, (k =0, 1, 2, ...} durch (7) definjert, d.h. wir ent-
wickeln

k

£ . t2 3 4

_ _ _t _ t
= 3 =1 =gty v ot - g5t ..

und definieren Bn als n! mal den Koeffizienten von tn auf der
rechten Seite; aus

t -t
- = =i
e -1 e b

folgt, daB abgesehen von B, = - % alle B, mit n ungerade Null
gind. Sei jetzt n » 0 fest und

B
- k "k k _ t 2 .2 _n.n
fn(t)—k£ C M~ I R s 2 R PP g
(fir n » 1 ist (-1)° B, = B ). Dann ist flr o > I
o .t
r(s)-c(s) = [ S8~ ™ ¢57% at
0 e-1
- t _ _ o - _
t9) [(xe -—f(t))ettszdt+ff(t]ettszdt
t n Il
O ‘e -1 O

IltS) + 12[5} ’

wobei wir mit I1 und I2 die beiden Integrale bhezeichnen. Die Funk-
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t
tion ist bei t = 0 holomorph und hat dort die Taylor-Ent-
e -1
wicklung
et -t 3 R DI -
= - = -1 [4
ef-1 e™t-1 k=0 k' Kk
und somit
tet n+1
T - £ (t) = O(t ) (t »0) .
e -1 n

Es folgt daraus, daB8 das Integral Il(s) konvergiert fiir alle s mit
g > -n (da der Integrand filr t - O o(tn+°_1) ist und fiir t -» =
exponentiell klein ist), also stellt Il(s) im Bereich o > -n eine
holomorphe Funktion dar. Das zweite Integral I2(s) ist nur fir

o > 1 konvergent, 1ld8t sich aber, da fn(t) ein Polynom ist, mit

Hilfe von (3.15) explizit ausrechnen:

|

IZ(S) t dt

o

7 [1 NES By tk] -t , s-2
0 2 x=2 K

(10)

1

I'(s-1) + 5 I'(s) +

|
=

F(s+k-~-1) .

[(Knack=i

k=2

Das ist wegen der Ergebnisse von §3 eine in der ganzen komplexen
Ebene meromorphe Funktion, und somit haben wir bewiesen, daB z(s)
sich in die Halbebene o > -n (und deswegen, da n beliebig war,
in ganz ¢€) meromorph fortsetzen l48t. Indem wir (10) in (9) einset-
zen und die Funktionalgleichung (3.3) anwenden, erhalten wir die fiir
o > -n giiltige Darstellung

+
k

(11) 2(s) = —0— +

1 2k S(s+1)...(s+k=2) + —— I.(s)
s=Tt3 , K .- T(s) L1

I~

der g-Funktion, wobei 1165) in ¢ > -n holomorph ist. Da nach §3

die Funktion F:

S
t(s) - —= in o0 > -n holomorph ist; da n beliebig war, ist

) tiberall holomorph ist, zeigt diese Formel, das

z(s) - s-7 Sogar in ganz € holomorph, und die erste Behauptung
des Satzes ist bewiesen.

Sei jetzt s eine ganze Zahl, die > -n und < O 1ist; dann ist
TT%T Il(s) wegen des Pols der TI'-Funktion an der Stelle s gleich

Null, und somit ist

S _ S(s+1)(s+2) , s(s+1) (s+2) (s+3) (s+4)

12 720 30240

+

C(5)='—1"'+"’

wn
1
-
DN =~

(12)

-}

- ..+ H% s(s+1)...(s+n-2) (s = 0,-1,-2,...,-n+1).
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Dies zeigt, dasB

g(=-1) = 5%-+ % - %% = _.gi

(13) g(-2) = f% + % - % +0=0
t(=3) = f% + % - % + 0 + Tla = T%B
t(-4) = f% + % - % + 0+ é% +0=0

gilt. Es ist klar, daB man dieses Verfahren (mit n geniligend groB)
fortsetzen kdnnte, um g(-k) fir jede nichtnegative ganze Zahl k
auszurechnen, und daB die Werte alle rational ausfallen. Aus (12) be-
kommt man explizit

-1 1 By
(k) = S+ 3+ 22 £ (k) (-k+1) ... (~ktr-2) (n > k)
r= )
o 1, kg’ (1)F-1 Pr ki
S B SN T ke 1-1) 1
.1 kf‘ X+ 5
k+1 £=0 r r

DaB diese Summe, wie in (5), (6) behauptet, flir k > O immer gleich
B

ihrem letzten Glied - 4Kl ist (vgl. die Beispiele (13)), d.h. das
die Bernoullischen Zahlen der Beziehung

n

n n

(14) 1 () B = (-1)"B

re0 ¥ T n

geniigen, 138t sich leicht mit Hilfe der erzeugenden Reihe (7) beweisen:

n
T[F e ]E -y
n=0 lr=0 ¥ r}n! O<r<n F!(n-r)!
- r+k
ST R M (e (L)
r=0 k=0 ~°7° r=0 ~° k=0 ™°
© n
=gt -1 08 L.
e -1 e =1 n=0

Die Beziehung (14) kann iibrigens als Rekursionsformel zur Berechnung
der Bn benutzt werden.

Es bleibt nur noch, die Behauptung (8) iiber die Werte von Z(2n)
zu beweisen, also die Beziehungen
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y L=,y L.,y L.,
n=1 n2 6 n=1 n4 90 n=1 n6 943
Y _ w8 ? 1 w10 § 1 _ 691 n12
= ' 6 ’ 17 = §38512875 '
nt1 o8 9450 ' L, 76 T 93555 L. "1 638512875

von denen die beiden ersten von Euler entdeckt wurden, der sehr stolz
darauf war. Mit Hilfe der Gleichungen (13) und (8) aus §3 erhdlt man

I B
n-1 ,2n-1 2n _"2n 2n _ _ 1 2ris  _ 27is
Lot (2n)!s“271?I§—1+2]
n=1 e -1
_ (Isl < 1)
- 1 ris e"*5 4+ e TS
2 2 Tis -7Tis
e
_1 s
-2 (1 tan ns)
_s 4 s
T 2 ds log sin 7s
=24 109 (1 (1+s) T(1-s) ]
2 ds
2
=§-a%[;(2)s +‘;(24) st v
(-]
= Y z(2n) s2n
n=1

(man braucht ibrigens hier nicht die I'-Funktion, sondern kann direkt
o

S TS _ 2k . -
3 3 1°9 s1mas - k£1 z(2k)s ist). Da

aus (3.14) schlieBen, das
mit ist der Satz vollstdndig bewiesen.

Die Tatsache, daB die Werte von z(2n) und ¢(1-2n) dieselben
Bernoulli-Zahlen enthalten, 148t denken, daB es vielleicht iiberhaupt
eine Beziehung zwischen ¢(s) und z(1-s) gibt. Wenn wir (5), (6)

und (8) zusammenfassen als

(-1k/2

Jk-1 K z (k) k > 0, k gerade
ey fR) =
0 k > 1, k ungerade

und bedenken, daB die Funktion k » (k-1)! nach §3 die Interpolati-
onsfunktion I (k) hat, wdhrend

(---1)k/2 k gerade

k »
(o] k ungerade
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auf natiirliche Weise durch cos %? interpoliert wird, dann liegt es
nahe, die Beziehung

(15) 3—5—1,—%1'5 z(1-s) = cos £ t(s)

zu vermuten. Das ist die berihmte Funktionalgleichung der r-Funktion , die
von Euler 1749 aufgrund anaioger Uberlegungen vermutet wurde (in "Re-
marques sur un beau rapport entre les series des puissances tant di-
rectes que réciproques", einer der Berliner Akademie vorgelegten Arbeit)
und erst 1859 von Riemann in seiner bahnbrechenden Arbeit "#ber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GrégSe" bewiesen wurde.

(Ein Beweis der Funktionalgleichung wird in Aufgabe 2 angedeutet.)

Durch Anwendung der Funktionalgleichungen (3.11), (3.13) der I'-=Funk-
tion kann sie auch symmetrischér geschrieben werden in der Form

S 1-s

) )

(16) m 2rices) = w riz®) c-s) .

Fir o > 1 ist die linke Seite von (16) von Null verschieden, da (wie
in §2 schon bemerkt) die Produktdarstellung (2) impliziert, daB z(s)
dort nicht verschwindet. Es folgt dann aus (16), daB8 z(s) in der
Halbebene ¢ < O nur dort Nullstellen hat, wo F(%) Polstellen hat,
d.h. nur einfache Nullstellen bei s = -2, -4, -6, ... . Die Funktion
z(s) hat also

- eine einfache Polstelle bei s =1 ,

- einfache Nullstellen bei s = -2, -4, ...
(die sog. "trivialen Wurzeln")

- und sonst Nullstellen héchstens in dem
"kritischen Streifen" O < o < 1, wo
sie in der Tat unendlich viele besitzt .

Die dem Absolutbetrag nach kleinsten Nullstellen in dem kritischen
Streifen sind

+ 14,134725...1i ,
+ 21,022040...1 ,
+ 25,010856...1i ,

+ 30,424878...1i .



50i |
| 40
kritischer Streifen.
O<o<) T
30ifF ©
\\\
I‘:\j,nichttriviale
20i L '/ Nullstellen
kritische Gerade ~__ ‘/
o=1/2 L
100 } Y
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 ] 2
———! ——_——@- ' *- :
T b T Polstelle
triviale Nullstellen
101
®
20i |-

Es ist naheliegend zu vermuten, daB qlle Nullstellen in dem kritischen
Streifen Realteil 1/2 haben. Das ist die berithmte, bis heute unbewie-
sene (und mdglicherweise falsche) Riemannsche Vermutung. Man weiB, das unend-
lich viele Nullstellen von ¢(¢(s) auf der Geraden o = 1 liegen und

2
auch, daB8 die ersten 150.000.000 Nullstellen in dem kritischen Strei-

fen das tun.

Auf der reellen Achse sieht z(s) so aus:



g (s)

-+
<+
3

N4
(24
o+
~3

1761514 —13 12 =11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -Pi\g
S
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Aufgaben:

1. Fiir die am Ende des §2 eingefiihrte Funktion

1 1
L(S) = 1 = —— 4 — = ...
3% 58

zeige man:

1 %571 ae
a) L(s) = 77g) (j) e (c > 0) ,

b) L(s) hat eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.

¢) L(-n) =%En n=0,1,2, ...) ,

wobei En die durch

1 __ 7 I,
cos X n=0 n!

definierten Eulerschen Zahlen sind (E0 =1, E2 = =1, E =5,

E6 = =61,c00, El = E3 = ES = ... = 0).
n
(-1)" Eyp 72041

2°"*4 (on)1

d) L(2n+1) = (n=0,1 2, ...) .

oo+

31
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2. Man beweise die Funktionalgleichung (15), indem man folgende
Schritte durchfihrt:

a) Ausgehend von (3) zeige man fiir o > 1

1 o s-1
r(s)c(s)=j(,1 -l)x81dx+sl1+{x ax .

o \e*-1 X e®-1

diese Gleichung gilt fiir ¢ > O wegen analytischer Fortsetzung
und 148t sich fiir O < 0 < 1 schreiben als

< 1 1\_s-1
r(s) z(s) = ( - —)x ax .
é ex—1 X

b) Ausgehend von a) zeige man fiir O < o < 1

:
r(s) ¢(s) = f(

was wiederum fiir -1 < ¢ < 1 wegen analytischer Fortsetzung

gelten muB und fiir -1 < 0 < O die Formel

1
e*-1

- l+l)xs-1 dx
X 2

r(s) ¢(s) = f(
(0]

liefert.

c) Man schlieBe aus (3.14), das

TS d sin 7s T 2s
—— - 1 =5 =— log ==——= = -
tan 1s ds s n=1 n®-s
gilt, und setze s = %%, um
1 1,11 ix/2 % 2x
x . " x T2 x\Tamnixz ") =
e -1 n=1 x " +4n" 7w

zu erhalten.

d) Man setze c) in b) ein, um (nach einer wegen absoluter Konver-
genz zuldssigen Vertauschung von Integral und Summation) die

Formel
o ® g s-1 _s
rs) g(s) =2 | (mS7tpEAE 2 T
n=1 O t7+1 cos -

fir -1 < 0 < 0 zu beweisen; nach analytischer Fortsetzung
ist die Funktionalgleichung dann fiir alle s bewiesen.



