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SATZ 1: Sei f: N -+ € e¢ine mulitiplikative Punktion, und sei die Reihe

F(s) ~ § Ll

absolut konvergent. Dom ist F(s) gleich dam Fuler—Produki

2
(8) F(sy =11+ L Bp )
P P P

wo das Produkt tber alle Primzahlen p liuft wnd auch abasolut konvergiert.

Beispiele: ¢) Filr ¢(s) sind die Koeffizienten alle gleich 1, also

{(9) zis) = I (1 + ;%,+ _%E + ...) =1 1

P p P p 1-p
Diese von EBuler entdeckte Produktentwicklung ist der Grund fiir die

grofe Relle, die die Zetafunktion in der Primzahltheorie spielt.
AuBerdem lehrt sie, daB fiir o > 1 die Punktion {8} nie ver-

= (g > 1) .

schwinden kann (da das Produkt konvergent ist und seine einzelnen
Glieder nicht Null sind). Fiir die in a) uné b} angegebenen Reihen
erhdlt man

4 )2 - -2
n=1 n P
=0 {1+ 2p " + 3p_2s + ...)
P
d(p) , 4(p*)
=1 {1+ = + N+ see)
P P B
= g (n) - - -
] £ — =1g(s) tls=k) =1 [(1 - p %) (1 - p5))7!
n= n ) P
k+1 2k+ k+1
=1 {1 + EHE_ + EL&_%%_—— + ...)
P P P
o (p) g, (p%)
=1 {1 + s + T + .ea) o
p P P

algo sind die beiden Funktionen n w» d(n) und n » Uk(n} multipli-
kativ (was man auch direkt leicht sieht), da trivialerweise die Um~-
kehrung von Satz 1 gilt: besitzt eilne Dirlichletsche Reihe ein Euler~
Produkt (8}, so stellen die Koeffizienten dieser Reihe eine multipli-
kative Funktion dar,

d) Fiir den Kehrwert E%%T erhalten wir
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(10) =1 (1 -p % = § H@

wo pin} die multiplikative Funktion ist, die fiir Primzahlpotenzen
die Werte u(p) = ~t, u(pr) =0 (r > 2) annimmt, d.h.

0, falls n ein Quadrat enthilt
(11) u{n} =

k
(-1)", f£falls n = Pier+Pps Py<re <Py

Die Funktion u{n) ist die sOgenannte Mdbiussche Funktion. Bus der Be-
ziehung «¢(s) - E%%T = 1 und der Faltungsformel (3) folgt die wich-
tige Figenschaft dieser Funktion, dag

1, falls n = 1
{(12) you(d) =
din

0, falls n > 1 .

Die Mébiussche Punktion ist wegen folgender Mébiusschen Umkehrformel
wichtig.

SATZ 2: Seten I und g zweil Funkiionem vom N nach €. Ist fiir alle n

(13) f(n) = § g{da) ,
dlin

8o 18t fiir alle n

(14) gn) = § u(%} £(d)
dln

und umgekehrt. Stehen £ wund g in dieser Beziehung mieinander, so iet g muliéi-
plikativ genau dann, wenn £ multiplikativ iat.

Beweis: Die erste Aussage ist leicht aus (12) herzuleiten; wir wollen
sie aber durch Anwendung von Dirichletschen Reihen erhalten, um Ubung
im Umgang mit solchen Reihen 2zu bekommen. Die Gleichungen

£(1}) = g(1}

£(2) = g(1) + g(2) ,

£(3) = g(1) + g{(3} ,

£(4) = g(1} + g(2} + g(4) , ...

lassen sich induktiv filr g ldsen:

g(1} = £(1} .

g(2) = £(2) - £(1) ,
g(3) = £(3) - £(1) ,
g({d) = £(4) - £(2) , ...
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Es ist also klar, daB eine Beziehung wie {(14) mit von £ wunabhingi~
gen Koeffizienten existieren muB; somit brauchen wir (13) e= (14)
nur fiir Folgen {£{n)}, {g{n)! von langsamem Wachstum zu beweisgen
{(z.B. nur fiir solche mit g{n) =0 filr n > no) und kénnen deshalb
annehmen, dag die zugeh8rigen Dirichletschen Reihen

o =]
F{S) = E :E{n) , G(S) = E H(n)

absolut konvergent sind (fiir mindestens ein 3s). Dann gilt wegen der
Faltungsformel (3} und der Beziehung (10}

(13) = F(s) = § 1.0°% § gminm ® = r(a) G(s)
n=1 m=1
- G(s) = z(s) T F(s) = ¥ pmn" § fimim ®
n=1 m=1
- (14) ,

und, wenn (13) und (14) gelten,

g multiplikativ =+ G(s) besitzt eine Eulersche Produktentwicklung

=+ F(s) = (8} G{(s) besitzt eine Eulersche
Produktentwicklung

=+ £ multiplikativ .

Beigpiel: Sei v(n) die Anzahl der Primteiler von n (mit Multipli-

*1 Tx v(n})
zitdt: v(pl R - y = P rk] und A(n) (-1 . Dann
igt A(n) multiplikativ und

o
A(n) 1 1 1
) =nl1_———+ -...]zn( —)
n=1 n® p o> p>* p 1+p °
(15) J-p=S (28)
=1 ( ‘Ez ) = &i28 (o > 1),
p V1-p 8 r{s)

also gilt (14} mit g = 3 uvnd

f(n) = Koeffizient von n - in [(2s3)

1, falls n eine Quadratzahl ist,

{16)

O sonst .

Es gilt also

(17) £m) = §J A .



3. Man beweise flir o > 1 die Beziehung

S

s(s+1)
s-1

t(s) = 31

- orle(s+1) - 11 - [z(s+2) = 1] = ... ,

indem man z(s) = Zn—s einsetzt und die Summationen vertauscht;
man benutze diese Formel, um zu zeigen, dag8 g(s) - géT sich

holomorph in ganz @ fortsetzen l&Bt.
4. Man zeige, dag

(17) z(s) = E%T +y + 0(s=1) (s » 1)

gilt, wo vy die Eulersche Konstante ist.

§5 Charaktere

Die wichtigsten Dirichletschen Reihen (neben der Zetafunktion) sind
die "L~-Reihen", die ebenfalls von Dirichlet eingefiihrt wurden und
von ihm benutzt wurden, um

a) die Existenz unendlich vieler Primzahlen in jeder arithmetischen
Folge {Nk+a}k€z mit (N,a) = 1 zu beweisen, und

b) eine Formel anzugeben flir die Anzahl der Aquivalenzklassen von

bindren quadratischen Formen mit gegebener Diskriminante.

Die L-Reihen sind Funktionen, die gewissen Charakteren zugeordnet sind,
und bevor wir in §§ 6 - 8 eine Beschreibung von Dirichlets Ergebnissen
geben k&nnen, miissen wir diese Charaktere etwas studieren.

Ein Charakter auf einer endlichen Gruppe G ist ein Homomorphismus

X : G- ¢C* ,

wo (@* die Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen ist (mit
der Multiplikation als Gruppenoperation). Falls x und x' zwei
Charaktere auf G sind, k&nnen wir das Produkt xx' und das Inverse

x-1 durch

xx'(g) = x(g) x'(g) ., x_1(g) = x(c.n—1 (vg € G)

definieren. Somit bilden die Charaktere auf G eine Gruppe, die wir
mit & bezeichnen.
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SATZ 1: Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Darm ist G zu G Zesomorph. Insbe-
sondere ist 181 = |Gl.

Beweis: Bekanntlich ist G eine direkte Summe von endlichen zykli-
schen Gruppen, also hat G Erzeugende Gireeer 9y der Ordnungen

Ny, «.., Ny und jedes Element g € G 14Bt sich in der Gestalt
r r
g = gll .o gkk schreiben mit Lir ey Tp € Z. Ist ¥ ein Charakter
auf G und X(gi) = gi (i=1, ..., k), so ist
n, n, n,
&7 = x(gy) = Xx(g;") = x(e) =1
und
r r r r r r
1 ky, _ 1 k _ 1 k
(1) X(g; - g ) = x(g,) cee x(g) T o= LT Ll BT,

d.h. die €i sind ni—te Einheitswurzeln und ¥ isg'durch die Ei
bestimmt. Umgekehrt, wenn gl, ooy Ek € C* mit gil =1 (i=1, ..., k)
beliebig gewdhlt werden, so definiert (1) einen Charakter. Es gibt
also eine bijektive Korrespondenz zwischen Charakteren yx und
k-Tupeln (El, ey &k) mit gzi = 1, wobei das Produkt von Charakteren
dem Produkt der ¢£; entspricht. Somit ist

n n

I 1 k _
{(gl’...'gk) tw Igl = e e Ek "1}

11

G

R

z/nrz x Z/n2z X .. X z/nkl =

1
@

Bemerkung: Flir G endlich ist x(g) fir jedes g € G eine Einheits-
wurzel, also vom Absolutbetrag 1, und somit ist der durch

x(g) = x(g9) (Vg € G)

erkldrte zu x konjugierte Charakter mit dem oben definierten inver-
sen Charakter identisch.

Definition: Ein Dirichletscher Charakter modulo N (N eine natiirliche Zahl)
ist ein Charakter auf der Gruppe

(®/NZ)* = {n (mod N) | (n,N) = 1} .

Wenn ¥ ein solcher Charakter ist, definieren wir eine (ebenfalls
mit x bezeichnete) Funktion x: Z - € durch

x(n (mod N)) , falls (n,N) =1
x(n) =
o, falls (n,N) > 1 .



35

Auch diese Funktion x wird als Dirichletscher Charakter bezeichnet.
Ein Dirichletscher Charakter (mod N) kann auch beschrieben wer-
den als eine Funktion x: Z - ¢ mit den Eigenschaften

(1) x(n) = O e+ (n,N) > 1

(2) x ist streng multiplikativ: yx(mn) = x(m) x(n) f£fiir alle
m,n € Z

(3) x(n) héangt nuf von n (mod N) ab.

Nach Satz 1 gibt es ¢(N) Dirichletsche Charaktere, wo

$(N) = |@/N&)"| = #{n (mod N) | (n,N) = 1}

1
1 - —
N I (1 - =)

pPiN

die Eulersche Funktion von N bezeichnet.

Beispiele: a) Fir jedes N ist der Hauptcharakter Xg (mod N) durch

1 (n,N) =1
xo(n) =
0] (n,N) > 1
///\\\

erklirt (das entspricht der Eins von (Z/Nz) ).

b) Fir N = 2 1ist ¢(N) = 1, also Xo der einzige Charakter. Fir
N=3, 4, 6 ist ¢(N) jeweils gleich 2, und es gibt neben dem Haupt-
charakter die Charaktere

n |0 1 2 3 4 5 6 ...

ea(n) o 1 -to0o 1 -1 0 ...

n |o 1 2 3 45 6 7 8 ...

eu(n) o1 o-1to 1 0 -10 ...

n Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...

ee(n)01000-101000—101...
Fir N =5 gibt es neben Xo drei Charaktere:

n (mod 5) |0 1 2 3 4

(@]
-

i -i -1
X (n) (o] 1 =1 -1 1
(o] 1 -i +1i -1
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c) Fir jede Primzahl p ist das Legendresche Symbol

0, falls pin

(2) ) =! 1, falls pIn, n = x°(mod p) fiir ein x € T

hollle!

-1, sonst
ein Dirichletscher Charakter (mod p).
Wir haben zwei einfache, aber sehr niitzliche Sé&dtze:
SATZ 2: Sei ¥ ein Dirichletscher Charakter modulo N. Dann ist

¢(N), falls X = X,
(3) ¥ x(n) =
n (mod N) o, falls x # Xg *

(Hier bezeichnet ) eine Summe iiber ein beliebiges Vertreter-
n (mod N)

N
system von Z/NZ, z.B. 1)
n=1

KOROLLAR: Seien Xir Xy zwet Dirichletsche Charaktere (mod N). Dann ist

1, falls x, = X
1 - 1 2
(4) W Z Xl(n) X2(n) =

n (mod N) 0, falls X, * Xy o

Beweis: Fir x = Xo ist (3) trivial. Sei x # Xo und m € Z so ge-
wdhlt, das (m,N) =1 und x(m) *# 1 ist. Dann ist

(1 = x(m)) ) x(n) = D [x(n) - x(mn)]
n (mod N) n (mod N)
= ) x(n) - ) x(n) =0
n (mod N) n (mod N)

(da mit n auch mn ein Vertretersystem von Z (mod N) durchlduft),
also, da x(m) + 1,

) x(n) =o0 .
n (mod N) .

Das Korollar folgt, indem man X4 22 fiir x wé&hlt.
SATZ 3: Sei n € Z.Dann ist

$(N), falls n = 1 (mod N)
(5) } x(n) =
X O, falls n ¢ 1 (mod N) ,



37

wobet ilber alle Dirichletschen Charaktere (mod N) sumniert wird.
Korollar: Seiem a,b € Z, (b,N) = 1. Dann ist

1 - 1, falle a = b (mod N)
(6) Ty L x(@ x) =
X O, falls a % b (mod N) .

>

Beweis: Fir n = 1 (mod N;\bist (5) trivial, da es ¢(N) Charaktere
gibt und fir alle x(n) =1 "gilt. Fir (n,N) > 1 gilt (5) auch, da
dann x(n) fiir alle x verschwindet. Sei n # 1 (mod N), (n,N) = 1,
und X1 ein Dirichletscher Charakter (mod N) nmit xl(n) # 1. Ein
solcher existiert wegen Satz 1, denn die Charaktere x mit x(n) =1
sind Charaktere auf der Quotientengruppe (z/um)‘/<n>, und deren An-
zahl ist demnach kleiner als | (Z/NZ)”|. Dann ist

(1 = x; () I xtn) =] [x(n) = xx,(n)]

X X
=7 x(n) - Y x(n) =0,
X X

da xx, mit x Uber die Gruppe (z/Mg)” 1liuft. Da 1 - x,(n) + 0,
folgt hieraus, das8 die Summe verschwindet. Das Korollar folgt, indem
man n mit nb = a (mod N) w&hlt.

Sei N, ein von N verschiedener Teiler von N und X1 ein

Charakter (mod Nl)' Dann definiert die Zusammensetzung

X X xl

(7) (Z/NZ)" —— (Z/Nll) — a* ,
wobei der erste Pfeil die Reduktion (mod Nl) ist, einen Charakter
x (mod N). Wir sagen, daB x von Xy induziert wird und nennen einen
Charakter x, der so entsteht, imprimitiv; ein Charakter, der nicht
auf diese Weise erhalten werden kann, heist primitiv (oder eigentlich).
Z.B. ist der Hauptcharakter Xo (mod N) fiir N > 1 nie primitiv,
weil er von dem trivialen Charakter (mod 1) induziert wird. Fiir
jeden Dirichletschen Charakter X (mod N) gibt es eine kleinste
Zahl Nl, so daB x dargestellt werden kann als die Zusammensetzung
(7) mit geeignetem Charakter X1 {mod Nl)' und dies ist die ein-
zige Darstellung (7) von X, fiir die Xq primitiv ist. Diese Zahl
Nl mit der Eigenschaft, daB x von einem primitiven Charakter
(mod Nl) induziert wird, nennt man den Filhrer von ¥.

Wir werden uns vor allem fiir reelle Charaktere (X = x) interes-
sieren, d.h. solche, die nur die Werte 1, O, -1 annehmen. Wir be-
weisen einen Satz, in dem alle primitiven reellen Charaktere angegeben
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werden.
Definition: Eine Grundzahl ist eine ganze Zahl D mit

D=1 (mod 4), D quadratfrei,
oder

D=0 (mod 4), %- quadratfrei, 3 = 2 oder 3 (mod 4) .
(Solche Zahlen nennt man auch Fundamentaldiskriminanten). Fir eine Grund-
zahl D definieren wir eine Funktion Xp® N - Z durch

D

(8a) xD(p) = (-5) (p ungerade Primzahl)
0, falls D = O (mod 4),
(8b) xD(Z) = 1, falls D= 1 (mod 8),
-1, falls D= 5 (mod 8),
n n n n
1 ky, _ 1 k
(8c) xD(pl e -Pyp ) = xD(pl) ...xD(pk) .

Insbesondere ist Xy der triviale Charakter.

SATZ 4: Die Funktion n = xp(n) (D eine Grundzahl) ist periodisch (mod ID|)
und definiert einen primitiven Dirichletschen Charakter modulo |D} (ebenfalls
mit Xp bezeichnet) mit

1, falls D > O,

(9) Xp(=1 =
-1, falls D < O.

Jeder primitive reelle Dirichletsche Charakter ist einer der Charaktere Xp*

Beweis: Wegen Satz 1 ist jeder Dirichletsche Charakter x (mod N),
r r
mit N = pll...pkk, gleich einem Produkt XqeseXyr WO Xy von einem

r
Charakter (mod pii) induziert wird:

@/Nz)” (Z/p l) S (l/pkkl)

X oo XXy

Aus dem Diagramm geht hervor, dagB x dann und nur dann primitiv
ist, wenn jeder Xy das ist. Fiir die Klassifizierung solcher Charak-
tere genligt es also, sich auf Primzahlpotenzfilhrer N = pr zu be-



schrédnken.

Fall i: p ungerade. In diesem Fall ist bekanntlich (Z/p&)" zy-
klisch (siehe Aufgabe 1). Sei x ein erzeugendes Element ("primitive
Wurzel modulo pr"). Ist x reell und +# Xgr SO ist sicherlich

x(x) = -1; es gibt also hdchstens einen solchen Charakter. Anderer-
seits ist n =~ (%) ein von Xo verschiedener reeller Charakter

(mod pr). Da dieser Charakter den Fithrer p hat, erhalten wir:

Fiilr p ungerade gibt es genau einen reellen primitiven Charakter
X (mod p). Dieser ist durch x(n) = (2) gegeben. Es gibt keinen
reellen primitiven Charakter modulo pf' mit r > 1.

Fall ii: p = 2. Fir r = 1 ist (®/2"z)" trivial, also x = X, der
einzige Charakter. Fir r = 2 ist (x/2"z)" S z/2Z, also e, (Bei-
spiel b) oben) der einzige von Xo verschiedene Charakter; er ist
auch primitiv. Fir r = 3 ist (x/2"Z)* T %/2 x /2 und es gibt ge-

nau die zwei durch

n (mod 8) I 0 1 2 3 4 5 6 7

eé(n) o 1 o -1 o -1 0 1

sg(n) 0 1 0 1 o -1 o -1

definierten primitiven reellen Charaktere eé und eg (es mus

x(3) = a, x(5) =8, x(7) = x(3 x 5) = af mit o, B = 21 sein, und
von den 4 Mbglichkeiten sind zwei die imprimitiven Charaktere Xo und
eu). Fiir r > 3 ist bekanntlich jede zu 1 (mod 8) kongruente Zahl
modulo 2° 2zu einem Quadrat kongruent (siehe Aufgabe 1), also gilt

filr x reell
ne=1 (mod 8) = n = x> (mod 2%)
- x() = x(x2) = xx2 = %=1,

und ¥ kann nicht primitiv sein. Das zeigt:

Es gibt genau einen primitiven reellen Charakter (e“) modulo 4
und genau zwei (eé und eg) modulo 8; fir r # 2, 3 gibt es
keinen reellen primitiven Charakter (mod 2r).

Wir haben jetzt alle reellen primitiven Charaktere gefunden: das
sind die Produkte von Legendre Symbolen (%) fiir verschiedene unge-
rade Primzahlen p sowie die Produkte von solchen Charakteren mit

€y eé oder e;; insbesondere sind die einzigen Zahlen N, fir die
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es Uberhaupt reelle primitive Charaktere gibt, von der Gestalt 1 mal,
4 mal oder 8 mal eine ungerade quadratfreie Zahl. Wir wenden jetzt
das quadratische Reziprozitdtsgesetz bzw. die sogenannten 1. und 2.
Ergdnzungssédtze an, um folgende Identitdten zu erhalten:

p-1
(%) = Xp.(n) fir p # 2, p prim, wobei p' = (~-1) 2 P
(n) = (3 = x_, ()
e, ln) = (— = Xy i) oy
' - (8, _
eg(n) = () = Xg(n) ,
n - -8 = »
eg(n) = (7)) = x_g(n) .

AuBerdem ist das Produkt zweier teilerfremder Grundzahlen D1 und

D, wieder eine Grundzahl und es gilt

(10) X = Xp X ((b,,D)) = 1) .
D,D, D, "D, 172

Somit ist bewiesen, daB8 die reellen primitiven Charaktere genau die

Xp sind, fiir die D ein Produkt von teilerfremden Zahlen aus der
Menge
(11) -4, +8, -8, p (p=1 (mod 4) prim), -p (p=3 (mod 4) prim)

ist (die Zahlen aus (11) heiBen Primdiskriminanten). Aber es ist leicht
zu sehen, daB jede Grundzahl D ein solches Produkt ist, da D eine.
der Formen m, -4m, 8m, -8m hat mit m quadratfrei und m = 1

(mod 4), also m = ] p'., Damit sind alle Aussagen des Satzes be-
plm
wiesen bis auf (9), und auch diese Formel brauchen wir wegen (10) nur

fiir eine Primdiskriminante D zu beweisen, was mit Hilfe des ersten
Ergdnzungssatzes leicht ist:

X_y(=1) =g, (=1) = -1 = sign (-4) ,
XB(-1) = eé(-1) = 1 = sign (8) ,
x_a(—1) = eg(-1) = -1 = sign (-8) ,

1, falls p = 1 (mod 4)
) = = sign (p') .
-1, falls p = 3 (mod 4)

=1
(P

o (=1
xp (-1)
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Aufgaben

1. Man beweise die in diesem Paragraphen benutzten Tatsachen
a) (:z/prz)x ist zyklisch (p > 2 prim, r > 1),
b) n =1 (mod 8) = n = x°(mod 2%) (r > 3),

jeweils durch Induktion tber r (der Fall r = 1 der ersten Aus-

sage ist Spezialfall eines bekannten Satzes iliber die Einheitengrup-

pe eines endlichen Kdrpers), indem man das Element, das fiir pr

eine Lésung liefert, modulo o' (bzw. 271 fir p = 2) ab-

dndert, um eine LOsung (mod pr+1) zu erhalten.

2. Man beweise mit Hilfe von Aufgabe 1 folgende Isomorphismen

n

(Z/prZ)x Z/pr-1(p—1)z (p ungerade)

[}

@/22)* S z/2 x /25 % (r > 2)

und benutze sie, um alle primitiven Dirichletschen Charaktere zu
bestimmen. Wieviele gibt es modulo N?

3. Man zeige durch ein Beispiel, daB fiir einen Dirichletschen Charak-
ter Y(mod N) der Definitionsmodul (also die Zahl N), die Peri-
ode (also die kleinste Zahl r mit x(n+r) = x(n) f£fiir alle n)
und der Filhrer verschieden sein kdnnen. Welche Beziehung gibt es
zwischen diesen drei Zahlen?

§6 L-Reihen

Sei x ein Dirichletscher Charakter (mod N). Die x zugeordnete
Dirichletsche L-Reihe ist die Reihe

(1) L(s,x) = J Xigl
n=1 n

Wegen Ix(n)|l < 1 ist diese Reihe fiir o > 1 absolut konvergent.

Wegen der Multiplikativitdt von X hat sie nach §2 eine Eulersche

Produktdarstellung

2
L(s,x) =1 (1+K-(-§l+xi§—s—)+...);
P P P
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wegen der strengen Multiplikativitédt x(pr) = x(p)r ist sogar

(2) L(s,x) = g T‘_—T—)- (g > 1) .
pS

Fir den Hauptcharakter Xo ist nach (2)

-1

L(s,x,) =1 (1.~ xo(p)p-s)
P
=1 (1-p5H7!
piIN
=1 (1-p%5 - 1 (1-p5"
piN alle p
(3) = 01 (1-p %) . z(s);
pIN

also ist die L~Reihe in diesem Fall bis auf einen einfachen multipli-
kativen Faktor mit der Riemannschen Zetafunktion identisch. Insbeson-

dere laBt sie sich auf die ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzen

mit einem einfachen Pol mit Residuum n (1 - p-1) = 1%?1 an der
pIN
Stelle s = 1 als einziger Singularitédt.
Flir x # Xo ist flir x -
X N[x/N] x
| 3 x| = x(m + 1 x|
n=1 n=1 n=N- [X]41
X X
=& 7 xm o+ 3 xm
n(mod N) n=N[X]1+1
N
¥ X
= I x| < 1x - niEl <N = o)
n=N[§]+1

wegen Satz 2, §5; deswegen ist nach Satz 2 von §1 die Konvergenzabs-
zisse von L(s,Xx) kleiner oder gleich O (offensichtlich sogar gleich
0); insbesondere definiert (1) eine in o > O holomorphe Funktion. In
der Tat 148t sich diese Funktion auf ganz ¢ holomorph fortsetzen und
geniigt einer Funktionalgleichung analog zu der von t(s) (s. §7).

Der wichtigste Satz iilber L-Reihen ist die Tatsache, daB der Wert
von L(1,X) (der nach dem eben Gesagten definiert ist) stets von
Null verschieden ist; hieraus kann man leicht die Existenz unendlich
vieler Primzahlen in arithmetischen Folgen schlieBen. Wir beweisen
jetzt diese beiden Ergebnisse.

SATZ: Sei X ein von Xo verschiedener Dirichletscher Charakter. Dann igt

(4) L(1,x) # 0 .
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Aufgaben

1. Man beweise elementar die Existenz unendlich vieler Primzahlen
der Gestalt 4n - 1 bzw. 4n + 1, indem man unter der Annahme,
es gibe nur endlich viele, die Zahlen

4 [T p-1 baw. 4 [T p%+1
p=3(mod 4) p=1(mod 4)

bildet und einen Widerspruch ableitet. Fiir welche anderen arithme-
tischen Folgen gibt es einen analogen Beweis?

2; Man zeige, daB fiir jeden Dirichletschen Charakter Y

ma - 5 e
n= n

ist, wobei u(n) die in §2 eingefiihrte M8biussche Funktion be-
zeichnet. Kann man aus dem Satz dieses Paragraphen schliefen, daB
die Reihe fiir s = 1 konvergiert?

§7 Werte von Dirichletschen Reihen, insbesondere von L-Reihen,
an negativen ganzen Stellen

In §4 haben wir gesehen, daB die Riemannsche Zetafunktion ¢¢(s) fir
alle geraden Argumente s > 1 und fiir alle ganzzahligen Argumente

s < 1 Werte annimmt, die man in geschlossener Gestalt angeben kann;
flir s < 1 sind diese Werte stets rational und in der H&lfte der
Fille gleich Null. Xhnliche Eigenschaften gelten fiir alle Dirichlet-
schen L-Reihen. Da diese Reihen Funktionalgleichungen erfiillen,
braucht man die Werte nur fiir s > 1 oder fiir s < O zu berechnen.
Uberraschenderweise stellt sich heraus, das8 die Werte an den negati-
ven ganzzahligen Stellen trotz der Nichtkonvergenz der Reihen wesent-
lich einfacher auszurechnen sind als die an positiven ganzzahligen
Stellen. Dies liegt an folgendem Satz, welcher es erm&glicﬁt, unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen Werte von Dirichtletschen Reihen fiir
ganzzahlige negative Argumente zu bestimmen.

« a

SATZ 1: Sei @(s) = [ —T eine Dirichleteche Reihe, die fur mindestens einen
n=1n *®

(komplexen) Wert von s komvergiert, und set f(t) = | a et die ent-

n=1 o
sprechende Exponentialreihe (welche fiir alle t > O konvergiert). Hat
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£(t) fiur t -» O die asymptotische Entwicklung

2
(1) f(t) ~ bO + blt + b2t P (t » 0) ,

so LdBt siteh @(s) holomorph in die ganze komplexe Ebene fortsetzen und es gilt
(2) ®(-n) = (=1)" nt b (n=0,1,2, ...) .

Allgemeiner, wenn f(t) fir t - O die asymptotische Entwicklung

b_, 2
(3) f(t) ~ — + bO + blt + b2t + ee
b_1
besitat, so hat @(s) eine meromorphe Fortsetzung, die Funktion ¢(s) - =7 18t

ganz, und die Werte @(0), @w(-1), ... werden nach wie vor durch die Formel (2)
gegeben.

Bemerkungen: 1. "Asymptotische Entwicklung" bedeutet, dag fir jede
natiirliche Zahl N die Abschdtzung

(4) ) - 1 b ] < el (0 <t <t
n<N

gilt (kurz: f(t) = ) bntn + O(tN)). Insbesondere ist (1) erfiillt,
n<N
falls _ £(t) im Punkt t = O analytisch ist und die Taylor-Entwick-

lung Z bn tnhat; i.a. wird aber nicht verlangt, daB die Reihe

© n=0

2 bn t? konvergiert, noch, falls sie das tut, daB ihr Wert gleich
n=0

f(t) ist.
2. Wie aus dem Beweis ersichtlich sein wird, gilt der Satz auch fir
o a
allgemeine Dirichletsche Reihen ¢(s) = X —2 (falls sie fiir min-
n=0 ln o -Ant
destens ein s absolut konvergieren), wenn man f£(t) = ] a e
n=

setzt.

Beweis des Satzes: Es ist klar, da8 die Reihe fiir f£f(t) fiir alle po-

sitiven Werte von t absolut konvergiert, da die a, héchstens poly-
nomial wachsen und die e "t exponentiell abfallen. Wegen Gleichung
(16) von §3 (bzw. Gleichung (18) von §3 im Falle von allgemeinen
Dirichletschen Reihen) gilt im Bereich der absoluten Konvergenz die
Formel

1

r(s)o(s) = [ £(0)t°7 " at .
)
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Wir zerlegen das Integral als Il(s) + I2(s) mit
1

_ s-1 _ it
I (s) = é f(t)t at , I,(s) = { f(t)t

s=1 aq¢ .

Da f(t) fir t -» o exponentiell abfdllt (ndmlich f(t) = O(e-t)

—Aot
bzw. f(t) = Of(e

und zwar absolut und gleichméBig auf kompakten Mengen, es stellt also
eine ganze Funktion von s dar. Weiter gilt

)), konvergiert das zweite Integral fir alle s,

1 n+s | 1 b
j( z bntn)ts--1 de = 2 bn tn+s I = X ?ﬁ% (o>1)
O ‘'n<N n<N (0] n<N
also
E n } X n s-1
I(s) = § =2+ (f(t)— bt )t at (6>1) ,
1 n<N n+s (0] n<N n

wobei das Integral wegen (4) fiir alle s mit Re(s) > =N absolut

und auf kompakten Mengen gleichmédfig konvergiert, also in diesem Ge-

biet eine holomorphe Funktion darstellt. Die Funktion T(s)e@(s) - § ——

hat also eine holomorphe Fortsetzung in die Halbebene Re(s) > -N.
Da N beliebig gro8 gewdhlt werden kann, folgt, daB T (s)y(s) eine
meromorphe Fortsetzung auf ganz @€ hat, die bis auf (eventuelle)

einfache Pole bei s = -n (n =-1, 0, 1, 2, ...) mit Residuum bn
holomorph ist. Da die Funktion 1/T'(s) ganz ist und fiir s = O,
s = -1, s = -2, ... verschwindet, ist ¢(s) bis auf einen einfachen

Pol bei s =1 mit dem Residuum b_, holomorph. Durch Vergleich der
Residuen von T(s)@(s) und T(s) (vgl. Aufgabe 3, §3) erhdlt man
die Werte (2).

Als erstes Beispiel nehmen wir o¢(s) = r(s), die Riemannsche Zeta-
- funktion. Hier ist a_ = 1, also
e—nt - 1

1 et-1

f(t) =
n

=18 B

mit der asymptotischen Entwicklung (hier sogar konvergent fiir t < 2w)

© B
1 n+1 n
f£(t) ~ — + 2 e e I S
t n=0 (n+1)!
und der Satz gibt sofort die holomorphe Fortsetzung von z(s) - 1

s=-1
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auf die ganze Ebene sowie die in §4 erhaltenen Werte
1

-3 (n =0) ,
2
B B
z(-n) = (-n" 1::3-= - 12;% (n > 1, n ungerade) ,
(0] (n > 2, n gerade) .

Wir betrachten jetzt einen Dirichletschen Charakter x (mod N)
und setzen a = x(n), ¢(s) = L(s,x) 4in Satz 1. Wegen der Periodizi-
tdt der Koeffizienten gilt dann

S -nt
£(t) = J x(n) e™®
n=1
N
_ z x (m) (e mt + e (m+N) t +e (m+2N)t +...)
m=1
N -mt
= 1 x(m) "'e_—LTqE-
m=1 1-e
Die Funktion e Mt hat fiir t -+ O die asymptotische Entwicklung
k
(—ﬁ) t* und die Funktion ——— hat die Entwicklung
k=0 X! 1-eNt
@ (-1)F By r-~1
———;T——-(Nt) , wobei die Br Bernoullische Zahlen sind (s.
r=0 :
(4.7)). Es gilt also
N ® o k+r k _r-1
- r+k-1
ge) ~ §oxm § o § S EE B sl
r! k!
m=1 k=0 r=0
d.h. eine asymptotische Entwicklung der Gestalt (3) mit
l§ ; (-1 )k+r B, o< N1
(3) b = X (m) (n > =1) .
nooo k,T>0 k! r!
k+r=n+1
Fir n = -1 reduziert sich diese Summe auf
1 N
b, =x Ll xtm ,

m=1

was filir yx # Xo verschwindet (§5, Satz 2); nach Satz 1 188t sich
also L(s,Xx) in diesem Fall zu einer flir alle s holomorphen Funk-
tion fortsetzen. Fiir x = Xo ist
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und L(s,x) hat einen einfachen Pol mit Residuum 94%‘-)- bei s =1,
in tbereinstimmung mit (6.3).
Wir kénnen (5) etwas bequemer schreiben, wenn wir die durch

k

n
(6) B (x) = J () B _, x

definierten Bermoullischen Polynome einfilhren, also

=x - 1
Bl(x) = X 5 r
= o2 1
B2 (x) = x" - x + 3
Ba(x) —x3—-3—x2+—-x ’
Dann ist ndmlich
n+1 N
= (=1) n m
by = mn1r ¥ Iox(m B (@ -

m=1

und wir erhalten aus Satz 1 den

-]
SATZ 2: Sei X ein Dirichletscher Charakter modulo N wund L(s,x) = ) X{B)

n=1 n®
(Re(s) > 1) die entsprechende L-Rethe. Danmn 4Bt sich L(s,X) meromorph auf

die ganze Ebene fortsetzen, und zwar holomorph bie auf einen einfachen Pol mit
Residmmf—(ﬁu—)- bei s =1 filr x = Xgs und ee gtlt

n N
- _ N m _
(7) L(-n,x) = mm£1 x(m) B () (n=0,1,2, ...) .
Als Beispiel des Satzes haben wir
1 N
(8) L(O,x) = -5 ! x(m)m (X * xg) -

m=1

Die Bernoullischen Polynome, die in der Mathematik in vielen Zu-
sammenhdngen vorkommen, haben sehr schdne Eigenschaften. Aus (6) er-
h&lt man sofort die Formeln

(9)

Bn
d
(10) x B (x) =nB (x)



