Teil Il. Quadratische Kérper und ihre Zetafunktionen

§8 Bindre quadratische Formen

Neben dem Beweis des Satzes, daB arithmetische Folgen unendlich viele
Primzahlen enthalten, war der Wunsch, Klassenzahlen bindrer quadrati-
scher Formen ausrechnen zu kdnnen, einer der Hauptgriinde Dirichlets,
Charaktere und L-Reihen einzufilihren. Was diese Klassenzahlen sind und
wie sie mit L-Reihen zusammenhidngen, wollen wir in diesem Paragraphen
erldutern, wobei wir im wesentlichen Dirichlets Argument folgen werden.

Als erstes miissen wir etwas iliber die Theorie der quadratischen
Formen erzdhlen, die fast ganz von Gau8 in den Disquisitiones Arithmeticae
entwickelt wurde. Der Ausgangspunkt dieser Theorie ist die Frage nach
der Lésbarkeit von quadratischen Diophantischen Gleichungen, z.B. der
Nachweis, daB die PeZZsZ'ke Gleichung

(1) t2 - pu? =4

fiir jede Nichtquadratzahl D > O eine L8sung mit u # O hat oder
der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl p = 1 (mod 4) eine Darstel-
lung

(2) p = x2 + y2

zuldpt. AuBerdem interessiert man sich fir die 4nzahl der L&sungen,
z.B fir die Tatsache, daB die Darstellung (2) bis auf die Reihenfolge
von x und y eindeutig ist. Allgemein ist eine bindre quadratische
Form ein Ausdruck der Gestalt

(3) f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 '

wobei  a, b, ¢ (die Koeffizienten der Form) als fest und x, y als
verinderlich anzusehen sind. Wir werden stets annehmen, das die Ko-
effizienten a, b, ¢ in Z 1liegen und auch, da wir nur bindre Formen
(d.h. Formen in zwei Variablen) betrachten, das Wort "bin#dr" h#ufig
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weglassen. Die Hauptfrage ist dann, fiir eine gegebene quadratische
Form f und ganze Zahl n die L&sungen der Gleichung £f(x,y) = n
(x,y € Z) =zu beschreiben.

a B
< 3
und Determinante 1. Ersetzen wir x und y in (3) durch

Sei eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten

x'! ax + By .,

(4)

y yx + 8y .,

so geht (3) in die Form a'x2 + b'xy + c'y2 mit

(5) a'x? + b'xy + c'y? = a(ax+8y)2 +b(ax+By) (Yx+8y) + c(yx+8y) 2,
d.h. mit

a' = aaz + bay + cyz
(6) b' = 2aaB + b(ad + By) + 2cy6

ag? + bps + c§2

<!
iber. Die Frage, ob fiir eine Zahl n die Gleichung

(7) ax2 + bxy + cy2 =n

ldsbar ist, ist jetzt offensichtlich mit der Frage &quivalent, ob

(8) a'x® + b'xy + c'y% = n (X, y € Z)

16sbar ist, denn jede Losung von (8) liefert wegen (5) eine L¥sung
(ax + By, vyx + 8y) von (7), und umgekehrt filhrt jede L8sung von (7)
vermge der zu (4) inversen Transformation

X §x' - By'

y = -yx' + ay'

zu einer LOsung von (8). Es gibt also eine natiirliche bijektive Kor-
respondenz zwischen den Ldsungsmengen der Gleichungen (7) und (8),
und da wir uns ja gerade fir diese L8sungen interessieren, ist es
natiirlich, die entsprechenden quadratischen Formen als Hquivalent zu
betrachten. Dies filhrt zu folgender

-
Definition: Zwei quadratische Formen f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 und

£f'(x,y) = a'x?® + b'xy + c'y2 heiBen dquivalent, falls sie unter einer
Substitution (3 B), o, B, Y, 6§ €Z, a8 - By = 1 wie in (5) inein-
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ander {ibergehen, d.h. falls die Koeffizienten von £ und £' durch
(6) verkniipft sind.

Da die Menge SLZ(Z) der Matrizen (3 g) mit o, B, v, § € X,
ad - By = 1, eine Gruppe bildet, also unter Inversenbildung und Zu-
éammensetzung abgeschlossen ist, ist es klar, daB diese Relation sym-
metrisch und transitiv, also wirklich eine Aquivalenzrelation ist.

Wieviele HKquivalenzklassen gibt es? Sicherlich unendlich viele,
denn - wie man leicht nachpriift - die Diskriminante

(9) D = b% - 4ac

einer Form (3) ist eine Invariante der Aquivalenzklasse (d.h., sie
bleibt unverdndert unter der Transformation (6)), und es gibt umge-
kehrt zu jeder Zahl D mit

(10) D=0 oder 1 (mod 4)

mindestens eine Form der Diskriminante D, ndmlich die Grundform

2 _p 2

X 2y falls D = O (mod 4)

(11) £f.(x,y) =
i 2 1-D 2

X"+ Xy + 1y, falls D = 1 (mod 4) .

Eine verniinftigere Frage widre also: wieviele Kquivalenzklassen von

Formen gibt es mit gegebener Diskriminante? Das erste Hauptergebnis

besagt, das8 es nur endlich viele gibt:

SATZ 1: Sei D € Z, D kein Quadrat. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalens-
klassen von quadratischen Formen mit der Diskriminante D.

Bemerkung: Die Behauptung des Satzes bleibt richtig fiir D ein
Quadrat, D # O (s. Aufgabe 1). Formen mit quadratischer Diskriminante
werden wir im folgenden aber nicht betrachten, da diese in lineare
Faktoren zerfallen.

Beweis: Wir zeigen, daB8 jede Form f = ax2 + bxy + cy2 zu einer Form

a'x2 + b'xy + c'y2 dquivalent ist, deren Koeffizienten den Ungleichun-
gen

(12) Ib'l < la'l < lc'l

geniigen. D:la Behauptung folgt dann, da es nur endlich viele Zahlen-
tripel (a', b', c') gibt, die (12) erfiillen und einen gegebenen
Wert b'2 - 4a'c' = D haben: es ist ndmlich



IDI = Ib'%-4a'c'] > lda'c'] - |b'|?

v

41a'12 - 1a*1? = 3222,

v

also

I

2
L.
la'l f,/_._ll?’ Ib'l < la‘'l , ¢ —PTa—'Q‘

so daB nur endlich viele Werte fir a', b', ¢' in Frage kommen. Um
{(12) zu erreichen, wdhlen wir a' als die dem Absolutbetrag nach
kleinste Zahl, die durch £ darstellbar ist. Dann gibt es Zahlen a

und y mit
a' = aaz + bay + cyz ’

und der gr¥Bte gemeinsame Teiler r von. a und vy muB gleich 1

sein, weil a'/r2 durch f darstellbar ist. Wir kénnen also Zahlen
8

B und ¢ so wdhlen, daB ad§ - By = 1 1ist; dann transformiert Y 6

die Form f in eine Form a'x2 + b"xy + c"y2 mit a' als erstem
Koeffizienten (vgl. (6)). Wir wdhlen dann eine ganze Zahl n so, daB
b':= b" - 2a'n dem Absolutbetrag nach kleiner gleich a' ist. Wegen

a'(x - ny)2 + b"(x - ny)y + c“y2

2

= a'x" + (b" - 2a'n)xy + (a'n2 - b"n + c")y2

2 (und somit auch f£f) zu einer Form

ist dann a'x2 + b"xy + c"y
a'x2 + b'xy + c'y2 dquivalent mit Ib'l < la'l (oder sogar =-la'l
< b' < |a'{). SchlieBlich ist nach Wahl von a' automatisch Ic'|
> fa'l, also (12) erfillt. Damit ist der Satz bewiesen. Dieser Beweis,
der ineffektiv ist (wie findet man a'?), kann durch einen effektiven
Algorithmus ersetzt werden; dieser Algorithmus wird durch das FluBdia-

gramm

-

/b durch
(a,b,c) durch (a,b-2na,crnb+n2a) pein  |(a,b,c)

|

(c,-b,a) ersetzen

Y

ersetzen, wo n €Z so gewdhlt el > lal?

ist, da8 -lal <b - 2na < lal Stop. Die Form

Ja Y(a,b,c) erfiillt (12)

verdeutlicht und bricht deswegen nach endlich vielen Schritten ab,
weil Jal bei jedem Umlauf um mindestens 1 heruntergeht.

Die Aussage des Satzes folgt auch aus den spiiter in diesem Para-
graphen ausgefiihrten Uberlegungen iber Darstellungsanzahlen.

Wir wollen die Klassenzahl von D, also die Anzahl der Kquivalenz-
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klassen von quadratischen Formen der Diskriminante D, einfilhren und
studieren. Neben der Diskriminante gibt es aber zwei weitere elementare
Invarianten von quadratischen Formen, und wir wollen die Einteilung von
Formen in Aquivalenzklassen verfeinern, indem wir auch diese fest-
legen. Die Invarianten sind:

1) der g.g.T. der Koeffizienten von £,
2) das Vorzeichen des ersten Koeffizienten, falls D < O.

In der Tat, wenn a, b und c¢ durch r teilbar sind, ist r nach
(6) auch ein Teiler von a', b' und c'; es gilt also (a,b,c)l
(a',b',c') und wegen der Symmetrie dann (a,b,c) = (a',b',c'). Sind
ax2 + bxy + cy2 und a'x2 + b'xy + c'y2 dquivalent und D < O, so
ist nach (6)

(13) aa' = a%a® + abay + acy’ = (aa + 3by)> + gIDIy® > 0,

also haben a und a' dasselbe Vorzeichen. Ist dieses Vorzeichen
positiv, so ist f(a,y) wegen (13) fiir alle (a,y) # (0,0) positiv;
die Form heigt dann positiv-definit. Ist a < O, so stellt £ nur ne-
gative Zahlen dar und heiBt negativ-definit. Die Aquivalenzklassen von
quadratischen Formen zerfallen also.fiir D < O in zwei Typen, je
nachdem, ob sie positiv- oder negativ-definite Formén enthalten; wir
brauchen nur die positiv-definiten zu betrachten, da die negativ-de-
finiten Formen durch Multiplikation mit -1 aus ihnen entstehen. Wir
kdnnen uns auch auf Formen beschrénken, fiir die der g.g.T. der Koeffi-
zienten gleich 1 1ist - solche Formen heiBen primitiv - weil eine Form
der Diskriminante D mit (a,b,c) = r einfach r mal eine primitive
Form der Diskriminante D/r2 ist. Wir definieren also die Klassenzahl
von D als '

[ Anzahl der Kquivalenzklassen von primitiven
quadratischen Formen der Diskriminante D,
falls D > O,

h(D) =
Anzahl der Xquivalenzklassen von positiv-
definiten primitiven Formen der Diskriminante
D, falls D < O.

Diese Anzahl ist nach Satz 1 endlich. Sie ist Null, falls (10) nicht
erfiillt ist, da dann (9) keine Ldsung hat, ist dagegen > 1, falls
(10) erfiillt ist, da es dann immer mindestens die Grundform (11)
gibt. Wir fiigen eine kleine Tabelle von Klassenzahlen bei. (Wie man
diese Werte berechnet, werden wir spidter sehen.)



D | -24 -23 -20 -19 -16 -15 =12 =11 -8 -7 -4 =3

h(D) 2 3 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1

D 1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 21 24 25 28 29

h(D) 1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 2 2 4 21

Warnung: Es gibt zwei Begriffe von Aquivalenz (und damit auch
zwei Klassenzahlen), die in der Literatur gebraucht werden. Die oben
eingefiihrte HEquivalenz beziiglich SL, (Z) heiBt Aquivalenz im engeren
Sinne. Die Aquivalenz im weiteren Simme ist definiert durch die Formel:
f' ~ £, falls

(14) f'(x,y) = uf(ax+By,yx+dy) ,

wobei ($ S) eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten und

Determinante of - By = u = £1 ist. Dieser letzte Begriff (aller-
dings hdufig fehlerhaft definiert, indem der Faktor u in (14) féhlt)
wird in vielen Lehrbiichern zugrundegelegt und die Klassenzahl h(D)
entsprechend definiert als die Anzahl der Aquivalenzklassen von primi-
tiven quadratischen Formen der Diskriminante D (nicht notwendig
positiv-definit, falls D < O) im weiteren Sinne. Diese andere Klas-
senzahl, die wir mit hO(D) bezeichnen werden, stimmt fiir D nega-
tiv mit unserer Klassenzahl {iberein, da die Transformationen (14) mit
u = -1 einfach die positiv- und negativ-definiten Formen vertauschen.
Fir D> 0 gilt h (D) = h(D) oder h,(D) = 1 h(D) (s. Rufgabe 5).
- Sei jetzt f eine gquadratische Form. Wir wollen wissen, welche
Zahlen f darstellt und wie oft, d.h. die L8sungen der Diophantischen
Gleichung

(15) f(x,y) =n (%, v € Z)

untersuchen. Auf der Menge dieser Ldsungen gibt es eine natiirliche
Aquivalenzrelation. Ist n&mlich (3 S) € SL2(z) eine Matrix mitzder
Eigenschaft, daB die durch (6) definierte quadratische Form a'x

+ b'xy + c'y2 mit £ {ibereinstimmt, dann filhrt die Transformation
(4) offenbar eine Losung von (15) in eine andere iliber. In diesem
Falle nennen wir ($ g) einen Automorphismus von f. Es ist klar, das
die Automorphismen von f eine Untergruppe Ug von SLzaz) bilden;
nach (6) ist

e = (¢ f) e sL,@ | @ aa® + bay + cv? = a,

(16)

@ 2a0B + bBy + bas + 2cys = b, @ a82+b86+c62=c}.



Wir definieren die Darstellungsanzahl R(n,f) von n durch die Form £
als die Anzahl der unter der Operation von Uf indquivalenten L8sun-~
gen der Gleichung (15). Es wird sich herausstellen, da8 R(n,f) end-
lich ist. Offenbar h&ngt sie nur von der Aquivalenzklasse von £ ab.
Wir definieren die Gesamtdarstellungsanzahl R(n) von n durch Formen der
Diskriminante D als

h(D)
(17) R(n) = } R(n,£,) ,

i=1
wobei fl’ e fh(D) Représentanten der Aquivalenzklassen von pri-
mitiven bin#dren quadratischen Formen der Diskriminante D sind (po-
sitiv~ bzw. negativ-definit, falls D < O und n positiv bzw. nega-
tiv ist).

Fiir die einzelnen Darstellungsanzahlen R(n,fi) ist kein ge-

schlossgner Ausdruck bekannt; man kann i.a. nur den Mittelwert

;im % Z R(n,fi) berechnen. Dagegen 1l&d8t sich die Gesamtdarstellungs-
et n=1

anzahl R(n) in geschlossener Form angeben. Die Schritte zur Berechnung
der Klassenzahl nach GauB und Dirichlet werden also die folgenden sein:

i) Bestimmung der Struktur der Automorphismengruppe Uf;
ii) Berechnung von R(n) (also auch von deren mittlerem Wert);
iii) Berechnung der mittleren Werte der R(n,fi), 1 <1i < h(D);

iv) Bestimmung von h(D) durch Vergleich von ii) und iii).
Diese vier Schritte werden in den nichsten vier S&tzen durchgefiihrt.
SATZ 2: Sei f(x,y) = ax? + bxy + cy2 eine primitive quadratische Form der
Digkriminante D, D keine Quadratzahl. Dann liefert die Abbildung

t-bu

3 - cu
(18) (t,u) =
au tt?u

eine Bijektion zwischen der Menge der Ldsungen (t,u) der Pellschen Gleichung (1)
und der Automorphismengruppe von f. Diese Bijektion ist ein Gruppenisomorphismus
besiiglich der Kompositionsregel

+
t Dulu

t
172 2 2 172
(19) (t;,u;) o (t,,u,) =(

2 ! 2

tlu + u, t )

fiur Lésungen von (1). Die Gruppe Ug i8t fur D < O endlich, und awar syklisch
von der Ordnung

6 fiir D
(20) w = 4 fir D

2 fiir D < -4 .

0
I
w

-

it
]
£
~
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Fir D >0 st U. S Z x X/2.

f

Beweis: Aus (16) finden wir fiir (? g) € U,

ap B(aa2 + bay + cyz) (wegen (D))

a(aaB + bBYy) + cBy2

af(-cys§) + CBY2

]

(da wegen (:) 2(aaB + bBY + cy8) = b(1 - ad + By) = 0)

= -Cy (wegen o6 - By = 1)
und analog
2 2
c(a-8) = a(aB“ + bRS + c&“) ~ c§ (wegen (3))
= R(aaB + cys§) + baBS (wegen a8 - By = 1)
= -8(bBYy) + bafd (wieder wegen aaf + bRy + cy§ =
= gb ,
Y _ §-a _ -8B _ . . . .
also 2% ~ o Da (a,b,c) =1 1ist, ist dieser gemeinsame Wert
eine ganze Zahl wu; mit t = o + § haben wir dann
t-bu t+bu
@ =-5—,8=-—5—, 8=-cu,y-=au,

und aus ad - By = 1 folgt dann t2 - Du2 = 4. Umgekehrt findet man
durch Einsetzen, daB die Matrix in (18) ein Automorphismus von £ ist.
DaB die Matrizenmultiplikation der Regel (19) entspricht, ergibt sich
ebenfalls durch direktes Rechnen.

Ist jetzt D < O, so ist t2 - pu? > t? una t? - pu? > IDIuZ;

also hat (1) nur L&sungen fir |t} < 2, |ul < 2, und zwar

(t,u) = (¢2,0) oder (x1,%1) fiir D = -3 ,
(21) (t,u) = (+2,0) oder (0,%1) fir D = -4 ,
nur (t,u) = (x2,0) , falls D < -4 .

Damit ist gezeigt, daB8 die Anzahl der L&sungen von (1) gleich der in
(20) angegebenen Zahl w ist. Wenn wir fir jede L&sung (t,u) von (1)

t+uwd _, _t-ub

(22) € = 5 ' 3

(ee' = 1)

setzen (bei fester Wahl von VD), dann entspricht (19) einfach der
Multiplikation der entsprechenden Zahlen ¢€; wir erhalten also durch

0)



(23) ($§)»e=a—}‘—+-215\/5
einen injektiven Homomorphismus von Uf in ¢*. Flir D < O haben
wir nach (21)
€ = ¢1 oder £ *Ziﬁ fiir D = -3
(24) e = 21 oder = i fir D = -4
| €t = %1 fir D < -4 ,

also genau die w-ten Einheitswurzeln; das zeigt, daB Uf zyklisch

ist. (Man kann natlirlich auch direkt nachrechnen, das8 alle Ldsungen
(21) unter dem Gruppengesetz (19) Potenzen von (1,1) bzw. (0,1)

bzw. (-2,0) sind.)

Fir D > 0 liefert (23) eine Injektion Uf -» IR*. Das Bild ist
eine Untergruppe von 1IR*, die -1 enthdlt. Da (mit der positiven
Wahl von VD) die Zahl e in (22) fiir t, u > O mindestens gleich
-1-—t2—-‘/—5 > 1 ist, ist das Bild nicht dicht in IR*. Es gibt also nur
zwei MOglichkeiten: entweder ist die Pellsche Gleichung nur trivial
(d.h. mit u =0, t = £2) lésbar und U = {t(é ©)}, oder es gibt

eine kleinste L&sung (to,uo) von (1) mit to' u. > 0 und die Menge

0 t. + u VD
der € in (22) ist gleich {tegln € X} mit e, = —2—7—9— , also
Uf ¥ Z x Z/2. Wir werden spiter sehen, daB stets der zweite Fall zu-
trifft, womit auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen sein
wird. Die Zahl €y heiBt die Grundeinheit der Form £. Sie hdngt nur
von D ab.

Der Einfachheit halber formulieren wir den ndchsten Satz und sein
Korollar nur fiir Fundamentaldiskriminanten. Fir den allgemeinen Fall

s. Aufgabe 8.

SATZ 3: Sei D eine Fundamentaldiskriminante, n # O eine ganze Zahl. Dann
wird die Gesamtanzahl R(n) der Darstellungen von n durch (primitive) Formen der
Digkriminante D durch

(25) R(n) = ] xp(m)

min
gegeben, wobei m uber alle positiven Teiler von n Liduft und Xp (m) der in §5
eingefihrte Charakter ist. Insbesondere sind R(n) und somit alle R(n,f) end-
lich.

Bemerkung: Die rechte Seite von (25) ist identisch mit der in (6.10)
eingefithrten Summte p(n). Somit erhalten die in §6 fiir den Nachweis



