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c) Fir jede Primzahl p ist das Legendresche Symbol

0, falls pin

(2) ) =! 1, falls pIn, n = x°(mod p) fiir ein x € T

hollle!

-1, sonst
ein Dirichletscher Charakter (mod p).
Wir haben zwei einfache, aber sehr niitzliche Sé&dtze:
SATZ 2: Sei ¥ ein Dirichletscher Charakter modulo N. Dann ist

¢(N), falls X = X,
(3) ¥ x(n) =
n (mod N) o, falls x # Xg *

(Hier bezeichnet ) eine Summe iiber ein beliebiges Vertreter-
n (mod N)

N
system von Z/NZ, z.B. 1)
n=1

KOROLLAR: Seien Xir Xy zwet Dirichletsche Charaktere (mod N). Dann ist

1, falls x, = X
1 - 1 2
(4) W Z Xl(n) X2(n) =

n (mod N) 0, falls X, * Xy o

Beweis: Fir x = Xo ist (3) trivial. Sei x # Xo und m € Z so ge-
wdhlt, das (m,N) =1 und x(m) *# 1 ist. Dann ist

(1 = x(m)) ) x(n) = D [x(n) - x(mn)]
n (mod N) n (mod N)
= ) x(n) - ) x(n) =0
n (mod N) n (mod N)

(da mit n auch mn ein Vertretersystem von Z (mod N) durchlduft),
also, da x(m) + 1,

) x(n) =o0 .
n (mod N) .

Das Korollar folgt, indem man X4 22 fiir x wé&hlt.
SATZ 3: Sei n € Z.Dann ist

$(N), falls n = 1 (mod N)
(5) } x(n) =
X O, falls n ¢ 1 (mod N) ,
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wobet ilber alle Dirichletschen Charaktere (mod N) sumniert wird.
Korollar: Seiem a,b € Z, (b,N) = 1. Dann ist

1 - 1, falle a = b (mod N)
(6) Ty L x(@ x) =
X O, falls a % b (mod N) .

>

Beweis: Fir n = 1 (mod N;\bist (5) trivial, da es ¢(N) Charaktere
gibt und fir alle x(n) =1 "gilt. Fir (n,N) > 1 gilt (5) auch, da
dann x(n) fiir alle x verschwindet. Sei n # 1 (mod N), (n,N) = 1,
und X1 ein Dirichletscher Charakter (mod N) nmit xl(n) # 1. Ein
solcher existiert wegen Satz 1, denn die Charaktere x mit x(n) =1
sind Charaktere auf der Quotientengruppe (z/um)‘/<n>, und deren An-
zahl ist demnach kleiner als | (Z/NZ)”|. Dann ist

(1 = x; () I xtn) =] [x(n) = xx,(n)]

X X
=7 x(n) - Y x(n) =0,
X X

da xx, mit x Uber die Gruppe (z/Mg)” 1liuft. Da 1 - x,(n) + 0,
folgt hieraus, das8 die Summe verschwindet. Das Korollar folgt, indem
man n mit nb = a (mod N) w&hlt.

Sei N, ein von N verschiedener Teiler von N und X1 ein

Charakter (mod Nl)' Dann definiert die Zusammensetzung

X X xl

(7) (Z/NZ)" —— (Z/Nll) — a* ,
wobei der erste Pfeil die Reduktion (mod Nl) ist, einen Charakter
x (mod N). Wir sagen, daB x von Xy induziert wird und nennen einen
Charakter x, der so entsteht, imprimitiv; ein Charakter, der nicht
auf diese Weise erhalten werden kann, heist primitiv (oder eigentlich).
Z.B. ist der Hauptcharakter Xo (mod N) fiir N > 1 nie primitiv,
weil er von dem trivialen Charakter (mod 1) induziert wird. Fiir
jeden Dirichletschen Charakter X (mod N) gibt es eine kleinste
Zahl Nl, so daB x dargestellt werden kann als die Zusammensetzung
(7) mit geeignetem Charakter X1 {mod Nl)' und dies ist die ein-
zige Darstellung (7) von X, fiir die Xq primitiv ist. Diese Zahl
Nl mit der Eigenschaft, daB x von einem primitiven Charakter
(mod Nl) induziert wird, nennt man den Filhrer von ¥.

Wir werden uns vor allem fiir reelle Charaktere (X = x) interes-
sieren, d.h. solche, die nur die Werte 1, O, -1 annehmen. Wir be-
weisen einen Satz, in dem alle primitiven reellen Charaktere angegeben
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werden.
Definition: Eine Grundzahl ist eine ganze Zahl D mit

D=1 (mod 4), D quadratfrei,
oder

D=0 (mod 4), %- quadratfrei, 3 = 2 oder 3 (mod 4) .
(Solche Zahlen nennt man auch Fundamentaldiskriminanten). Fir eine Grund-
zahl D definieren wir eine Funktion Xp® N - Z durch

D

(8a) xD(p) = (-5) (p ungerade Primzahl)
0, falls D = O (mod 4),
(8b) xD(Z) = 1, falls D= 1 (mod 8),
-1, falls D= 5 (mod 8),
n n n n
1 ky, _ 1 k
(8c) xD(pl e -Pyp ) = xD(pl) ...xD(pk) .

Insbesondere ist Xy der triviale Charakter.

SATZ 4: Die Funktion n = xp(n) (D eine Grundzahl) ist periodisch (mod ID|)
und definiert einen primitiven Dirichletschen Charakter modulo |D} (ebenfalls
mit Xp bezeichnet) mit

1, falls D > O,

(9) Xp(=1 =
-1, falls D < O.

Jeder primitive reelle Dirichletsche Charakter ist einer der Charaktere Xp*

Beweis: Wegen Satz 1 ist jeder Dirichletsche Charakter x (mod N),
r r
mit N = pll...pkk, gleich einem Produkt XqeseXyr WO Xy von einem

r
Charakter (mod pii) induziert wird:

@/Nz)” (Z/p l) S (l/pkkl)

X oo XXy

Aus dem Diagramm geht hervor, dagB x dann und nur dann primitiv
ist, wenn jeder Xy das ist. Fiir die Klassifizierung solcher Charak-
tere genligt es also, sich auf Primzahlpotenzfilhrer N = pr zu be-
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wegen der strengen Multiplikativitédt x(pr) = x(p)r ist sogar

(2) L(s,x) = g T‘_—T—)- (g > 1) .
pS

Fir den Hauptcharakter Xo ist nach (2)

-1

L(s,x,) =1 (1.~ xo(p)p-s)
P
=1 (1-p5H7!
piIN
=1 (1-p%5 - 1 (1-p5"
piN alle p
(3) = 01 (1-p %) . z(s);
pIN

also ist die L~Reihe in diesem Fall bis auf einen einfachen multipli-
kativen Faktor mit der Riemannschen Zetafunktion identisch. Insbeson-

dere laBt sie sich auf die ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzen

mit einem einfachen Pol mit Residuum n (1 - p-1) = 1%?1 an der
pIN
Stelle s = 1 als einziger Singularitédt.
Flir x # Xo ist flir x -
X N[x/N] x
| 3 x| = x(m + 1 x|
n=1 n=1 n=N- [X]41
X X
=& 7 xm o+ 3 xm
n(mod N) n=N[X]1+1
N
¥ X
= I x| < 1x - niEl <N = o)
n=N[§]+1

wegen Satz 2, §5; deswegen ist nach Satz 2 von §1 die Konvergenzabs-
zisse von L(s,Xx) kleiner oder gleich O (offensichtlich sogar gleich
0); insbesondere definiert (1) eine in o > O holomorphe Funktion. In
der Tat 148t sich diese Funktion auf ganz ¢ holomorph fortsetzen und
geniigt einer Funktionalgleichung analog zu der von t(s) (s. §7).

Der wichtigste Satz iilber L-Reihen ist die Tatsache, daB der Wert
von L(1,X) (der nach dem eben Gesagten definiert ist) stets von
Null verschieden ist; hieraus kann man leicht die Existenz unendlich
vieler Primzahlen in arithmetischen Folgen schlieBen. Wir beweisen
jetzt diese beiden Ergebnisse.

SATZ: Sei X ein von Xo verschiedener Dirichletscher Charakter. Dann igt

(4) L(1,x) # 0 .



Beweis: Sei
(5) F(s) =1 L(s,X) .,
X

wo ¥ {iber sdmtliche Dirichletschen Charaktere (mod N) 1l&uft. Dann
ist fir o > 1 nach (2)

log F(s) = ] ] log (1 - x(p)p s)-1
X P
T o1xm"
(6) =77y 7 = X\p)
X pr=1 T pts
=om) ] L
P r>1 rp
p a1 (mod N)

(die letzte Gleichung folgt aus Satz 3, §5); insbesondere ist
log F(s) > 0 fiir s reell und > 1, und somit

(7) lim F(s) > 1 .
s-1
s reell
Das Produkt (5) enth&dlt nur einen Faktor, der an der Stelle s = 1
einen Pol hat, ndmlich L(s,xo), und dieser Pol ist nach (3) einfach.
Wenn L(1,x) = O wédre flr zweil oder mehr Charaktere x # Xg miiBte dem-
nach F(s) an der Stelle s =1 holomorph sein und den Wert O ha-
ben, was offensichtlich (7) widerspricht. Es kann also hdchsteng einen
Charakter x # Xo mit L(1,X) = O geben. Da mit L{(1,x) = O auch
L(1,x) = L(1,x) = 0O wdre, ist dieser Charakter x (falls er exi-
stiert) gleich ¥, also reell . Wir kdnnen uns also fiir den Beweis des
Satzes auf reelle Charaktere beschrdnken.
Sei also x reell mit L(1,x) = O, und sei

L(SIX) L(S:Xo)

(8) d(s) L(2s X )
rAQ

Diese Funktion ist fir o > % holomorph, da der Pol von L(s,xo) bei
8 = 1 durch die Nullstelle von L(s,Xx) dort aufgehoben wird, wdhrend
der Nenner L(ZS,xo) wegen (3) fiir o > 1 von Null verschieden ist.

2
Fir o > 1 ist

1= x,(@)p 28
o(s) =1 2 -
p (1 -x(Pp )1 - x,(PIP ")
-2s
= n 1 - p

pIN (1 = x(p)p 2)(1 - p ©)



i 1 + E-s
pIN 1 - x(p)p °

i l_'"_..P___s.

x(p)=11-p°

{(da x(p) = 21 fir pIN ist), also

© a
o(s) = [ — (0 > 1) mit a >0 .
n=1 n
- ] - -2s
(Um dies zu erreichen, brauchten wir den Faktor 1 + p S = ————21;;
1-p

in dem Euler-Produkt von ¢; das ist der Grund fiir die Wahl der Funk-
tion (8).) Da &(s) in o > % holomorph ist, ist fiir |s-2] < %

o k w k « a_(log n)k
- (s=2)" (k) (2-s) n
o(s) = J =SF—9'77(2) = } ) ’
x=0 K! x=0 X' n=: n?

und wegen a 2 0 stellt die rechts stehende Doppelsumme fir s
reell, % < s < 2, eine monoton fallende Funktion dar, also ist

1

¢(s) > ¢(2) > 1 (s reell, 5 <s < 2) .
Aber nach (8) ist
L(30%) L(Zex,)
11? ®(s) = =35 L(2s,x,) o
s 1
S-’-i

da L(Zs,xo) nach (3) an der Stelle s = % einen Pol hat. Dieser
Widerspruch beweist den Satz.

Es ist dem Leéer vielleicht aufgefallen, daB dieser Beweis zu dem
Beweis des Landauschen Satzes (Satz 4, §1) sehr analog ist, und in
der Tat kann man (4) auch durch direkte Anwendung jenes Satzes bewei-
sen. Sei ndmlich yx reell, und

(9) ¥(s) = L(s,x) t(s) = ] o),
n=1 n
(10) p(n) = ) x(d) .
din
Dann ist
¥(s) = I L

p (1 - x(P)P O)(1 ~ p °)

1 1 1

(11) - = =
x(P)=1 (1 - p )" x(p)=01 -p x(p)==11 ~p



(23) ($§)»e=a—}‘—+-215\/5
einen injektiven Homomorphismus von Uf in ¢*. Flir D < O haben
wir nach (21)
€ = ¢1 oder £ *Ziﬁ fiir D = -3
(24) e = 21 oder = i fir D = -4
| €t = %1 fir D < -4 ,

also genau die w-ten Einheitswurzeln; das zeigt, daB Uf zyklisch

ist. (Man kann natlirlich auch direkt nachrechnen, das8 alle Ldsungen
(21) unter dem Gruppengesetz (19) Potenzen von (1,1) bzw. (0,1)

bzw. (-2,0) sind.)

Fir D > 0 liefert (23) eine Injektion Uf -» IR*. Das Bild ist
eine Untergruppe von 1IR*, die -1 enthdlt. Da (mit der positiven
Wahl von VD) die Zahl e in (22) fiir t, u > O mindestens gleich
-1-—t2—-‘/—5 > 1 ist, ist das Bild nicht dicht in IR*. Es gibt also nur
zwei MOglichkeiten: entweder ist die Pellsche Gleichung nur trivial
(d.h. mit u =0, t = £2) lésbar und U = {t(é ©)}, oder es gibt

eine kleinste L&sung (to,uo) von (1) mit to' u. > 0 und die Menge

0 t. + u VD
der € in (22) ist gleich {tegln € X} mit e, = —2—7—9— , also
Uf ¥ Z x Z/2. Wir werden spiter sehen, daB stets der zweite Fall zu-
trifft, womit auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen sein
wird. Die Zahl €y heiBt die Grundeinheit der Form £. Sie hdngt nur
von D ab.

Der Einfachheit halber formulieren wir den ndchsten Satz und sein
Korollar nur fiir Fundamentaldiskriminanten. Fir den allgemeinen Fall

s. Aufgabe 8.

SATZ 3: Sei D eine Fundamentaldiskriminante, n # O eine ganze Zahl. Dann
wird die Gesamtanzahl R(n) der Darstellungen von n durch (primitive) Formen der
Digkriminante D durch

(25) R(n) = ] xp(m)

min
gegeben, wobei m uber alle positiven Teiler von n Liduft und Xp (m) der in §5
eingefihrte Charakter ist. Insbesondere sind R(n) und somit alle R(n,f) end-
lich.

Bemerkung: Die rechte Seite von (25) ist identisch mit der in (6.10)
eingefithrten Summte p(n). Somit erhalten die in §6 fiir den Nachweis
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von L(1,X) # O benutzten Ungleichungen (6.12) eine anschauliche Be-
deutung, da offensichtlich R(n) > O und R(nz) > 0 ist (ein Qua-
drat hat immer eine Darstellung durch (11) mit y = 0).

Beweis: Da es keine imprimitiven Formen der Diskriminante D gibt,
konnen wir den Zusatz "primitive" im Satz weglassen. Sei R*(n) die
Anzahl der indquivalenten primitiven Darstellungen von n durch For=-
men der Diskriminante D (eine Darstellung (15) heiBt primitiv, falls
x und y teilerfremd sind). Offensichtlich ist

(26) R(n) = | RS,
g1 g
gzln

da jede Darstellung Vielfaches einer primitiven ist. Der Hauptschritt
im Beweis ist der Nachweis der Formel

(27) R*(n) = #{b (mod 2n) b2 a D (mod 4n)} .

Der Beweis von (27) stiitzt sich auf folgendes allgemeine Prinzip.
Sei G eine Gruppe, X und Y 2zwei Mengen, auf denen G operiert,
und S < X x Y eine unter der Diagonaloperation von G invariante
Teilmenge. Wenn zwei Elemente s = (x,y), s' = (x',y') € S unter G

dquivalent sind, also (x',y') (gx,gy), so sind insbesondere ihre
ersten Komponenten G-dquivalent. Wir k&nnen also die Bahnenmenge S/G
analysieren, indem wir erst X/G beschreiben und dann fragen, wie-
viele Elemente von S/G ein gegebenes Element von X/G als erste
Komponente haben. Als Vertreter fiir diese Bahnen k&nnen wir Paare
(x,y) nehmen, deren erste Komponente ein fester Vertreter der gege-
benen Bahn in X/G ist. Zwei solche Paare (x,y) und (x,y') sind
genau dann &dquivalent, wenn y' =gy mit g € G, gx = x; die besag-
ten Bahnen stehen als¢o in eineindeutiger Korrespondenz mit den Bahnen
von Y = {y € Yl(x,y) € S} unter der Operation des Stabilisators

G, = {g€Glgx =x} von x in G. Insbesondere gilt fiir die Anzahl

X
der Bahnen die Formel

(28) I1S/Gl = ly./G. | ,
xeg/G x X

falls beide Seiten endlich sind, und durch Rollenvertauschung natir-

lich auch

(29) Is/Gl = '} IX_/G_1 .
YEY/G y v

Wir wenden diese Formel an mit
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sL,@) = {(§ §)la, 8, v, 6 €7, a8 - By = 1} ,

{quadratische Formen f£(x,y) = ax2+bxy+cy2, b2-4ac = D}

{Zahlenpaare 2z = (x,y) mit x, y €  teilerfremd} ,

n < X 0
I

{(f,z) € X x Y| £(2) =n} .

Dann sind die Elemente von X/G die Aquivalenzklassen von Formen der
Diskriminante D, und fiir f € X ist Yf/Gf die Menge der indquiva-
lenten primitiven Darstellungen von n durch £, also nach (28)

Is/Gl = y R*(n,f) = R*(n) .
Kquivalenz-
klassen von £

Andererseits konnen wir {S/G|! durch (29) berechnen. Jedes Element
von Y ist zu (1,0) &quivalent, da es fiir (x,y) € Y Zahlen

_ x -b x -b, 1, _ ,x
a, b €& gibt mit ax + by = 1, also ( a) € G, (y a)(o) = (y).

Somit besteht Y/G aus einer Bahn mit dem Vertreter z = (1,0). Fiir
dieses Element ist G, = {(; f), r € Z} und X, die Menge der For-
men f € X mit erstem Koeffizienten a = n, also

b2-p 2 2

X, = {nx2 + bxy + —5— y°, b € Z, b” = D (mod 4n)} .

Da die Operation von (; f) € Gz durch b - b + 2nr gegeben wird,
ist IXz/Gzl gleich der rechten Seite der Formel (27), womit diese
Formel auch bewiesen ist.

Um den Satz zu beweisen, miissen wir noch den Ausdruck in (27) ex-
plizit berechnen und das Ergebnis in (26) substituieren. Fir

ro rl rs

n=2 P, ---Pg (pi ungerade) sieht man aus (27) leicht, das8

r, r, r
R*(n) = R*(2 )R*(p1 )...R*(pss)

mit

(30) R*(p¥) = #{b mod p%)Ib% = D (mod p%)} (p + 2) .

Da die rechte Seite von (25) auch multiplikativ ist, brauchen wir nur
Primzahlpotenzen zu betrachten. Fir p f D (und r > 0) ist die
rechte Seite von (30) gleich O oder 2, je nachdem, ob D ein qua-
dratischer Rest oder Nichtrest modulo p ist; fiir plID ist sie gleich
1 flir r =1 (es gibt nur die L8sung b = 0) und gleich 0 fiir
r>1 (da ple). Wenn wir diese Werte in (26) substituieren, finden
wir:

R(PX) = §J 2+ § 1
O<s<§ 8=3
=r+1= 7 x 9,
ogisr



falls (2) =+ 1,
P
RpH= ] o+ J 1
I =X
OSS<§ 5_2
- |1 (x gerade) _ i
" ]o (r ungerade) <2 ‘ Xp(P™)
: D
falls (5) = -1, und
R(Pr) = ) 0 + ) 1
r-1 r-1 r
0<S<——2-—- —2-5355
=1= 1] xD(pi) '
O<ix<r

falls plD. Somit ist (25) fiir n = p*, p ungerade, in allen Fillen

r

bewiesen. Den Beweis fiir n = 27, der &hnlich ist, uUberlassen wir

dem Leser.

KOROLLAR: Seten D und Xp wie im Satz. Dann iet der Mittelwert der Gesamtdar-
stellungsanzahlen R(n) gleich dem Wert der L-Reihe IL(s,xD) an der Stelle
s = 1:

R(n)) = L(1,XD) .

2|

(31) lim(

N

o2

1

Beweis: Nach (25) ist

N
! R(m) = ] Y xp(m
n=1 n<N min

= Xp(m)
kg;N D

= )_xpm:- } 1+ ) I xpm .
m<V® P k<N/m kW o N D

==k

(In der zweiten Summe, n#mlich iber die m > VN, ist wegen km < N
automatisch k < VN.) Es ist aber

N N
1 =1[=] ==+ 0(1)
k<N/m m I

und
L xpim) = o(1)
N
L Y Vﬁfmfi

(da in jedem Intervall (r-1)|Dl <m < r|ID| die Summe von Xp(m)
wegen Satz 2, §5, verschwindet und die beiden Endintervalle



VN ] [ N ] N “ .
W <m< o7 ¥ 1] iD| und X1D] IDI <m < - beschrinkte Lénge

haben). Somit ist

} R(n) = } x (m)-(‘—“—+ 0(1)) + o(1)
n<N m<Vl "D " kfz\/ﬁ
[W] x.(m)
=N- D__ 4 o(vM) ,
m=1

woraus die Behauptung folgt.

SATZ 4: Set f eine primitive, fiir D < O auch positiv definite, bindre qua-
dratische Form der Diskriminante D. Dann wird der Mittelwert der Darstellungsan-
zahlen R(n,f) gegeben durch

21 s falls D < 0O ,
TR wVIDI
(32) lim | § R(n,f)) =
N-eo =1 log €5
—— falls D > 0O ,
vD

wo w die durch (20) angegebene Ordnung von Ue und €, die Grundeinheit von £
bezeichnen.

Beweis: Dieser Satz wird auf geometrische Weise bewiesen. Sei zundchst

D < 0. Weil lUfl =w < ist und Ue auf z2 - 0 ohne Fixpunkte

operiert, sind jeweils genau w Ldsungen von (15) zueinander &quiva-
lent, also die Anzahl R(n,f) der indquivalenten L&sungen gleich
% mal die Anzahl s&d@mtlicher Ldsungen:

2

(33) R(n,£) = +#{(x,y) € Z%1ax? + bxy + cy? = n} .

£|=

Somit ist

x 1 2, .2 2

) R(n,f) = SH{(x,y) € 2°lax” + bxy + cy® < N} .
n=1

Die Ungleichung a\x2 + bxy + cy2 < N beschreibt das Innere einer

Ellipse (s. Bild). Dieses Gebiet hat den Flicheninhalt 218 (Aufgabe 6).
. vIDI
Fir N groB8 ist die Anzahl der Gitterpunkte in diesem Gebiet asymp-

totisch gleich dem Fl&icheninhalt (im Bild ist z.B. a =2, b = 3,
c =5, N = 400, Anzahl der Gitterpunkte = 457, =" - 451,4), also

limgl-#{(x,y) Glzlax2+bxy+cy2 < N} = .
N-sco vViDl
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ax’ + bxy+ cy2= N

e o & o o o ° o o
e & o o o o ® o o
® o o o o ® & o o
e e o o ® & @ o o
e o o © o o o o @
& o o 8 o ° o o »
e o ® & o e o o o
e o o o o+ o o v o

¢ o & s 0o o 0 o
e o o % o o o °
e & ® o 5 o o
o o ¢ o o o o
s o o o o o o
e o s o o o
o o o o o o

e o o o
s o o o o

e o o o o

e ©° o ¢ o o
e ¢ o o o o
e o o o ©® o o
e o & 8 o o o
® o o ©® o o o

e ¢ & o o o o ®
e % o o o o o o
e ® o o & o o o
® o ® o o o o o °®
® o & o o & o & o
® & o o & s o % o
* o ° & o o ¢ o
o o o & o o o s
¢ ®» o o & o ¢ o o
¢ o o o o s o B »
e o o o o o o o o
e o ® e o 8 b o

b o o ¢ ¢ & e o o o

b ¢ o o o s 8 o s o

:

Fir D > 0 ist Uf unendlich, das Argument also anders. Falls
(x',y') eine Ldsung von (15) ist, die aus (x,y) durch Anwendung
der Substitution (4) entsteht, wobei (s g) ein Automorphismus von
f ist, der unter (23) der Zahl ¢ entspricht, so ist

x'+-b-7-—@-y'=€(x+b_—-2.—a_v_—qy)'

a

wie man leicht ausrechnet. Mit den Abkiirzungen

g = b+ VD or = ~b - VD
2a ! 2a

(so daB ax2 + bxy + cy2 = a(x - Qy)(x - 0'y) gilt) folgt also

x' - 0y' = €(x -0y) , x' - 0'y' =¢'(x~-0"y) ,

x!_el}:l _

-2 x-0'
x'-oy' € x-0y °
Da jedes € die Gestalt teg hat, kénnen wir genau eine zu (x,y)

dquivalente Ldsung (x',y') finden, die die Bedingungen

xl_eyv>o'1<.}.(_'_-§_|lr'-<eg

x'-0y' -

erfiillt. Das Analogon zu (33) fiir indefinite Formen ist also



n

: 2
R(n,£) = #{(x,y) € Z2lax? + bxy + cy® = n,

- x-0'y 2
x -0y >0, 1< x—0y eyt

Es folgt dann genau wie im Falle D < O, daB der Limes in (32) gleich

lim % - Fldcheninhalt von {(x,y) € IRZIax2 + bxy + cy2 < N,

N-so '
- x-0'y 2
Xx -0y >0, 1< X=0y < €5}
ist. Die Ungleichungen beschreiben einen Sektor einer Hyperbel (s.
Bild, wo a =1, b=3, ¢c= -3, N= 100, €y = 5+£21), dessen Fl&chen-

axzobxyocy2=N

..... x-Gz“
. x-8y ~

log ¢

0

inhalt gleich N ist (Aufgabe 7). Hieraus folgt die Behaup-

vD
tung des Satzes wie im Fall D < O. Die Existenz der Grundeinheit

folgt ebenfalls: widre ndmlich Ug = {t1}, so widre ' im Widerspruch zu
der Existenz des Mittelwertes von R(n) der Mittelwert von R(n,f)
unendlich, da das Gebiet zwischen der Hyperbel ax2 + bxy + Cy2 =N
und ihren Asymptoten unendlichen Fl&cheninhalt hat.

Aus den Tatsache?, dag R(n) den endlichen Mittelwert L(I,XD)
hat und das der Mittelwert von R(n,f) positiv und nur von der Dis-
kriminante abhangig‘ist, erhalten wir neue Beweise fiir die Endlichkeit
der Klassenzahl und fiilr das Nichtverschwinden von L(1,xD). Aus Satz 4
und dem Korollar zu Satz 3 erhalten wir (mindestens fir Fundamentaldis-
kriminanten; fiir den allgemeinen Fall s. Aufgabe 8) das erste Haupt-
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ergebnis Dirichlets, nd@mlich eine Beziehung zwischen h(D) und
L(1IXD):

SATZ 5: Seit D eine Diskriminante. Dann 18t

VIST
E?%?l L(1,xD), falls D < 0 ,
(34) h(D) = 5
D
TO—E—EB L(1’XD)' falls D > O .

Im ndchsten Paragraphen werden wir L(1,XD) berechnen und somit
die endgiiltige Klassenzahlformel erhalten.

Aufgaben:

1. Man zeige, daB es genau m Aquivalenzklassen von quadratischen
Formen (bzw. ¢{(m) Aquivalenzklassen von primitiven gquadratischen
Formen) der Diskriminante mz, m > O gibt. Wie ist die Klaésifi-
kation der Formen der Diskriminante O0? Wie groB ist die Automor-
phismengruppe einer Form, deren Diskriminante eine Quadratzahl bzw.
gleich Null ist?

2, Was sind die Automorphismen der Formen x2 + y2, x2 + xy + y2,
2x2 + 3xy + y2, x> - 5y%, 2x% + 6xy + 3y%?

3. Wieviele Darstellungen als Summe von zwei Quadraten hat eine unge-
rade Zahl n? (Zundchst Primzahlen betrachten; man braucht
h(-4) = 1.) Vgl. das letzte Beispiel in §2. Wie lautet das Er-
gebnis flir n gerade?

4. Unter Benutzung von h(5) = 1 zeige man, daB die einzigen L&sungen
von
t2 - 5u2 = 4
durch u = % F2n' t = t(FQn_1 + F2n+1) gegeben sind, wo Fn die
n-te Fibonacci-Zahl bezeichnet (Fo = 0, Fl =1, Fn+1 = Fn + Fn_l).

5. Man zeige, daB fiir D > O die Klassenzahlen im engeren und im wei-

teren Sinne durch h (D) = h(D) oder h,(D) % h(D) verkniipft

sind, je nachdem, ob die Gleichung t2 - Du2 = =4 eine ganzzahlige

L&ésung hat oder nicht.
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6. Man verifiziere die im Beweis von Satz 4 benutzten Beziehungen

// dx dy = —2mN__ (dac > b2, a>o0) ,
ax2+bxy+cy25N 4ac-b2

log €
dx dy = ~————— N

x,£Z; vg2-4ac

yfx(e%-1)/(sg®-@')

ax3+bxy+cy25N
(b2 - 4ac > 0, €y und 0, 0' wie im Text).
7. Man berechne ) N ) o

n=1 9n%-1  n=1 16n%-1 n=1 (25n°-1)(25n°%-4)

8. Sei D (¥ 0O und = O oder 1 (mod 4)) eine allgemeine Diskrimi-
nante; D 148t sich dann eindeutig als Dor2 schreiben mit r € N
und Do eine Fundamentaldiskriminante. Sei

(m) , falls (m,r) =1

X
DO

X (m) =
D (o] sonst

der von Xp induzierte Charakter. Man zeige:
0

a) Die Aussage von Satz 3 bleibt fiir zu r teilerfremde Zahlen
richtig, d.h.
m n
(n) = § xn(N) (= )} xqo (N)) fiir (n,r) =1 .
"o min "D \‘ min Do \
(Es ist hierbei gleichgliltig, ob man die Darstellungen durch
alle oder nur durch primitive Formen betrachtet, da eine zu r

teilerfremde Zahl nicht durch eine imprimitive Form der Diskri-
minante D dargestellt werden kann.)

b) Das Korollar zu Satz 3 bleibt richtig, wenn man den Mittelwert
nur dber die n mit (n,r) = 1 bildet, d.h.

N
$(xr)
lim ( (n)/ &) N) = L(1,x) .
n£1lb // r D

N-»oo
(n,r)=1

Hinweis: Im Beweis des Korollars muB man (k,r) = 1, aber nicht
(m,r) = 1 2zu den Summationsbedingungen hinzunehmen, da xD(m)
fir (m,r) > 1 sowieso verschwindet. Es gilt auferdem

= $(r) N
] 1 =B B, 50
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c)

d)

Satz 4 bleibt ebenfalls richtig, wenn man den Mittelwert iiber
die zu r teilerfremden Zahlen bildet, weil in jedem groBen
Gebiet der Ebene die Dichte der Zahlenpaare (x,y) mit
(£(x,y),r) = 1 gleich i{fl ist.

Hinweis: Flir plr und f£f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 eine primitive
Form der Diskriminante D k&énnen a und c¢ nicht beide durch
p teilbar sein; ist etwa a 2zu p teilerfremd und p #* 2, so
folgt aus 4af(x,y) = (2ax+by)? (mod p), daB

#{(x,y) mod p|plf(x,y)} =p(p - 1) .

Formel (34) (Satz 5) bleibt fiir Nichtfundamentaldiskriminanten
richtig. Folglich sind die Klassenzahlen von D = Dor2 und D
durch die Relation

Yo (X)

DO

h(D) = — h(DO)
r

0

verkniipft. Hierbei ist

Xp (p)
(r) = r f] (1 - ——9——->

¥
Dy plr p
und v der Index von U in U (U, = {(t,u)lt2 - Du2 = 4}
r D DO D
mit dem Multiplikationsgesetz (19)), also v, = 1 fiir D <O
(auBer im Falle DO = -3 bzw. -4 und r > 1, wo vr = 3 bzw.
2) und
v, = min {n{n > 0O, u =0 (mod r)}

t_+u VD t 4u_VD_\n
n ; 0 = ( 0 ; O) nmit (to,uo) = klein~-

ste positive L&sung der Pellschen Gleichung (1).

fir D > 0O, wobei

Bemerkung: Teil a) der Aufgabe gibt den Wert von RD(n) fir
(n,r) = 1 an. Das allgemeine Ergebnis, das sich ebenfalls aus
(27) ableiten l1&8t, lautet wie folgt: Ist (rz,n) kein Quadrat,

so ist Rp(n) = 0. Ist (r2,n) = sz, also n = n's2 und D = D's
]

D
=) =1, so ist R (n) = vy ,(s)- } X5 (m) (siehe
Do D D’ min' b’

etwa F. Hirzebruch, D. Zagier, Invent. math. 36 (1976), S. 69-70,
Proposition 2).

mit (n',

2
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§9 Die Berechnung von L(1,x) und die Klassenzahlformeln

Wir haben in §8 gesehen, wie man die Bestimmung der Klassenzahl bind-
rer quadratischer Formen auf die Berechnung von L(1,x) fir reelle
Charaktere x = Xp zuriickfiihren kann. In diesem Paragraphen werden
wir L(1,x) fir beliebige Dirichletsche Charaktere X # Xo berech-
nen. Wir haben schon bewiesen, daB dieser Wert endlich und von Null
verschieden ist.

Sei also Y ein von dem Hauptcharakter verschiedener Dirichlet-
scher Charakter. Wir setzen voraus, dagB x primitiv ist. (Wenn ndm-
lich x von einem Charakter Xq induziert wird, gibt es eine ein-
fache Beziehung zwischen L(1,x) und L(1,x1), da die L-Reihen L(s,¥)
und L(s,xl) sich nur in endlich vielen Faktoren der Euler-Produkte
unterscheiden.) Um L(1,x) 2zu berechnen, machen wir Gebrauch von
der GauBschen Summe

N

(1) G= ) x(n)e
n=1

2min/N

Die Eigenschaften von G, die wir brauchen, sind in dem folgenden
Hilfssatz zusammengestellt.

HILFSSATZ 1: Set ¥ etin primitiver Dirichletscher Charakter (mod N) und G
durch (1) definiert. Dann gilt

2mikn/N

N
a) } x(n) e = x(k)G fir alle k € T,

n=1

b) IGI = W .

Beweis: a) ist leicht, falls (k,N) 1, denn in diesem Fall ist

X x(n) e21rink/N - x (nk 1)e2ﬂin/N
n{mod N) n(mod N)
_ X&) x(n) ezwin/N
n(mod N)
= x(k)G ,

1 1

wobei k- eine Zahl mit k .k ' = 1 (mod N) bezeichnet. Sei jetzt
(k,N) = d > 1; dann ist x(k) = O und wir miissen zeigen, daB
T x(n) e2™XK/N uch o ist. Mit k, = k/d, N, = N/d ist

Zninkl/N

2 X(n) e21rink/N = z 1

n{mod N) n(mod N)

x(n) e



