HARMONISCHE MAASSFORMEN UND MODULFORMEN ( [1], S. 90-92,
2], S. 90-92, [3], S. 30-31)

Im vorangegangenen Vortrag hatten wir harmonische (schwache) Maassformen eingefiihrt. In
diesem Vortrag sollen Sie gewisse Differentialoperatoren & _j untersuchen, die den Raum der
harmonischen Massformen vom Gewicht 2 — k in den Raum der Spitzenformen vom Gewicht k
abbilden. Es sei k € %Z. Wir definieren (7 = u +iv € H, u,v € R, v > 0)

9
=

Wir hatten bereits gesehen, dass eine harmonische Maassform M vom Gewicht 2 — k eine
Fourierreihe der Form (g = €2™7)

M(T) =" cf(n)g"+ > ¢; ()T (k= 1;4nn|v) ¢

hat. Hierin ist (v > 0, s € C)
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die unvollstdndige Gammafunktion. Zeigen Sie, dass &, eine Maassform M vom Gewicht 2—k
auf die holomorphe Funktion

(1) Gk (M(7)) = = (4m)" 1> e (—n)nf g
neN
abbildet. Modifizieren Sie nun die Rechnung auf S. 90-92 in [1], um zu zeigen (y € SLy(Z)):

Ea i (M‘z_,ﬂ> =& (M) | .
SchlieBlen Sie hieraus:

Lemma 1 (Lemma 7.4 in [3]). Der Operator sy bildet den Raum der Maassformen vom
Gewicht 2 — k in den Raum der Spitzenformen vom Gewicht k ab.

Eine harmonische Maassform, deren nicht-holomorpher Anteil verschwindet, nennen wir
schwach holomorphe Modulform. Aus (1) folgt, dass die nicht-holomorphen Anteile zweier har-
monischer Maassformen M; und Mo, fiir die &_x (M) = & (M) gilt, iibereinstimmen. Es
folgt:

Satz 2. FEs seien My und My harmonische Maassformen vom Gewicht 2 — k mit

ot (My) = &o i, (M)
Dann ist My — My eine schwach holomorphe Modulform vom Gewicht 2 — k.

Tragen Sie schliellich folgendes Beispiel vor. Es sei H(n) die sog. Hurwitzsche Klassenzahl (s.
S. 8, 73 in [4], Sie brauchen in Threm Vortrag nicht auf die Hurwitzsche Klassenzahl einzugehen).
Fiirn =0,1 (mod 4), n > 0 ist dies im Wesentlichen die Anzahl der Aquivalenzklassen binérer
quadratischer Formen

Q(z,y) = ax® + by + cy®
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mit Diskriminante b* —4ac = n. Hirzebruch und Zagier [2] zeigten, dass die erzeugende Funktion
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eine harmonische Maassform vom Gewicht % ist. Zeigen Sie, dass es eine Konstante ¢ € C gibt,

so dass ,
— _ 2wincT
cés (G(r) =O(r) =D e
nez
gilt. Die Funktion © ist eine der unéren Thetareihen vom Gewicht %, die wir im zweiten Vortrag
eingefiihrt hatten.
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