
POINCARÉSCHE REIHEN ([1], S. 600–602, [2], S. 27–28, [3], S. 39–41, 47–51,
[4], S. 54–55, [5], S. 337–340)

In diesem Vortrag sollen Sie eine Familie von Maassformen vom Gewicht 2− k ∈ Z konstru-
ieren. Die Grundidee ist dabei, eine Funktion ϕ ∈ Kern (∆2−k) zu wählen und dann eine Art
Durchschnitt von ϕ|2−kγ (γ ∈ SL2(Z)) zu bilden. Unter bestimmten Voraussetzungen an die
Konvergenz der so erhaltenen Reihe, wird diese dann nach Konstruktion das modulare Trans-
formationsgesetz erfüllen und im Kern von ∆2−k liegen. Wir beschreiben dies nun genauer.

Es sei ϕ : H → C eine Funktion, die invariant unter τ → τ + 1 ist. Wir definieren(
τ ∈ H =

{
τ ∈ C

∣∣ Im(τ) > 0
})

(1) Pϕ,2−k (τ) =
∑

γ∈Γ∞\SL2(Z)

ϕ
∣∣∣
2−k

γ(τ).

Hierin ist

Γ∞ =

{(
1 n
0 1

)
: n ∈ Z

}
.

Die Summe läuft über ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von Γ∞ in SL2(Z). Wir neh-
men an, dass die Summe (1) absolut konvergent ist. Zeigen Sie, dass dann Pϕ,2−k wohldefiniert
ist und dem modularen Transformationsgesetz vom Gewicht 2− k gehorcht (s. S. 47–51 in [3]).

Wir setzen nun (m ∈ N, τ = u+ iv, u, v ∈ R, v > 0)

ψm(v) = (4π|m|v)
k
2
−1M(1− k

2 ) sgn(m), k−1
2

(4π|m|v) ,

ϕ(τ) = ϕm(τ) = ψm(v)e2πimu.

Hierin ist Mν,µ(v) eine Lösung der Whittakerschen Differentialgleichung ([5], S. 337–340)
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u = 0,

die für v → 0 folgende asymptotische Wachstumsbedingung erfüllt:

Mν,µ (|v|) = O
(
|v|Re(µ+ 1

2)
)
.

Zeigen Sie wie in [2], ohne aber (1.29), (1.30) und (1.31) nochmals zu beweisen: (q = e2πiτ ):

(2) ϕm(τ) = (k − 1) (Γ(k − 1)− Γ (k − 1; 4πmv)) q−m.

Hierin ist Γ (s; v) die unvollständige Gammafunktion (v > 0, s ∈ C)

Γ (s; v) =

∫ ∞
v

ts−1e−tdt

und Γ(s) die gewöhnliche Gammafunktion. Verwenden Sie die Darstellung (2) von ϕm und
zeigen Sie ∆2−k (ϕm) ≡ 0. Beweisen Sie dann, dass für eine beliebige reel analytische Funktion
f gilt: (γ ∈ SL2(Z))

∆2−k(f)
∣∣∣
2−k

γ = ∆2−k

(
f
∣∣∣
2−k

γ

)
.
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Man kann hieraus zeigen, dass mit ϕm auch Pϕm,2−k im Kern von ∆2−k liegt, falls die Reihe (1)
lokal gleichmäßig konvergiert.

Zeigen Sie schließlich, dass für unsere Wahl der ϕm die Reihe (1) absolut und lokal gleichmässig
konvergiert, falls 2− k < 1

2
(oder äquivalent k > 3

2
) gilt. Sie können hierzu Proposition 2.9 aus

[3] ohne Beweis benutzen. Es folgt:

Satz 1. Es sei 3
2
> k ∈ 1

2
Z. Dann ist die Poincarésche Reihe Pϕm,2−k eine Maassform vom

Gewicht 2− k.
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