POINCARESCHE REIHEN ([1], S. 600-602, [2], S. 27—28, [3], S. 39-41, 47-51,
[4], S. 54-55, [5], S. 337-340)

In diesem Vortrag sollen Sie eine Familie von Maassformen vom Gewicht 2 — k € Z konstru-
ieren. Die Grundidee ist dabei, eine Funktion ¢ € Kern (Ay_x) zu wihlen und dann eine Art
Durchschnitt von ¢|s—py (v € SL2(Z)) zu bilden. Unter bestimmten Voraussetzungen an die
Konvergenz der so erhaltenen Reihe, wird diese dann nach Konstruktion das modulare Trans-
formationsgesetz erfiillen und im Kern von Ay_j liegen. Wir beschreiben dies nun genauer.

Es sei ¢ : H — C eine Funktion, die invariant unter 7 — 7 + 1 ist. Wir definieren
(r e H= {7 € C|Im(r) > 0})

1 Poai(D) = > ¢, ).

€T 0\ SL2(Z)

e { (2 1) mez)

Die Summe lauft iiber ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I'y, in SLy(Z). Wir neh-

men an, dass die Summe (1) absolut konvergent ist. Zeigen Sie, dass dann P, _; wohldefiniert

ist und dem modularen Transformationsgesetz vom Gewicht 2 — k gehorcht (s. S. 47-51 in [3]).
Wir setzen nun (m € N, 7 = u +iv, u,v € R, v > 0)

Hierin ist

E_
U (v) = (rlmlo)2 ™ Mgy gy 12 (o).

T2

2mimu

P(7) = om(T) = Ym(v)e
Hierin ist M, ,(v) eine Losung der Whittakerschen Differentialgleichung ([5], S. 337-340)

82 1 1,2
—u+(——+5+4 ”)uzo,

die fiir v — 0 folgende asymptotische Wachstumsbedingung erfiillt:
My (fol) = O (JofPl+2))

Zeigen Sie wie in [2], ohne aber (1.29), (1.30) und (1.31) nochmals zu beweisen: (g = e*™7):
(2) om(T)=(k—=1)(T'(k—1) =T (k — L;4mmv)) ¢ ™.

Hierin ist I" (s;v) die unvollstandige Gammafunktion (v > 0, s € C)

F(s;v):/ e dt

und T'(s) die gewohnliche Gammafunktion. Verwenden Sie die Darstellung (2) von ¢,, und
zeigen Sie Ay (¢,) = 0. Beweisen Sie dann, dass fiir eine beliebige reel analytische Funktion

f gilt: (v € SLy(2))
Doklf)], 7= By (f(Hv) .
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Man kann hieraus zeigen, dass mit ¢,, auch P, o_; im Kern von A,_j, liegt, falls die Reihe (1)
lokal gleichméfig konvergiert.

Zeigen Sie schlieBlich, dass fiir unsere Wahl der ¢,, die Reihe (1) absolut und lokal gleichméssig
konvergiert, falls 2 — k < 3 (oder dquivalent k > 2) gilt. Sie kénnen hierzu Proposition 2.9 aus
[3] ohne Beweis benutzen. Es folgt:

Satz 1. Es sei % >k € %Z. Dann ist die Poincarésche Reihe P, oy eine Maassform vom
Gewicht 2 — k.
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