GITTER UND ELLIPTISCHE FUNKTIONEN

Ein Gitter A C C ist eine Gruppe
A = (w1, we) =wZ 4+ weZ C C,

die von zwei linear unabhéngigen (iiber R) Perioden wy und ws erzeugt wird. In anderen Worten,
es gilt wR 4+ wyR = C. Fiir a € C\{0} kann das Gitter A um a skaliert werden, um ein neues
Gitter aA := awrZ + aw.Z zu erzeugen. Wir ordnen Erzeuger w; und wy von A stets so, dass
wy/wy € H.

Bisher haben wir in diesem Seminar Modulformen als Funktionen in einer komplexen Variable
7 € H betrachtet. In diesem Vortrag fiithren wir eine dquivalente Definition von Modulformen
ein.

Sei nun f eine Funktion, die jedem Gitter A C C einen Wert f(A) € C zuordnet. Dann kénnen
wir f als Funktion auf den Erzeugern w; und ws betrachten, also f(wi,ws) = f(wrZ + woZ).
Wir nennen eine solche Funktion holomorph, wenn sie jeweils holomorph in den Erzeugern ist
(wéihrend der andere fixiert wird).

Definition. Eine Modulform auf Gittern vom Gewicht k ist eine holomorphe Funktion auf
Gittern A C C, die zustzlich homogen vom Grad —k ist, das heifit

flah) =a™" f(A)
fir a € C\{0}.

Als Beispiel definieren wir fiir £ > 2, die Eisensteinreihen durch

w
weA\{0}

Wir werden diese spéater mit den bereits definierten Eisensteinreihen als Funktionen in einer
komplexen Variable 7 € H vergleichen.
Im Folgenden benétigen wir eine Hilfaussage iiber Gitterbasen.

Lemma. Sei A = (w;, ws) ein Gitter in C. Dann erzeugen A\; und A, das gleiche Gitter A genau
dann, wenn

Al = awp +bwe und Ay = cwy + dws
fiir eine Matrix (¢4) € SLy(Z) gelten.

Zu einer Funktion F' auf Gittern konnen wir eine Funktion F auf der oberen Halbebene durch
F(1) := F(A,)

assoziieren, wobei A, das von 7 and 1 erzeugte Gitter ist. Umgekehrt kénnen wir zu einer
Modulform auf der oberen Halbebene f vom Gewicht k € Z eine Funktion auf Gittern durch

Frlwrwa) == Wb f (Z—)

definieren. Beweis Sie nun, dass beide Abbildungen wohldefiniert sind und die Definition von

Modulformen auf Gittern dquivalent zur vorherigen Definition ist.
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Theorem. Sei f : H — C eine Modulform vom Gewicht £ und F' eine Modulform auf Gittern
vom Gewicht k. Dann ist F' eine Modulform vom Gewicht k, f* eine Modulform auf Gittern

vom Gewicht k und es gilt (f/*\) = fund (F)*=F.
Zeigen Sie weiterhin, dass die Eisensteinreihen Gi(A) und Gi(7) im oben beschriebenen

Zusammenhang

%)

w
Gr(wi,ws) = wy *Gy, (—1)
stehen.
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