
ANWENDUNGEN VON FERRERS-DIAGRAMMEN ([1], S. 10-13 UND
S.27-28)

Im vorigen Vortrag haben wir gesehen wie man interessante Aussagen

¨

uber Partitionen

mithilfe von Ferrers-Diagrammen beweisen kann. Dies werden Sie in diesem Vortrag wei-

terf

¨

uhren und als erste weitere Anwendung einen Satz von Franklin (Fabian Franklin, 1853-

1939) beweisen, der bereits von Adrien-Marie Legendre (1752-1833) vermutet worden ist

(vgl. Theorem 1.6 in [1]).

Satz 2.1 (Franklin). Es bezeichne p
e

(D, n) bzw. p
o

(D, n) die Anzahl der Partitionen von

n in eine gerade (engl. even) bzw. ungerade (engl. odd) Anzahl verschiedener Summanden.

Dann gilt

p
e

(D, n)� p
o

(D, n) =

(
(�1)

m

if n =

1
2m(3m ± 1),

0 sonst.

Benutzen Sie zum Beweis dieses Satzes die

”

Beinahe-Bijektion“ zwischen diesen Arten von

Partitionen wie sie auf den Seiten 10-11 im Buch von Andrews [1] beschrieben ist. Folgern

Sie daraus den Pentagonalzahlen-Satz von Euler (Leonhard Euler, 1707-1783).

Satz 2.2. F

¨

ur komplexe Zahlen q mit |q| < 1 gilt

1Y

n=1

(1� qn

) =

X

n2Z
(�1)

nq
1
2n(3n�1).

Zum Beweis multipliziert man, wie schon im vorherigen Vortrag, das Produkt auf der

linken Seite formal aus und erh

¨

alt so, dass seine Reihenentwicklung gegeben ist durch

1 +

1X

n=1

(p
e

(D, n)� p
o

(D, n))qn.

Wie zuvor k

¨

onnen Sie auch hier Konvergenzfragen außer Acht lassen.

Mit dem Pentagonalzahlen-Satz 2.2 k

¨

onnen wir nun eine sehr e�ziente Berechnungsweise

f

¨

ur p(n) angeben, die ebenfalls auf Euler zur

¨

uckgeht:

Erinnern Sie daran, dass wir im vorigen Vortrag bewiesen hatten, dass

Q1
n=1(1� qn

)

�1
=P1

n=0 p(n)qn

gilt. Damit folgt
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Q
n�1

1
1�q

nQ
n�1

1
1�q

n

=

 
X

n�0

p(n)qn

! 
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X
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)

!
.

Durch Koe�zientenvergleich ergibt sich folgende Formel f

¨

ur p(n).

1
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Satz 2.3 (Euler). F

¨

ur n > 0 sei B := b1
3(
p

6n � 1)c (b c bezeichnet die untere Gauß-

Klammer). Dann gilt

p(n) =

BX

m=1

(�1)

m+1


p

✓
n� 3m2 �m
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◆
+ p

✓
n� 3m2

+ m
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◆�
.

Diese Rekursion ist eine sehr e�ziente Methode, um p(n) auszurechnen, insbesondere

dann, wenn man eine Wertetabelle erstellen will.

Ein weiteres Resultat, das sich mit Ferrers-Diagrammen beweisen l

¨

asst, ist die folgende

erstaunliche Identit

¨

at (vgl. Formel (2.2.9) auf S. 21 in [1]):

1 +

X

n�1

qn
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(1� q)2
(1� q2

)

2 · · · (1� qn

)

2
=

Y

n�1

(1� qn

)

�1.

Folgen Sie dem kombinatorischen Beweis, der auf den Seiten 27-28 in [1] zu finden ist.

Definieren Sie dazu vorher das Durfee-Quadrat einer Partition als das gr

¨

oßtm

¨

ogliche Quadrat

in der oberen linken Ecke des zugeh

¨

origen Ferrers-Diagramms. Z.B. hat folgende Partition

ein Durfee-Quadrat der Seitenl

¨

ange 3:

7 + 5 + 3 + 3 + 3 + 2 = 23

� =

Analysieren Sie nun die Ferrers-Diagramme wie in [1].
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