ROGERS-RAMANUJAN-IDENTITATEN ([1], S. 106-113)

Formulieren Sie zunéchst die folgenden Identitéiten, die zuerst von Leonard James Ro-
gers (1862-1933) im Jahr 1894 bewiesen und 1913 von Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
wiederentdeckt wurden.

Satz 6.1. Folgende Identititen gelten:
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Um diese Identitdten zu beweisen, definieren Sie zunéchst die folgenden beiden Funktionen
(vgl. (7.2.1) und (7.2.2) in [1]),
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Geben Sie auch die folgende Identitét (ohne Beweis) an,
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Sie findet sich in Corollary 2.9 in [1] und folgt im Wesentlichen aus der Jacobi-Tripelprodukt-
Identitat.
Zeigen Sie nun das nachfolgende Lemma (vgl. Lemma 7.3 in [1]), indem Sie in in der
Definition von Jj ; die Beobachtung (vgl. die Bemerkung nach (7.2.2) in [1])
: n( —1 _ (_1\n nn=1)
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benutzen. Wie immer in diesem Seminar kénnen Sie Konvergenzfragen ignorieren.

Lemma 6.2. Fir0 < j <k gilt
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Geben Sie weiterhin ohne Beweis Lemma 7.2 aus [1]:
Lemma 6.3. Es gilt

Jej(a;25q) — Jrjoa(a;2;9) = (2q) ™ (Jen—jii(a;7¢; @) — aJip_ji2(a; 2q; q)) .
1



2 ROGERS-RAMANUJAN-IDENTITATEN ([1], S. 106-113)

Definieren Sie nun
oo
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m,n=0
und beweisen Sie fiir die Koeffizienten ¢, j(m, n) die Eigenschaften (vgl. (7.3.4), (7.3.5) und
(7.3.6) in [1])
1 fallsm=n=0,
crj(m,n) =
0 falls m <0 oder n <0 aber (m,n) # 0,
cko(m,n) =0,
crj(m,n) — cgj—1(m,n) = cgr—jr1(m —j+1,n—m).
Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Funktion Jj ;(0; x; ¢) durch diese Eigenschaften

eindeutig bestimmt ist.
Satz 6.1 folgt nun als Spezialfall aus dem allgemeineren

Satz 6.4 (Theorem 7.8 in [1]). Firk >2 und 1 < j <k gilt
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wobei Ny = ng + Ny + -+ + ng_1 Sei.

Die Rogers-Ramanujan-Identitédten in Satz 6.1 folgen nun, indem Sie in Satz 6.4 k = 2
und j = 1,2 einsetzen, vgl. Corollaries 7.9 und 7.10 in [1].
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