DIE MINKOWSKI-SIEGEL-FORMEL ([1], S. 34-35, [2], S. 222-224, 286—288)

Ziel Thres Vortrages ist es, die bedeutende Minkowski-Siegel-Formel zu untersuchen, die ver-
einfachend ausgedriickt die Aquivalenzklassen von geraden unimodularen quadratischen Formen
berechnet.

Wir bezeichnen mit Mat,,»,,(Z) die Menge aller n x n Matrizen mit ganzzahligen Eintrégen.
Wir nennen zwei quadratische Formen )1 : Z" — C und @)y : Z" — C dquivalent, falls es eine
Matrix v € SL,(Z) = {M € Matnxn(Z)‘ det(M) =1} gibt, so dass Q1(yz) = Qo() fiir alle
x € 7" gilt. Es gibt nur endlich viel Aquivalenzklassen von quadratischen Formen mit einer
gegebenen Diskriminante. Viele interessante FEigenschaften einer quadratischen Form () hédngen
nur von der Aquivalenzklasse [@Q] ab. Insbesondere stimmen die zu dquivalenten quadratischen
Formen gehoérenden Theta-Reihen iiberein.

Der Hauptsatz Thres Vortrages ist der Satz von Siegel, der einen gewichteten Durchschnitt
der Darstellungszahlen Rg(n) der Aquivalenzklassen positiv definiter, gerader, unimodularer
quadratischer Formen mit ganzzahligen Werten mit den Koeffizienten der Eisenstein-Reihen
aus dem ersten Vortrag in Verbindung bringt. Hierzu sei

w(Q) ={v € SL.(Z) |Vz € Z" : Q(vx) = Q(x)} .
Wir definieren die normalisierten Eisenstein-Reihen
ko (k—1)!
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Satz 1. [Satz von Siegel] Es sei k = 0 (mod 8). Dann ist die Anzahl der Aquivalenzklassen

gerader, unimodularer quadratischer Formen in k Variablen endlich. Es sei Qq,...,Q, ein
vollstindiges Vertretersystem jener Klassen. Dann gilt

1) > o0 = M),

Wir erhalten somit die Minkowski-Siegel-Formel:

Satz 2. FEs seien Qq,...,Qp wie in Satz 1. Dann gilt
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Es wiirde den Rahmen des Seminares sprengen, einen vollstdndigen Beweis des Satzes von
Siegel zu geben. Sie sollen in Threm Vortrag aber den Beweis dafiir skizzieren, dass die beiden
Modulformen auf der linken bzw. rechten Seite von (1) bis auf Multiplikation mit einer von 0

verschiedenen Konstanten {ibereinstimmen. Hierzu bendtigen wir Ergebnisse aus der Theorie
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der Hecke-Operatoren T,,. Der Operator T,, bildet den Raum der Modulformen vom Gewicht
k auf sich selber ab. Wenn f(7) die Fourier-Reihe f(7) = >, a,€*™ hat, dann gilt

Tmf(T) _ i Z dkfla% e2mirT
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Eine von Null verschiedene Modulform f(7), die fir jedes m € N die Gleichung T,,,f = A, f
fiir ein A,, € C erfiillt, nennen wir Hecke-Figenform. Sie konnen ohne Beweis benutzen, dass
die Eigenwerte einer Hecke-Eigenform diese bis auf Multiplikation mit einem Skalar eindeutig
bestimmen:

Satz 3. Es sei f(1) eine Hecke-FEigenform vom Gewicht k. Es sei \,, der zu f(T) gehorige
Figenwert von T,,. Dann gibt es eine Konstante ¢ € C\{0} mit

f(r)=c Z A2z,
r=1

Sie konnen ohne Beweis benutzen, dass f(7) schon dann eine Hecke-Eigenform ist, wenn fiir
alle Primzahlen p, die Gleichung T,,f = A, f gilt:

Satz 4. Es sei f(1) eine Modulform vom Gewicht k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist eine Hecke-FEigenform.
(2) Zu jeder Primzahl p gibt es A\, € C mit T,,f = A\, f.

Um Satz 1 zu beweisen, ist dariiberhinaus folgender Satz hilfreich. Zeigen Sie:

Satz 5. FEs seien N\, die Figenwerte einer Hecke-FEigenform vom Gewicht k € N, dann gilt fiir

jedes m,r € N
_ k—1 .
Am A = E d A%.

d|ggT(m,r)
d>0

Aus den Sétzen 3, 4 und 5 folgt die Identitét (1) (bis auf Multiplikation mit einer Konstanten
¢ # 0), wenn wir zeigen konnen, dass die Modulformen auf der rechten und auf der linken Seite
von (1) fiir jede Primzahl p im gleichen Eigenraum von 7}, liegen.

Sie konnen folgenden Satz ohne Beweis verwenden.

Satz 6. Es sei p eine Primzahl und f(71) = Zle @GQI- (7). Dann gilt

T,(f) =" +1) /.

Berechnen Sie nun explizit das Bild der Eisenstein-Reihe unter den Hecke-Operatoren 7}, um
den Beweis des Satzes von Siegel (bis auf die Bestimmung der Konstanten my) abzuschlieBen.

Satz 7. FEs sei k eine ganze Zahl und p eine Primzahl. Dann gilt
T, (Ex) = (p" ' +1) Ej.

Gehen Sie schliefflich einige Anwendungen von Siegels Satz an. Berechnen Sie die Zahlen my,
fiir £ = 8,16, 24, 32. Folgern Sie aus Satz 1, dass es mindestens zwei nicht-aquivalente gerade, un-
imodulare, quadratische Formen in 24 Variablen gibt. Geben Sie an, wieviele Aquivalenzklassen
derartiger quadratischer Formen es gibt.

SchlieBen Sie aus Satz 2, dass es mindestens 80000000 Aquivalenzklassen gerader, unimodu-
larer quadratischer Formen in 32 Variablen gibt.
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