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Analysis 1 - Ubungsblatt 12

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 1 (im Studierendenarbeitsraum, Ma-
thematisches Institut, 3. Etage) geworfen werden. Abgabeschluss ist Donnerstag, 12 Uhr.

Aufgabe 1: Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen:
(a) Firz>1giltl—21<Inz<z-—1.
(b) Fiir a € [0, §) gilt a < tan(a).

Aufgabe 2 (4 Punkte): Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Zeigen Sie, dass
f genau dann konvex ist, wenn gilt:

fly) > f(z)+ f'(z)(y — z) fir alle z,y € 1.

Aufgabe 3: Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Beweisen Sie:
(a) fistkonvexinl <= Vzyel: f(3)< w

(b) f konvex und streng monoton wachsend = (—f""): f(I) — R ist konvex.

Aufgabe 4: Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes:
(a) |cos(e®) — cos(e¥)| < |z — y| fur z,y <0,
(b) |In(1 4 2)| < &= fiir x > 0.

Vitz
Hinweis zu (b): Betrachten Sie die Funktion f(t) =1In(1+4t) — \/th im Intervall [0, z].

Aufgabe 5: Seien a,b > 0 und b # 1. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

o .1
(a) lﬁgx In(x) (b) Jl_}tﬁloﬁln(x)
) . ) l’b _ b:p
(c) lim (d) lim 75—

Aufgabe 6 (4 Punkte): Zeigen Sie, dass die Ungleichungen

Lo, 1( @ 3<1(1+)< Lo, 1y
Pt Ty \1gg) ST =TTt TR

fiir 0 < x < oo gelten.
Hinweis: Untersuchen Sie die Taylor-Entwicklung von In(1 + x) um den Punkt a = 0.



Aufgabe 7: Sei I C Rein Intervall, f : I — Rkonvex und Ay,..., A\, € Rt mit \{+...+ )\, = 1.
Zeigen Sie, dass

fir alle x4, ...,x, € I gilt.

Aufgabe 8: Seie >0, f: (—¢,1+¢) — R differenzierbar.

(a) Es gelte |f(x)| 4+ |f'(x)| # 0. Zeigen Sie, dass f nur endlich viele Nullstellen in [0, 1] haben
kann.

(b) f’ sei stetig, f(0) =0 und |f'(x)| < A|f(z)|. Zeigen Sie, dass f(x) =0 in [0, 1].
Aufgabe 9: Sei f: Rt — R* stetig und bijektiv.

(a) Zeigen Sie, dass f™ genau dann streng monoton steigend ist, wenn f streng monoton
steigend ist.

b) Zeigen Sie, dass es fiir jedes f ein x € RT gibt, so dass f"(z) #
f(=)

Aufgabe 10 (8 Punkte): Berechnen Sie die Grenzwerte

() lim arccos(z) + sin(z) — § (b) lim V1 + 22 — cos(z)

z—0 3 z—0 sin(:p)

(c) lim 1= cos(vr) (d) lim 2* (arcsin (1) — arcsin ( +1))

zl0  sin(x) z—00
Hinweis zu (d): Mittelwertsatz

Aufgabe 11 (4 Punkte): Sei f(z) = = — sin(z) + exp(x).
(a) Zeigen Sie, dass f injektiv ist.
(b) Bestimmen Sie f(R).
(c) Berechnen Sie (f™)(1).

Aufgabe 12: Wir betrachten die Funktionen f : (0,00) — R und g : (0,00) — R, definiert
durch

8 |~
8 |~

f@)=21+sin(L)cos (L) und g(z) = (L +sin(2
(a) Zeigen Sie, dass 11&)1 f(z) = 0o und lig)l g(x) = 0.

) cos(2)) exp (sin (2

(b) Zeigen Sie, dass fiir ¢’'(x) # 0 gilt, dass

f’(;p): QCos(l) ( 1 >
g'(x) exp(sin(3)) \2cos (3) + (z +sin(3)cos (3)) )

2 cos (l) < 1 >
Zeigen Sie, dass lim =0.
(©) Beie ©) x

z{0 exp (sm

(d) Gilt lim f(—> =07



