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Analysis 1, Woche 1

Z.ahlen

1.1 Elementares

Bevor wir mit Analysis anfangen, legen wir erst einige mathematische Symbole fest.

1.1.1 Logische Symbole

Seien A und B Aussagen. So eine Aussage ist zum Beispiel: Gras ist griin, oder Krokodilien
fliegen. Die erste Aussage wird meistens wahr sein; die zweite Aussage hochst selten.
Fiir mathematische Aussagen werden wir in den Anfangervorlesungen zwei Moglichkeiten
zulassen: wahr oder unwahr.

Um logische Folgerungen kurz und klar aufschreiben zu kénnen, hat man sich auf den

folgenden Symbole geeinigt:

e AN B heifit , A und B gelten;
e AV B heifit ,, A oder B gilt“ (auch beides gleichzeitig ist erlaubt);

e A = B heifit ,wenn A gilt, dann gilt auch B;
A < B bedeutet B = A;
A < B bedeutet (A = B) A (A < B);

e —A ist die Verneinung von A.

In einer Wahrheitstafel fasst man dies wie folgt zusammen:

A [ B [AAB|AVE [A=B| A |
wahr wahr wahr wahr wahr | unwahr
unwahr | wahr unwahr | wahr wahr wahr
wahr | unwahr || unwahr | wahr | unwahr | unwahr
unwahr | unwahr || unwahr | unwahr | wahr wahr

Beispiel 1.1 Die Aussage
», Wenn es regnet, fahre ich nicht mit dem Fahrrad zur Arbeit®
Diese Aussage ist wahr, denn ich fahre nie mit dem Fahrrad zur Arbeit. Ob es regnet oder

nicht, ist egal.
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Beispiel 1.2 Die Aussage
, Wenn man Hollander ist, hat man Holzschuhe®
st nicht wahr, denn der Autor dieses Skripts hat keine Holzschuhe.

Beispiel 1.3 Die Aussage
,Die Aussage, dass wenn man Hollénder ist, hat man Holzschuhe, ist unwahr*
18t wahr.

Bei der Herleitung einer konsistenten Schlufifolgerung ist die logische Umkehrung oft
sehr niitzlich. Mit Hilfe einer Wahrheitstafel sieht man leicht, dass A = B und -B = - A
dquivalent sind:

| A | B [A=B] -B | -A [-B=-A]
wahr wahr wahr | unwahr | unwahr wahr
unwahr | wahr wahr | unwahr | wahr wahr
wahr | unwahr | unwahr | wahr | unwahr | unwahr
unwahr | unwahr wahr wahr wahr wahr

Diese Ergebnisse fassen wir zusammen in nédchsten Lemma
Lemma 1.4 Seien A und B beliebige Aussagen. Dann gilt die logische Umkehrung:
(A= B) < (-B=-A).

Theoreme, Propositionen und Lemmata werden in der Mathematik benutzt um mehr
oder weniger wichtige Aussagen konzentriert darzustellen.

1.1.2 Sonstige Symbole

Fiir eine konzentrierte Darstellung mathematische Ergebnisse verwendet man die folgende
Symbole aus der Mengenlehre:

e 1 € A heifit ,x ist ein Element von A,
e A C B heifit ,, A ist eine Teilmenge von B*;

e AUB = {z;z € A oder z € B} ist die Vereinigung beider Mengen (,,oder* ist hier
nicht ausschliefiend);

ANB ={z;x € Aund z € B} ist der Durchschnitt beider Mengen;

A\B ={z;z € Aund x ¢ B},
o T heifit ,es gibt*;

V heif}t ,fiir alle*.
Lemma 1.5 Sei A eine Menge und A, eine Aussage fiir x € A. Dann folgt:
- (Vo € A gilt A,) & (Fx € A mit A, gilt nicht).
Dies kann man noch kiirzer fassen mittels:
~(VreA:A,) & (FreAd:-A,).

Eine allgemeine Aussage fiir die Elementen einer Menge ist also falsch, wenn man in dieser
Menge ein Gegenbeispiel findet.
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1.1.3 Abbildungen, Funktionen

Wenn A und B zwei Mengen sind, dann nennt man eine Vorschrift f, die an jedes Element
von A ein Element von B koppelt, eine Abbildung oder Funktion. Man schreibt f : A — B.
Wenn fiir (a,b) € A x B gilt f(a) = b, dann nennt man b das Bild von a. Die Teilmenge
f74b) :={a € 4; f(a) = b} nennt man das Urbild von b.

Definition 1.6 Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv (= eineindeutig), wenn f(x) =
f(y) impliziert, dass v =vy.
Bei einer injektiven Abbildung hat jedes Urbild héchstens ein Element.

Definition 1.7 FEine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, wenn es fir jedes b € B ein
a € A gibt mit f(a) =b.

Bei einer surjektiven Abbildung hat jedes Element von B ein nicht-leeres Urbild.
Definition 1.8 Fine Abbildung f : A~ B, die surjektiv und injektiv ist, heifit bijektiv.

Beispiel 1.9 Sei A die Menge aller Steuerzahler in Deutschland. Die Abbildung f, die
deren Steuernummern liefert, ist tiberraschenderweise nicht injektiv. Tatsdchlich scheint
nur die Abbildung nach {Steuernummer, Identititsnummer} injektiv zu sein.

Beispiel 1.10 Sei A die Menge der Studenten am Donnerstagmorgen 22.10.2015 um 8.50
mm Horsaal B. Weil Mathematik- und Physikstudierenden wieder die gleiche Vorlesung
héren, haben wir befiirchtet, dass die Abbildung auf die Sitzpldtze surjektiv ist. Die dhnliche
Abbildung am Montagmorgen 23.12.2015 wird garantiert nicht surjektiv sein. Diese und
dhnliche Abbildungen sind normalerweise jedoch injektiv.

1.2 Natiirliche Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen nennt man N:
N={0,1,2,...}.

Manchmal fangt man auch erst mit 1 statt 0 an. Wir werden 0 dazunehmen und fiir die
natiirlichen Zahlen ohne 0 schreiben wir

Nt =1{1,2,3,...}.
Addition und Multiplikation sind Abbildungen von N x N nach N.

Wir nehmen an, dass man diese natiirlichen Zahlen kennt. Die Liebhaber schauen sich
in dieser FuBnotd!] an, wie man sie axiomatisch einfiihrt.

Jede natiirliche Zahl n > 2, die nur durch n und 1 innerhalb N teilbar ist, nennt man
Primzahl.

I Peano fithrt N wie folgt ein:
Definition 1.11 N wird definiert durch:

1. 0eN,
2. Es gibt eine Nachfolgerabbildung N : N — N derart, dass:

(a) 0 ¢ N(N),
(b) N(n)=N(k)=n==Fk (N ist injektiv),
(¢) wenn A C N derart ist, dass 0 € A und N(A) C A, so gilt A=N.

Wenn man kein Rémer ist, dann kiirzt man durch: 1 := N(0), 2 := N(N(0)) usw.
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1.2.1 Vollstandige Induktion

Wenn man fiir alle n € N eine Behauptung B(n) beweisen mochte, kann man oft den
folgenden Ansatz benutzen:

Theorem 1.12 (Induktionsprinzip) Sei B(n) mit n € N eine Folge von Behauptun-
gen. Nehme an

1. B(0) gilt, und

2. (B(n) = B(n+1)) gilt fir alle n € N.
Dann hat man ,B(n) gilt fir alle n € N“

Bemerkung 1.12.1 Die zweite Bedingung heifst: angenommen B(n) ist wahr, dann folgt,
dass auch B(n + 1) wahr ist und dies gilt fir jedes n € N

Beweis. Nenne A die Teilmenge aus N, die definiert wird durch ,, B(n) ist wahr firn € A*“.
Eigenschaft 2(c) aus Definition gibt das Ergebnis. n

Als Beispiel betrachten wir eine berithmte Ungleichung.

Lemma 1.13 (Bernoullische Ungleichung) Fir x> —1 und n € N gilt

(1+2)">1+na. (1.1)

Beweis. Diese Behauptung I8t sich mit dem Induktionsprinzip beweisen. Zwei Aussagen
sind zu beweisen.

1. B(0), also (1+z)° > 1+ 0z.
Fiir n = 0 hat man (1+2z)° =1 > 1+ 0z.

2. B(n) = B(n+1) fir n e N, also
(I4+2)">1+nr = (1+2)""' >14+0n+1)z

Angenommen, dass
(14+2)">1+nx (1.2)

gilt, findet man

(14+2)"" = (142" (14+2) > (1+n)(1+2)
= 14+(mn+Daz+n?>1+n+1) o

Bei #) ist die Induktionsannahme (|1.2]) benutzt worden, die Annahme, dass 1+z > 0,
und Ordnungsregeln beim Multiplizieren: @ > b und ¢ > 0 impliziert ca > cb.

Aus dem Induktionsprinzip folgt dann (1.1]). [
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1.2.2 Funktionen auf N

Seien ay, fiir k € N irgendwelche Zahlen, die man addieren und multiplizieren kann.

Notation 1.14 Man schreibt fiirn € NT = {1,2,3,...} folgendes:

n

o) ap=ai+ay+t-+ap,
k=1

n
® Hak = a1.ag.- -+ .Ap.
k=1

0 0
Auflerdem vereinbart man, dass Z ar =0 und H a, = 1.

k=1 k=1

Bemerkung 1.14.1 Be: den Piinktchen geht man davon aus, dass wir diese eindeutiq
erginzen. Fine prdzise Definition wdire induktiv:

0
1. Zak =0 und
k=1

n+1 n
2. Zak = <Z ak> + apyq fiir alle n € N.
k=1

k=1
So findet man
100
> k=1+2+3+--+100 = 5050
k=1
und man sieht, dass k nur eine Notationshilfe ist. Fiir n € N kann man zeigen, dass

u 1
k=1

Auf dhnlicher Art definiert man auch
Zak:a0+a1+~~+an
k=0

und, wenn n > 15

n
E ap = Q15 + Q16 + *** + Ap.
k=15

Fakultat: Man definiert fiir n € N

n
nl = H k,
k=1
sprich ,,n-Fakultit“, und dies kann man auch schreiben als

n!l = nn—1)(n—2) ... 3-2-1fir n € N\ {0},
o = 1
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Also:

n|o]1]2]3]4 |5 |6 |7 |8 | ]

n! [1]1]2]6]24]120]720 | 5040 | 40320 | ... |
Die Zahl n! erscheint beim Anordnen von gefirbten Kugeln. Man kann n unterschiedliche
Kugeln auf n! unterschiedliche Moglichkeiten hintereinander legen.

® s aha SN

4 Kugeln kann man auf 24 verschiedene Arten anordnen.

Binomialkoeffizient: Man definiert fiir n, k& € N:

ny L +1—m
k] St k41— m
Man spricht ,,n iiber £“. Wenn man lieber mit Piinktchen schreibt:

n nn—1 n—k+3n—-k+2n—-%k+1
(k) = TrTo1 3 5 . fir n € N und k£ € N\ {0},

(Z) — 1 firneN.

Mit n unterschiedlichen Kugeln kann man (Z) unterschiedliche Teilmengen von k£ Kugeln
bilden.

d 9090000000

Nimmt man 3 aus 5 unterschiedlichen Kugeln, dann gibt es 10 Moglichkeiten.

Einige Identitéten:

(Z) = #!_k)!fﬁrk,neNmitkgn,
(Z) = (nﬁk) fiir k,n € N mit k£ < n,
(k:)*(@ — (”Zl)fﬁrk,neNmitlgkgn,
Y (Z) = 2"firneN.
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Lemma 1.15 Fiirn € N und beliebige Zahlen x,y ungleich O gilt:

(z+1y)" = En: (Z) oy k., (1.3)

k=0

Beweis. Man beweist dieses Lemma mit Hilfe vollstdndiger Induktion. ]

Wenn man erschrickt vor ), dann kann man (|1.3)) notfalls anders schreiben:

S ()t = (7 )y (7 n-1 4 (", 2,n—2 ("), 8,n-3 (") 4,n—4 n n—1, ny .
g}(k)"ry—ovalxy +2xy +3xy +4ly +..‘+n_1xy+nxh

Dann geht man wieder davon aus, dass jeder die Piinktchen versteht. Ubrigens gilt diese
letzte Formel auch fiir z,y = 0.

1.2.3 Ganze Zahlen

Man setzt:
Z={...,-2,—-1,0,1,2,... }.

Addition, Multiplikation und sogar Subtraktion lassen sich auf Z x Z definieren. Man sagt
n < m fiir n,m € Z, wenn es eine Zahl k € N gibt so, dass n + k = m.
Fiir die Teilmenge der geraden Zahlen schreibt man

2Z ={...,—4,-2,0,2,4,...}
und fiir die Teilmenge der ungeraden

2Z+1=1{...,-5-3-1,1,3,...}.

1.3 Rationale Zahlen

Man setzt: "
Q:{—;nEZundm€N+}.
m

Dabei unterscheidet man jedoch zum Beispiel nicht zwischen % und %. Man sagt > = 7,
wenn nb = am. Addition und Multiplikation werden definiert durch

n

1 und n, dann ist Z eine Teilmenge von Q.

Identifiziert man

1.3.1 Algebraische Eigenschaften

Wenn man (K, +, -) schreibt, meint man damit, dass K irgendeine Menge ist, wobei Ad-
dition (+) und Multiplikation (-) definiert sind. Insbesonders soll K abgeschlossen sein
unter diesen beiden Operatoren, das heift: fiir alle a,b € K gilt a +b € K und a - b € K.

Definition 1.16 (K, +,-) nennt man einen Koérper, wenn:
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oo

1. Firallea,b,c € K gilt (a + b)+c = a+(b + ¢), die Assoziativitit der Addition;

2. Es gibt ein neutrales Element der Addition 0 € K so, dass fir jedes a € K
gilt a+0 = a;

3. Zu jedem a € K gibt es ein additiv inverses Element —a € K mit a+(—a) = 0;

4. Fir alle a,b € K gilt a + b= b+ a, die Kommutativitit der Addition;

. Fir alle a,b,c € K gilt (a-b)-c=a-(b-c), die Assoziativitit der Multipli-
kation,

6. Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation 1 € K mit 1 # 0 so, dass
fiir jedes a € K qgilt a -1 = a;

7. Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein multiplikativ inverses Element o™ € K
mita-a ' =1;

‘ (K\ {0}, ) mutiplikative Gru,ppe‘ ‘ (K, +) additive G’ruppe‘
]

8. Fiir alle a,b € K gilt a-b=b-a, die Kommutativitit der Multiplikation,
9. Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+c¢) =a-b+ a-c, die Distributivitdt.

Q wird mit Addition und Multiplikation ein Korper.

Bemerkung 1.16.1 Die Eigenschaften 1 bis 4 definieren (K, +) als (additive) Gruppe.
Ebenso definieren die Eigenschaften 5 bis 8 (K\ {0}, ) als (multiplikative) Gruppe. Wenn
nur die Eigenschaften 1-3 erfillt sind, dann nennt man (K, +) eine nicht-kommutative
Gruppe. Und um keine Verwirrung aufkommen zu lassen, wird (K, +), wenn alle 4 Eigen-
schaften erfillt sind, auch explizit eine kommutative Gruppe genannt.

Man kann direkt kontrollieren, dass (Q,+,-) ein Korper ist, und dass (Q,+) und
(Q\ {0}, -) eine additive, respektive multiplikative Gruppe ist.

Ofters sieht man folgende ,, Addition“ in Q: LHI= ﬁ. Angenommen wir nehmen

immer die ‘kleinstmégliche’” Schreibweise in Q, also % statt %, welche Probleme hat man
denn so fiir (Q,H, -)? Welche Korpereigenschaften wéren nicht erfiillt?

1.3.2 Ordnung
Auf Z gibt es eine natiirliche Ordnung. Man schriebt z; < zo, wenn z; links von 2y steht
in der Standardauflistung von Z:

o =2,-1,0,1,2,...

und z; < 29, wenn z; nicht rechts von 2, steht in diesee Aufistung. Diese Ordnung von Z
kénnen wir iibertragen auf Q:

b
Definition 1.17 Seien - und — in Q (mit a,b € Z und n,m € N\ {0} ). Man schreibt
n m

a b
— < —, wenn ma < nb,
n_m

und

3e

”

3o
3o

und man schreibt ¢ < & wenn & <
n m n
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1.3.3 Unendlich und abzihlbar

Definition 1.18 1. Man nennt eine Menge A unendlich, wenn A nicht leer ist und
wenn es eine Abbildung f : A — A gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.

2. Man nennt eine Menge A abzdhlbar unendlich, wenn A unendlich ist und es eine
surjektive Abbildung f : N~ A gibt.

Lemma 1.19 Q st abzdhlbar unendlich.

1.3.4 Rationale Zahlen reichen nicht

Die Griechen aus der Zeit von vor etwa 500 v.C. brachten die Zahlen in Verbindung mit
messbaren Liangen und dachten, dass sich alle Zahlen als Verhéltnis von ganzen Zahlen
schreiben lassen. Modern gesagt: Q reicht. Die Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat
gibt da aber schon ein Problem. Wegen Pythagoras findet man fiir die Ladnge x nédmlich
?=124+12=2.

Lemma 1.20 Es gibt keine rationale Zahl x so, dass x* = 2.

Beweis. Man beweist diese Aussage durch einen Widerspruch. Nehme an, es gibt n € Z
und m € N\ {0} so, dass
2
(2 -2
m

Man darf annehmen, dass n und m keinen gemeinsamen Teiler haben, denn wenn es nicht
so wire, konnte man n und m vereinfachen, indem man durch den gemeinsamen Teiler
dividiert. Es folgt

n? = 2m?.

WEeil die rechte Seite gerade ist, muss auch die linke Seite gerade sein und so auch n. Es
folgt, dass n = 2k fiir irgendein k£ € Z, und man findet

4k% = 2m?2.

Aus m? = 2k? folgt, dass m gerade ist und man erhilt einen Widerspruch. ]

Anscheinend reichen die rationalen Zahlen nicht aus, und es gibt Locher zu fiillen
zwischen den rationalen Zahlen. Das fithrt zu den sogenannten reellen Zahlen.

1.3.5 Wie kann man reelle Zahlen einfithren?

Eine Moglichkeit, die rationalen Zahlen zu vervollstiandigen, ist, die Ordnung von Q zu
benutzen. Eine Konstruktion ist wie folgt:

1. Sei § die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsend und nach
oben beschrankt sind.

2. Wenn {a,} -, und {b,} -, aus § sind, dann sagt man {a,} -, ~ {b,} —, (beide
Folgen sind dquivalent), wenn fiir jedes ¢ € Q gilt

a, < qfiirallen e N & b, <q fiir allen € N.

Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken.
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3. Schlussendlich setzt man R = (§, ~), dass heifit, man identifiziert Folgen, die dquivalent
sind.

Man fasst diese Konstruktion zusammen, indem man sagt:
R ist die Menge aller Grenzwerte von monoton wachsenden, beschrinkten Folgen aus Q.

Wir haben aber noch nicht gesagt, was ein Grenzwert oder ein Limes ist. Wir kommen
dann auch nichste Woche auf diese Einfithrung der reellen Zahlen zuriick.

Beispiel 1.21 Wir zeigen hier den Anfang einer monoton wachsenden Folge, die
V2 = 1.4142135623...

liefert:

14 141 1414 14142 141421
{1 b (1.4)

107 1007 1000° 10000’ 100000° "

Eine andere monoton wachsende Folge rationaler Zahlen, die /2 approzimiert, ist {a,}
definiert durch ag =1 und

neN’

3a2 + 2
4a,

fiir n € N. (1.5)

Apt+1 =

Man findet

(1.6)

5 107 47147 9013274027 327109561768877858987
" 47 807 342407 64572531207 232803967329042856960 7

und wenn man diese Zahlen bis in 10 Dezimalen berechnet, folgt
{1, 1.25, 1.3375, 1.376956775, 1.3958371864, 1.4050858562,...}.

Die Folgen in und @ sind dquivalent. Wir werden tibrigens noch sehen, dass man
V2 viel schneller approzimieren kann.
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Reelle Zahlen

2.1 Ordnung

Definition 2.1 Man nennt < eine Ordnung fir K, wenn
1. fir alle a € K gilt a < a (Reflexivitit),
2. fir alle a,b € K mita <b und b < a gilt a =b (Antisymmetrie),

3. fir alle a,b,c € K mit a < b und b < ¢ gilt a < ¢ (Transitivitit).

Definition 2.2 (K, <) nennt man total geordnet, wenn < eine Ordnung fiir K ist und
zusdtzlich

4. fir alle a,b € K gilt, a < b oder b < a.

Definition 2.3 (K, +,-, <) heiffit ein total geordneter Korper, wenn
1. (K, +,-) ein Korper ist,
2. (K, <) total geordnet ist,

3. fir alle a,b,c e K mita <b gilt a+c < b+c,

4. fir alle a,b,c e K mita < bund 0 <c gilta-c<b-c.

(K, +, <) heifit eine total geordnete Gruppe, wenn (K, +) eine Gruppe ist und die
Bedingungen 2 und 3 aus Definition erfiillt sind.

Man kann zeigen, dass (Z,+, <) eine total geordnete Gruppe ist und (Q, +, -, <) ein
total geordneter Korper.

Wenn (K, <) total geordnet ist, dann heiit & € K eine obere Schranke fiir die Teilmenge
A C K, wenn fiir alle a € A gilt, dass a < k.

Beispiel 2.4 Nehmen wir (Q x Q, <), wobei ,,(q1,q2) < (p1,p2) ¢ definiert wird durch

L1 < pround g < po ¥ dann ist < eine Ordnung aber nicht eine totale Ordnung, denn
fiir r = (%, %) und s = (%, %) gilt weder r < s noch s < r.

11
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2.2 Eine Einfiihrung der reellen Zahlen
Definition 2.5 FEine Relation ~ auf M heifit Aquivalenzrelation, wenn
1. fir alle x € M gilt: x ~ © (Reflexivitit),
2. fir alle x,y € M gilt: x ~y — y ~ x (Symmetrie),
3. fir alle x,y,z € M qilt: (x ~y ANy~ z2) = x ~ z (Transitivitdt).

Mit Hilfe der Ordnung und einer Aquivalenzrelation lassen sich die reellen Zahlen
einfiihren.

Definition 2.6 (R als Grenzwerte beschrinkter monoton wachsender Folgen)
Eine erste Konstruktion:

1. Sei § die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsendl] und nach
oben beschrinkt] sind.

2. Fir{a,}, o, {bn}rry € F sagt man {a,},~, ~ {b,}.—, (beide Folgen sind dquiva-
lent), wenn fir jedes ¢ € Q gilt

an, < q fir allen e N < b, <q fir allen € N.

Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken.

3. R:= (g, N),"das heifst, man identifiziert dquivalente Folgen und definiert R als die
Menge der Aquivalenzklassen.

ai az a3 agsaxieam

Man kann Q als Teilmenge von R betrachten, indem man fiir ¢ € Q die Aquivalenz-
klasse der Folge {q,q,¢,q,q, ...} nimmt. Wenn man jedoch jedes mal ein Element von R
als Aquivalenzklasse einer bestimmten Folge beschreiben wiirde, wird man schnell miide.
Stattdessen versucht man solche Elemente kiirzer zu beschreiben. Wir geben ein paar
Beispiele.

e Die Aquivalenzklasse zu {a,} ", die man in 1) definiert hat, nennt man v/2.

e Die Aquivalenzklasse zu {(1 + %)n}zozo nennt man e.

Man kann zeigen, dass diese Folge tatséchlich wachsend ist. Als ersten Schritt zeigen

WIr
n—m-+1 <n—m+2

n Toon+

fiir m > 1. (2.1)
Dies folgt aus:

nm—-m+1)(n+1)=n>—mn+2n—-—m+1<n>—mn+2n=(n—m+2)n.

'Eine Folge {a,},., heifit (monoton) wachsend wenn ag < a; < ap < ... Genauer gesagt, wenn
an < apyq fiir alle n € N. Man nennt die Folge streng wachsend, wenn a,, < a,1 fiir alle n € N.

Eine Folge {an} -, heiBt nach oben beschréinkt, wenn es eine Zahl M gibt mit a, < M fiir alle
n e N.
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Mit der Ungleichung in (2.1)) fiir 1 < m < k finden wir, dass

(N 1n n—k+1
0() =S

1n+1 n—=k+2 1 k
< = . = (") (——) . 2.2
“kln+1 n+1 (’C)(n+1) (22)

Aus (2.2) folgt wiederum, dass die Folge monoton wachsend ist:

(1) - ;";w(n) Sy m(;) 5
< 1+Z (" ( — ) <

n—l—l n+1
< n+1
- n +1 '
Die Folge ist auch beschrankt:

kO
1\" N (1N &K lan—1 n—k+1
(”a) - ZQ)(E) =2 Hn o m

IN

IA
(]
x|
IA
—_
_I_
—_
+
(]
o

2 k(k—1)
<o () ()
1

e Die Aquivalenzklasse zu {ZZZO m} nennt man 7. Das diese Zahl auch
n=0

den Flécheninhalt der Einheitsscheibe ergibt, kénnen wir nicht mit elementaren
Mittel zeigen. Man soll sich bis die Vorlesung Funktionentheorie gedulden.

Es stellt sich heraus, dass R eine verniinftige Struktur hat und auf natiirliche Weise
die Locher in Q auffiillt, wenn wir Addition, Multiplikation und Ordnung fiir R passend
definieren. Passend heif3t, dass die Definition fiir Elementen aus Q die iibliche bleibt und
sich auf natiirliche Art ergénzt fiir Elementen aus R. Ein Paar Sachen werden wir zeigen.

Erstens die Addition. Die ist relativ einfach. Man definiert x + y, indem man zwei
Folgen rationaler Zahlen zu z und y nimmt, sage = := {z,} -, € Fund y := {y, },—, € ,
und schreibt

Tty = {xn + yn};’o:o :
Mit = 2 {z,}°°, ist gemeint, dass {z,}°", ein Vertreter aus § ist fiir die Aquivalenz-
klasse zu = € (§,~). Man kann zeigen, dass {z, +y,} -, € § und die dazu gehérende
Aquivalenzklasse nicht abhéngt von den Vertretern {z,} ~, und {y,}
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Auch kann man schon zeigen, dass drei Eigenschaften eines Korpers (Assoziativitét,
Existenz von einem neutralen Element und Kommutativitdt beziiglich der Addition)
erfiillt sind.

Fir die Existenz eines additiv inversen Elementes zu z kann man nicht einfach
{—z,} , nehmen, weil diese Folge nicht monoton wachsend ist. Wenn z € (§, ~), gibt
es aber ein —z € (§,~), und das sieht man zum Beispiel mit Hilfe des folgenden Algo-
rithmus. Dieser liefert eine Folge {b,} ,, die —x vertritt.

Algorithmus 2.1 1. Sei g € Q eine obere Schranke fiir z = {z,},_, und setze
bp:=—q, n:=0 und s:=1.

2. Wenn —b, — s eine obere Schranke ist fir {z,} ., setze

bn+1 = bn + s

Wenn —b, — s keine obere Schranke ist fiir {z,},_,, setze

. 1
bni1:= b, und s:= 3s.

3. n:=n+1 und gehe zuriick zu 2.

Die Folge {b,} , soll —z := {b,} -, liefern. Dann mufl man aber noch zeigen, dass
z + (—x) = 0 oder besser gesagt: dass 0 die kleinste obere Schranke fir {z,, + b, },, ist.

T

L J
o

Xq Xy X3X

(]
& J

Abbildung 2.1: Wenn x = {x1,2,...} wachsend ist, dann ist {—x1, —x,...} fallend
und deshalb nicht passend fiir —x. Fir eine passende Definition von —x soll man eine
wachsende Folge bestimmen. So eine Folge ist in grin dargestellt.

Die Multiplikation in R ist schon ldstiger zu definieren. Wenn z := {x,,}~ , € § und
y = {y,}.~, € § so sind, dass z, und y, positiv sind fiir n geniigend groB, dann setzt

man
]

n=0 "

x-y — {max (0, xn) max (07 yn)}

Auch hier mul man zeigen, dass das Ergebnis nicht vom zufélligen Vertreter abhéngt.
Wenn fiir alle x,, gilt, dass x,, < 0, aber y,, > 0 fiir n geniigend grof}, dann benutzt
man zweimal den Algorithmus fiir das additiv Inverse und definiert

roy=—((-2)y),

und so weiter.

Die Ordnung < wird wie folgt definiert in R. Seien x,y vertreten durch monoton
wachsender Folgen {z,} und {y,} -, € §, dann setzt man = <y, wenn:

{zn ) g ~{yntey oder IN eN:n >N =z, <y,. (2.3)

Auch hier muss man kontrollieren, dass die Definition nicht von den spezifischen Vertretern
abhéngt, dass man so eine totale Ordnung bekommt, und sie die Ordnung auf Q erweitert.
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Bemerkung 2.6.1 Bemerke, dass nur die zweite Hdlfte in als Definition der Ord-
nung auf R nicht wohldefiniert ist. Denn mit nur dieser zweiten Hilfte als Definition fiir
x <y, wirde man fir x, =1 und y, = ;25 finden, dass

e {

n+1 0

obwohl beide Folgen zu der reellen Zahl 1 gehoren. Weil bei einer totalen Ordnung gilt: >
(grifier) ist £ (nicht kleiner gleich), wiirde diese zu 1 > 1 fiihren.

Das ganze ist eine ziemliche langwierige Sache und die Ergebnisse sind nicht sehr
iiberraschend. Man findet jedoch, dass fiir Elementen aus Q die iibliche Addition, Multi-
plikation und Anordnung erhalten bleiben. Auch gilt das folgende Ergebnis.

Theorem 2.7 (R, +, -, <) ist ein total geordneter Korper.

Notation 2.8 Die folgenden Teilmengen von R nennt man Intervalle. Seien a,b € R mit
a <b.

o [a,b] :=={zx € R; a <z <b}; (abgeschlossenes Intervall)
o (a,b) :=={z €R; a <z <b}; (offenes Intervall)

o (a,b] :={z eR; a<z<b}.

Manchmal sieht man auch:

o (—o0,b:={x eR; x <b}.

Die Bedeutung von [a, b), [a,o0), (a,00) und so weiter kann man erraten.

Wir haben hier die Symbole —oo (negativ unendlich) und oo (positiv unendlich) be-
nutzt. oo und —oo sind keine Zahlen und liegen nicht in R. Man schreibt ab und zu
trotzdem R := RU{—o00,00}. Mit (R,+,-) kann man aber nicht mehr wie mit einem
Korper arbeiten: oo — oo lésst sich nicht verniinftig definieren.

2.3 Andere Einfiihrungen der reellen Zahlen

Statt monoton wachsender, nach oben beschréankter Folgen in Q zu nehmen, kann man
auf dhnliche Art auch monoton nach unten beschriankte Folgen in Q nehmen. Das wire
eine zweite Konstruktion.

bbby bs b,

Fiir eine néchste Moglichkeit brauchen wir die Betragsfunktion. Sei K eine Gruppe
oder ein Korper mit einer totalen Ordnung <. Dann setzt man

a wenn a > 0,
la| =
—a wenn a < 0.

Und a < 0 bedeutet 0 > a und a # 0.
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Definition 2.9 (R durch Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen) Fine dritte Kon-
struktion:

1. {a,},", mit a, € Q heifit eine Cauchy-Folge (auch Fundamentalfolge genannt),
wenn:

Ve >03dN. e Non,m > N, = |a, — an| < e.
Sei €F die Menge aller Cauchy-Folgen in Q.
2. Fir{an} "y, {bn}.—y € €F sagt man {a,} —, ~ {b,} —, (beide Folgen sind dquiva-

lent) wenn
Ve >03IM, eN:n> M, = |a, —b,| <e.

3. R:= (€F,~).

C1 C3 Cs Cy@pCe Cau C2

Definition 2.10 (R durch Dedekindsche Schnitte) Eine vierte Konstruktion:
1. (A, B) heifit Schnitt von Q, wenn A, B C Q mit

(a) A#0, B#0 und AUB =Q und AN B = .
(b) fiir jedes a € A und b € B gilt a < b.

2. wenn es q € Q gibt mit a < q fir alle a € A und q < b fiir alle b € B, dann sagen
wir die folgenden Schnitte sind dquivalent:

(A\{q},BU{q}) ~ (AU{q}, B\ {q}).

3. Sei & die Menge aller Schnitte in Q und R := (&, ~).

=

Beispiel 2.11 Ein Schnitt fir /2 ist
e A={ae€Q;a<0 odera® <2},
e B={a€Q;a>0unda®>2}.

Weil es keine Zahl a € Q gibt derart, dass a*> = 2 folgt AN B = 0.

Definition 2.12 (R durch Intervallschachtelungen) FEine fiinfte Konstruktion:
1. {1,,},°, mit I, = [ay, b,] und a, <b, heift eine Intervallschachtelung, wenn

(a) fir jedesn € N gilt 1,11 C I,;
(b) es fiir jedes € > 0 ein Intervall I,, gibt mit Lange b, — a, < €.
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Ser J die Menge der Intervallschachtelungen in Q.

2. Zwei Intervallschachtelungen {I,} 7, und {J, },—, heiffen dquivalent, wenn fir jedes
neN giltI,NJ,#0.

3. R:=(J,~).

ax az az azangdipbbibs by by

e ]

T

Beispiel 2.13 Eine Intervallschachtelung fiir v/2 ist {[an, by)}, o mit

3a2+42 p.
e ag =1 und a,y1 = i’;: firn € N,

2
e by =2 und b, = 312;)” fiir n € N.

2.3.1 Nur eine vollstindige Erweiterung?

Zu diesen verschiedenen Einfiihrungen von R sollte man aber einige Fragen kldren. Zum
Beispiel:

e Liefern diese Verfahren alle das gleiche Ergebnis?

e Man findet, mit Q angefangen, eine groflere Menge, die man R nennt. Wenn man ein
dhnliches Verfahren loslédsst auf R, bekommt man dann eine noch gréfiere Menge?

Selbstversténdlich sind monoton wachsende Folgen keine monoton fallenden Folgen
und man hat streng genommen zwei verschiedene Ergebnisse, wenn man bei den ersten
beiden Konstruktionen nur die Form der Konstruktion betrachtet. Trotzdem soll man das
Gefiihl haben, dass diese zwei Methoden keinen wesentlichen Unterschied herbeifithren. In
der Mathematik verwendet man den Begriff isomorph. Man meint mit ,,A ist isomorph
zu B“, dass es nicht nur eine bijektive Abbildung von A nach B gibt, sondern dass diese
Abbildung auch die Struktur erhéﬂtﬂ

Bevor wir die zweite Frage beantworten konnen, brauchen wir:

Definition 2.15 Sei (K, <) total geordnet. Dann heiffit K vollstindig beziiglich der
Ordnung <, wenn jede nicht-leere nach oben beschrinkte Menge M C K eine kleinste
obere Schranke hat. Diese kleinste obere Schranke von M heifit das ,,Supremum wvon
M “ und man schreibt sup M .

3Der Begriff Isomorphie hingt ab von der betreffenden Struktur.

Definition 2.14 Zwei total geordnete Korper (K, +,-, <) und (L,®,®,<) heifflen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : K — L gibt, so dass:

1. pla+b) = p(a) ®p(b);
pla-b) = p(a) © @(b);

2.
3. a<b<spa) < pb).
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Theorem 2.16 Es gibt, bis auf Isomorphier{), eine eindeutige Erweiterung R von Q, die
vollstandig ist beziiglich der Ordnung <.

Es gibt Erweiterungen von @Q, die echt kleiner sind als R, aber nicht vollstindig
beziiglich der Ordnung sind. Zum Beispiel ist auch Q [\/5} = {p +qV2;p,q € @} ei-
ne Erweiterung von Q.

2.4 Eigenschaften

2.4.1 Abziahlbarkeit

Wir haben gesehen, dass QQ abzéhlbar unendlich ist. Wie ist das mit R?
Theorem 2.17 R ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Wir nehmen an, {xg, z1, s, ...} sei eine Abzéhlung von R, und werden einen
Widerspruch erzeugen. Das funktioniert wie folgt. Zu jedem x,, kann man die Dezimalent-
wicklung als Folge nehmen. So wie v/2 die Aquivalenzklasse von der monoton wachsenden
und beschrénkten Folge {1, 1.4, 1.41, 1.412, ...} darstellt. Wir definieren y durch eine
Folge {y, } -, die wir als Dezimalentwicklung definieren, wo die n-te Dezimale von y (eine
Ziffer von 0 bis 9) ungleich der n-ten Dezimale von z,, gewéhlt wird (und auch ungleich
9). Also zum Beispiel fiir die reellen Zahlen

{50, 51, 51.3, 51.34, 51.343, 51.3436...}
{400, 440, 444, 444.6, 444.66, 444.666...}
{0, .1, .19, .191, .1912, .19121, .19123...}
{3, 3.1, 3.12, 3.123, 3.1234, 3.12345, ...}

124

Zo

I

T

I

X2

I

xs3

wéren die Dezimale, die zu meiden sind, 1.693 ... . Wir ersetzen dann die Ziffer k£ durch
k+1 oder k — 1. Die Ziffern 9 und 0 sollen dabei vermieden werden. Nehme zum Beispiel

y = {2, 2.7, 2.78, 2.784, ... }.

Die Zahl y liegt in R (die Folge ist monoton wachsend und beschréinkt) aber nicht in der
Abzahlung, weil y sich von jedem x,, in mindestens einer Dezimalstelle unterscheidet und
daher keinem z,, gleicht.

Die Ziffern 9 und 0 sollen vermieden werden, weil

1.00000000... = .9999999999... .

Die Dezimalentwicklung von reellen Zahlen ist leider nicht eindeutig (surjektiv aber nicht
injektiv!). |

Obwohl QQ abzahlbar ist und also deutlich weniger Elementen hat als das iiberabzahlbare
R, gelten die folgende Ergebnisse:

Lemma 2.18 o Fiiralle x,y € R mit x <y gibt es ein q € Q, so dass x < q < y.
o [ir alle p,q € Q mit p < q gibt es x € R\Q so dass p < x < q.

o Q liegt dicht in R, das heifit, fir jedes x € R und ¢ > 0, gibt es ¢ € Q mit
lr —q| <e.

Die Beweise dieser Aussagen sollte man selber zeigen kénnen.

4 A und B heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt, die die Struktur von A
und B behilt.
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2.4.2 Vollstandigkeit
Einen ganz wichtigen Bestandteil von Theorem mochten wir noch mal betonen.

Korollar 2.19 (R, <) ist vollstindig, das heifst, jede nicht leere, beschrinkte Menge aus
R hat ein Supremum.

Fiir eine andere Moglichkeit, diese Vollstdndigkeit zu formulieren, braucht man den
Begrift |,Grenzwert “.

Definition 2.20 Sei {a,} , eine Folge von Zahlen in R. Die Folge heifst konvergent
nach a € R, wenn Folgendes gilt:

Ve >0, AN. e N, n> N. = |a, —a| < &.

Man schreibt lim a,, = a und nennt a den Limes oder Grenzwert.
n—oo

Die meistbenutzten Formulierungen der Vollstédndigkeit von R fasst man wie folgt
zusammen:

Theorem 2.21 Sei R wie in Definition [2.6 Dann gilt:

Jede beschrdnkte nicht leere Menge in R hat ein Supremum in R.

Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge in R hat einen Limes in R.

Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge in R hat einen Limes in R.

Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent in R.
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Komplexe Zahlen 1

3.1 Etwas Imaginéires

Zusétzlich zu den reellen Zahlen fithren wir das Symbol ¢ ein und wir vereinbaren:
i =—1

Wir mochten die reellen Zahlen erweitern mit <. Das heif3t, wir moéchten mit ¢ addieren und
multiplizieren konnen. Sofort sieht man, dass die kleinste Menge, die RU {i} umfasst und
abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist, mindestens Zahlen der Form x + iy
enthalten sollte und wir auch fiir solche Zahlen Addition und Multiplikation definieren
miissen. Betrachten wir also

R[i] = {z +iy;r,y € R}
e Die Addition wird wie iiblichl] definiert:
(x+iy)+(a+ib) = (xr+a)+i(y+Db).

Man sieht fast sofort, dass Assoziativitit und Kommutativitit fiir diese Addition
gelten, dass auch ein neutrales Element, 0+ 0, zur Addition existiert und dass jedes
Element ein additiv Inverses hat.

e Wenn wir die ,,normale“ Regel fiir Multiplikation in R erhalten méchten, dann sollte
gelten

(x +1y) (a+ib) =z (a+1ib) + iy (a+ ib)
=zxa+zib+iya+iyib
=za+izb+iyat+iiybd
= (za —yb) +i(zb+ ya).

Die Multiplikation definieren wir auch genau so. Wir schreiben vorlaufig mal ©:

(x+1iy) © (a +1ib) = (za — yb) + i (b + ya) .

!Das Wort ‘iiblich’ ist eigentlich nur eine Ausrede, um die Feinheiten unter den Teppich zu kehren.
Formell unterscheidet man drei verschiedene +. Schreiben wir + fiir die bekannte Addition in R, + fiir
die Notation in R [i] = {z + iy; z,y € R} und & fiir die Addition in R [¢], wiirde es so ausschauen:

(x+iy)® (a+ib)=(x+a)+i(y+b).

Weil (R [i], @) eine Gruppe bildet, die (R, +) erweitert wenn man z + ¢0 und x identifiziert, folgt es, dass
man ohne Probleme dreimal + schreiben kann.

21
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Jeder Buchhalter kann direkt kontrollieren, dass Assoziativitdt und Kommutativitat
fiir die Multiplikation gelten. Sogar die Distributivitét folgt unmittelbar. Auch findet man
gleich das neutrale Element:

(x+iy) ©(1+i0)=(x1—-y0)+i(x0+yl)=2x+iy.

Fiir das inverse Element bei der Multiplikation muss man sich einige Miihe geben. Fiir
x+iy # 0+40, also v # 0 und y # 0, hat man 2? + y?> # 0, und es ist folgendes
wohldefiniert:

€z -y

. —17 .
(x + iy) _x2+y2+2x2+y2'

Eine Kontrollrechnung ergibt

R | N x .Y N
(z + iy) @(:c+zy)—<x2+y2+zx2+y2>®(m’+zy)—

- Y I R — 1440
= xr — 7 e = [AVE
I2+y2 x2+y2y I2+y2y x2+y2

Auch die Multiplikation ® in R [i] vertragt sich mit der Multiplikation in R:

(x+i0)©(a+i0)=(ra—00)+i(x0+0a)=2a+1i0 =2 a.

Deshalb gibt es keine Probleme, wenn wir statt (z + iy)®(a + ib) ab jetzt nur (z + iy) (a + ib)
schreiben. Man setzt
(Ca +, ) = (R [2] s Q)

und nennt C die Menge der komplexen Zahlen. Die Tatsache, dass (C, +, -) eine verniinftige
Struktur hat, fasst man zusammen in:

Lemma 3.1 (C,+,) ist ein Korper.
Beispiel 3.2 o (1+12) + (34 i4) =4+ 16,
o (1+12)(3+i4) = —5 +1l0,

1+Z2 11 > 2
*3yaa m W

e 2=(0+i1)>=(04i1)(0+4l) = -1 +i0 = —1.

Endlich kénnen wir die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen:

Beispiel 3.3 Man list 2> = —17 wie folgt:
2
2= 1T 22— (W1T) =06 (2= iV17) (2 +iVIT) =0

und

(= VT7) (2 +iVIT) =0 (2 = iVIT =0 oder 2 + V1T =0) . (3.1)

Man findet z € {2\/1_7, —z\/1_7}
In wird benutzt, dass fiir a # 0 eine Inverse a=' existiert. Wenn dann ab = 0 gilt,
folgt

b= (a"a)b=a""(ab)=a"'0=0.
Also auch hier finden wir mit Hilfe der Kdrpereigenschaften fiir ab =0 mit a,b € C, dass
a=0 oderb=0.
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Obwohl C nicht R? ist, kann es niitzlich sein, die Darstellung in R? zu benutzen, um
Fragen zu veranschaulichen.

Definition 3.4 Sei z € C und schreibe z = x + iy mit x,y € R.
1. Der Realteil: Re(z) = x;
Der Imagindrteil: Tm(z) = y;

Der Betragﬂ: |z] = /22 + y?;

Das Argument: Arg(z) = ,,die Grifle des Winkels £ (1,0, z) gegen den Uhrzeiger-
sinn gemessen “.

e e

Bemerkung 3.4.1 Die Definition des Arguments ist hier derart, dass Arg(z) € [0,2n)
fir alle z € C\{0}. Mit einer anderen Buchfiihrung hdtte man auch zum Beispiel Arg(z) €
(—m, 7] nehmen konnen. Fir z =0 definieren wir kein Argument.

Man sollte noch kontrollieren, ob der oben definierte Betrag iibereinstimmt mit dem
schon vorher definierten Betrag fiir reelle Zahlen:

>
\x+¢0|(c:\/m:\/?:{ x(we“”—o)) }:|;,;|R;

—z (wenn z < 0

also konnen wir ohne Probleme | | schreiben.
Niitzlich ist auch die sogenannte komplere Konjugation.

Definition 3.5 Fiir z € C, mit z =z + iy und x,y € R, schreibt man zZ = x — 1y.
Bemerkung 3.5.1 Z nennt man das komplex Konjugierte von z.

Lemma 3.6 Sei z,w € C. Dann gilt:

- 2
o 2 Z=|z]";

e 2 tw=zZ+wW undzw =72 w.

Der Beweis ist direkt.

Die komplexe Konjugation kommt u.a. zur Hilfe bei der Division:

w Wz 2 _
—:—::—_:|Z’ wez.
z 2z
Zum Beispiel:
1—2¢ 1—2¢ —3—4 (1—22’)(—3—42') —11+ 22 11+.2
= = = = —_—— 71—
-3+ 4 —3+4 -3 —4 (—3 + 4i) (—3 — 42') 32 + 42 25 25

Man hat jetzt zwei ‘verschiedene’ Moglichkeiten eine komplexe Zahl zu schreiben:

z = Re(z)+ilm(z),
z = |z|(cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) .

2. Absolute value” oder ,,modulus” in Englisch.
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3i
; z Argz: |
Y ‘ 2i
3i i
‘ Re z ‘
2i -4 -3 2 -1 1 2 3
Arg z : i i
i 1
o __ - 21|
. Imz
1 1 2 3
Re z
- 3| L

Addition zweier komplexer Zahlen kann man darstellen, indem man das Parallelo-
gramm zu den beiden Punkten komplett macht. Uberraschenderweise kann man auch zu
der Multiplikation eine geometrische Darstellung finden.

Lemma 3.7 Wenn z,w € C, dann gilt:
1. Jzw| = [2] |w],
2. und fir zw # 0 gilt, dass
Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) fir Arg(z) + Arg(w) < 2,
Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) — 2w fiir Arg(z) + Arg(w) > 2.

Bemerkung 3.7.1 Grob zusammengefasst: ein Produkt in C ist ,,Lingen multiplizieren
und Winkel addieren “.

Beweis. Wir schreiben z = x + iy und w = u + v und finden:

lzw| = [(zu—yv) +i(zv +yu)| = /(2202 — 2zyuv + y2v2) + (2202 + 2yu + y2u?) =
— \/xQuQ + 202 + 2202 4 y2u2 = \/(:z:2 +2) (v +y?) = \/x2 + yQ\/,UQ +u2 = |z| |w|.
Mit Hilfe der ‘zweiten’ Schreibweise und Arg(z) = a, Arg(w) = (3, haben WiIE|

2w = |z| (cosa +isina) - |w| (cos f + isin f) =
= |z||w| ((cosacos B — sinasin 3) + i (cos asin 3 + sin awcos ) =
= |z |w]| (cos (a + B) + isin (a + B)).
Also
cos (Arg(zw)) = cos (a+ ) und sin (Arg(zw)) = sin (a + )
und weil 0 < o + 3 < 4, findet man Arg(zw) = o +  oder Arg(zw) =a+—27. =m

3Die altbekannten Winkelformeln fiir sin und cos:

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf,

sin(a+3) = cosasinf + sinacos .
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3.2 Algebraische Gleichungen in C
Definition 3.8 FEine Funktion p: C — C der Form
p(2) = a2 + ap 12"+ a2+ ag
mit n € N und a; € C nennt man Polynom. Wenn a,, # 0, dann sagt man: ,,p hat Grad

n“ Eine Zahl zy € C derart, dass p(z1) = 0 gilt, heifst eine Wurzel von p.

Man kann mit diesem ¢ jetzt Quadratwurzeln von negativen Zahlen ziehen. Was pas-
siert aber, wenn man z? = i oder z? = 2 + 2i zu lésen versucht? Gibt es Losungen von
2° =47 Und wenn es sie gibt, kann man sie auch berechnen?

3.2.1 Das Losen von z" =w

Wir fangen gleich mal allgemeiner an und fragen uns, ob wir
2" =w € Cund n € N\ {0}

16sen konnen.
Benutzt man das letzte Lemma, dann findet man

21" = |2"] = |wl,

und weil |w| > 0 ist und |z| > 0 sein sollte, folgt

2] = /[l (3.2)

Weil
Arg(z") = Arg (w),

wenn z eine Losung ist, 148t der zweite Teil des gleichen Lemmas folgern, dass
Arg(2") = n Arg(z) — 2k,
wobei man ein k € {0,1,2,...,n} zulassen muss. Also hat man
1
Arg(z) = — (Arg (w) + 2k7) firein k € {0,1,2,...,n —1}. (3.3)
n

Das heifit, wenn z eine Losung ist von 2" = w, dann kann man (3.2)) und (3.3]) kombinieren
und bekommt

z = |z|(cos(Arg(z)) + isin (Arg(z))) =

_ Yl (cos (% (Arg (w) + Zkﬂ)) +isin (% (Arg (w) + m))) |

Lemma 3.9 Die Lisungen z € C von 2" = w € C und n € N\ {0} sind:

{W(eog (Arg(wiJr%W) +isin (Arg(wT)ﬁm)) ke f{0,1,2,...,n— 1}}.

Bemerkung 3.9.1 Man bemerke, dass es fiir w # 0 genau n verschiedene Lisungen gibt.
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Beweis. Vorher haben wir schon gezeigt, dass jede Losung diese Form hat. Mit Lemma
sieht man direkt, dass man auch tatsdchlich Losungen hat:

2t = (W (cos (%Arg (w) + SZW) + isin (%Arg (w) + §2W>>)n =
= |w|(cos (Arg (w) + k27) + isin (Arg (w) + k27)) =
= |w]| (cos (Arg (w)) + isin (Arg (w))) = w.

Man erinnere sich, dass sin und cos 27-periodisch sind['} |

Beispiel 3.10 Gefragt: 26 = —4 — 4/3i.
Es folgt |2|° = |25] = |—4— 4\/§z| = \/(—4)2 + (—4\/3)2 = /64 =8 und

2| = V8 = (2°)° =28 =2} = v2.

Auch hat man Arg(2%) = Arg(—4 — 4v/3i) = i (fertigen Sie eine Skizze an) und damit

1 /4 2 1
Arg(z) = 6 (gﬂ' + 2k7r) =37 + g/mr.

Die Losungen sind

2 2 ) ) 8 8
V2 (cos §7r + 2 sin 5#) , V2 (cos §7r + 2 8in §7r) , V2 <cos §7r + i sin §7r> ,

11 11 14 14 17 17
V2 (COS 371' + ¢ sin EW) , V2 (cos 57? + ¢ sin 5%) , V2 (cos 37‘(‘ + 28in EW) .

Leider ist das kaum einfacher zu schreiben. Man sieht aber so direkt, dass diese 6 Lisungen
in der komplezen Ebene die Ecken eines regelmdfligen Sechsecks bilden.

Beispiel 3.11 Gefragt: 2* = 1+ 2i.

Es folgt |2|* = |2%] = V124 22 = \/5 und
2| = 5.

Auch Arg(z?) = Arg(1 + 2i) = arctan (2) und damit

1 1
Arg(z) = 5 arctan(2) oder Arg(z) = 5 arctan(2) + .

4Vorliufig werden wir die Funktionen sin und cos benutzen, so wie
man sie in der Schule eingefiihrt hat, das heifit, als ‘Projektionen’
von Punkten auf dem Einheitskreis zu den beiden Achsen. Und sino

dann gibt es noch tan(p) = iﬁ%g

15 —
i
1
3
I I I L L L L L /
L1 1 2 Eg 3 s 6 /on
o In I
1

Der Graph fiir den Sinus geht durch (0,0) und ist hier rot; der fiir

Cosinus ist blau; fiir den Winkel benutzt man die Bogenlénge auf
dem Einheitskreis und nicht Grad oder ”degree”.

cos ¢
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Die Losungen sind

75 <Cos @ arctan(2)) +isin @ arctan(Q))) und
~V5 (cos G arctan(2)> +isin G arctan(2))) .

Beispiel 3.12 Darstellungen in der komplezen Ebene der Lésungen von 2 = 1+ 2i und
von 22 = —2 + .6i. Der Winkel in schwarz ist %, beziehungsweise %, vom blauen Winkel.
1+2i

Beispiel 3.13 Schreibe ohne trigonometrische Funktionen: cos (% arctan(2)).

Setze v = /5 cos (1 arctan(2)) und y = V/5sin (1 arctan(2)), und man hat (z + iy)® =
1+ 2i. Nun vergleicht man den Real- und Imagindrteil von rechter und linker Seite und
findet

22 —y* =1 und 2zy = 2.

So folgt y = L und 2* — 272 = 1. Via 2? (* — 272) = 2* bekommt man

1\° 5 1 1

4 2 2 2
—r2_1= _ ) == — Z 4 Z4/5.

T T 0<:>(x 2) 4<:>x 2j:2\/5

Weil 22 nicht negativ ist, hat man z* % + % 5 und x = £4/ % + %\/5 Weil x positiv

ist, folgt
cos 1arctan(2) =) %—i_%\/g— 1\/3—1—1
2 s 5 V1o 2

3.2.2 Das Loésen von 22+ 32 +~v=0

Der Trick, den wir im letzten Beispiel angewendet haben, ist auch niitzlich fiir das Be-
rechnen der Wurzeln eines quadratischen Polynoms:

2
P4 Bz+y=0& (2+18)" =18 —1.
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Dieser Trick wird die quadratische Ergénzung genannt. Setzen wir w = z + %B, dann
kénnen wir w? = 18* — 4 16sen, entweder durch

1
lw| =4/ H;BQ — 7‘ und Arg(w) = §Arg (}LBQ — 7) + 2km

oder mit w = x + iy durch
2* —y* =Re (1#* — ) und 2zy =Im (18% — 7).
Wie vorhin hat man y = %x_l Im (}152 — 'y) (wenn nicht zufélligerweise Im (%152 — ’y) =0
gilt) und es folgt 2> — Bx~2 = A und
zt— Az — B =0,

wobei A = Re (}152 — 7) und B = ix*Q (Im (iﬁQ — 7))2. Als néchstes 16st man nach

2%,  und anschlieBend nach y auf. Bemerke, dass man zwei Losungen fiir z und das

dazugehorende y findet. Schlussendlich bekommt man
) 1
z=x+ 1y — 3 B.

Beispiel 3.14 Wenn man zum Beispiel 2> = —4 losen mdéchte, dann kann man auf
einem Schmierblatt z = ++/—4 = +v/4\/—1 = +2i schreiben. Wenn man anschliessend
das Schmierblatt dahin tut, wo es hingehirt, nimlich ins Altpapier, und z € {2i,—2i} als
Antwort liefert, wird das niemand einem tibel nehmen.

Schlimmer wird es schon, wenn man z* = 2i ldst durch z = +ViV?2. Jetzt ist diese
Wurzel aus © wohl ganz fehl am Platz. Da hilft nur noch

|z|* = |2%| =2 also |2 = V2 und
2Arg (2) = Arg (2%) + 2km = 7 + 2kx fir k € {0,1}.
Man bekommt zwei Moglichkeiten: z = zy und z = z3, wobet
o= V2 (Cos (iﬂ') + 7 sin (iw)) =2 (%\/§+ z%ﬁ) =147,
29 = \/§(COS (%ﬂ') + 4 sin (%ﬂ')) =2 <—% 2 — z%\/i) =—-1-—1.
Wenn man unbedingt die Wurzelfunktion fiir komplexe Zahlen definieren mochte, hat

man ein Problem. Wir werden spéter zeigen, dass man dazu entweder eine nicht-stetige
Funktion oder eine mehrwertige Funktion verwenden sollte.

Beispiel 3.15 FEine alte Version von Maple habe ich z* + (1 + 42+ (3 + \/5)) z 4+
V2 + 115 = 0 IGsen lassen. Sie gab die folgende Antwort:
> solve(z 2+ (1+4*27(1/2)+I*(3+2~(1/2))) *z+2~(1/2)+11*1=0,z) ;

131 1 13
24255131 2+§\/—2ﬁ+261\ﬁ+22—221,—2\@—5—51

+;1\ﬁ—;\/—2 242612 +22— 221

Das scheinen zwar zwei Losungen zu sein, jedoch erhalten beide auch Unfug mit Wurzeln
aus komplexen Zahlen.

Mit etwas Miihe findet man, dass die beiden Lisungen sich wie folgt verniinftig schrei-
ben lassen: z; = —1 — iv/2 und 2o = —4y/2 — 3.
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4.1 Fundamentalsatz der Algebra

Wir haben gesehen, dass eine Gleichung wie 22 + az + 8 = 0 meistens zwei Losungen hat
und, dass 2" = « sogar n Losungen in C hat.

Theorem 4.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Sein € N\ {0} und sei ay,...,a, €
C. Die Gleichung
a2 a4 a2+ a, =0 (4.1)

hat mindestens eine Losung in C.

Beweis. Einen Beweis werden Sie spétestens in der Vorlesung Funktionentheorie bekom-
men. Der Beweis wird analytische Methoden verwenden. ]

Einen alternativen Beweis mit topologischen Argumenten kann man sich iiberlegen,
wenn man sich das folgende Beispiel ansieht.

Beispiel 4.2 Wir betrachten das Polynom
plz)=2"+iz" — (i+i) 2 + 2+ 3.

Weil 2° fiir |z| — oo dieses Polynom dominiert, kann man sich iberzeugen, dass

Re(p(2)) >0  fir |z| genigend grof und Arg(z) € {0, 27, im, &m, S},
Im(p(z)) >0  fir |z| genigend groff und Arg(z) € {im, ém,m Ir 2},

Die Verteilung von C in

RY:={2 € C;Re(p(z)) > 0}
und

R™:={2€C;Re(p(2)) <0}

sieht fiir |z| sehr grof sogar dhnlich aus wie die fiir Re (z°) > 0 und Re(2°%) < 0, und
diese letzte Verteilung kann man explizit berechnen, ndmlich

Re (25) >0 &

Arg(2) € [0,55) U (55, 1) Y (5 %) Y (55 1) Y (55 16 Y (557 2m) -
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-2 0 2 - 2 0 2

Abbildung 4.1: Im linken Bild R™ und R~ (in rot); im mittleren Bild I und I~ (in blau);
rechts die Kombination. Wenn die vier Farben in der Kombination sich in einem Punkt
treffen, ist der Punkt eine Nullstelle von p. Es gibt hier 5 solchen Punkte.

20i ¢ 20i 20i

=10i

Abbildung 4.2: Ein dhnliches Bild wie in Abbildung |4.1]jedoch einen gréfleren Ausschnitt.
Die Verteilung in RT und R~ und in I* und I~ sieht schon fast so aus wie die fiir 2°.

—(J

Ahnliches gilt auch hier fir " = {z € C;Im (p(2)) > 0} und I~ = {z € C;Im (p (2)) < 0},
und

I (%) >0 ¢ Arg() € (5.2) U (%, %) U (r,5) U (%2, 5) U (%, 2).

Wenn die Réinder von RT, R~ und von I, I~ sich schneiden in dem Punkt zy, gilt,
dass Re(p(z0)) = 0 und Im(p(zp)) = 0, und so folgt, ein Schnittpunkt ist eine Nullstelle
von p. Jetzt muss man sich nur noch tiberzeugen, dass es einen solchen Schnittpunkt gibt.

Dafiir macht man das folgende. Man folgt eine Kurve, wo Re(z) = 0 gilt, von weit
aussen nach innen und anschliessend auch wieder hinaus. Liegt am Anfang rechts von der
Kurve R, dann fingt man an im IT. Wenn man wieder nach aussen geht, liegt rechts
noch immer R~ obwohl man endet in I~. Das bedeutet, dass man irgendwo unterwegs von
I nach I~ gekommen ist. Es gibt also eine Ubergangstelle von I nach I~ und genau da
liegt eine Nullstelle.

Lemma 4.3 Sein € N*t, seien aq,...,a, € C und schreibe
p(2) = 2"+ az" N a2 P a1z + an (4.2)

Wenn zy eine Nullstelle von p ist, also p(z9) = 0 gilt, dann gibt es by,...,b,_1 € C so,
dass
p(z) = (2 —20) (2" 012" 2+ byaz b))
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Beweis. Wir erldautern den Algorithmus, den man benutzt bei der Division p(z)/ (z + w):
e Erster Schritt:

24w [ 2"+ a2 M a2 i+ o tapazta, \ 2!
on —|—U)Zn_1
(a1 —w) 2" P+ a2 2+ ... 4 an12+a,

e Zweiter Schritt:

zHw | 2"+ a2 4 a2+ . +an1z+a, \ 2"+ (a —w) "2
2 4wt
(a1 —w) 2" P+ agz™ 2 + . + ap_1z + an
(a1 —w) 2"t +w(ay —w) 22
(az —w(a; —w)) 2" 2+ ... +a,_12+a,

usw. Man findet am Ende einen konstanten Restterm, den wir ¢ nennen. Also

242" a4 a2+ ay,

&
_ Zn_l + blzn—l 4+ 4 bn_QZ + bn—l +

zZ4+w zZ4+w
Nehmen wir w = —z,
b1 = Cll—w:(l1+20,
by = ay—w(ay —w)=as+ z (a1 + 20),
bs = ...,
und schreiben wir ¢(z) = 2" 1 + b12" ' + -+ + b,_22 + b,_1, dann folgt
p(z c
&) =q(2) +
Z— 20 Z— 20

und
p(2) = (= — %) q(z) +c.
Man findet 0 = p (20) = (20 — 20) ¢(20) + ¢ = ¢ und dann auch, dass
p(z) = (2 — 20) q(2)
mit g ein Polynom von Grad n — 1. ]

Korollar 4.4 Sein € N\{0} und a1, ...,a, € C und definiere p durch ({{.4). Dann gibt

es 21,22, ..., 2n € C s0, dass

p(z)=(z—21)(2—22)...(z — 2z,). (4.3)
Beweis. Wir benutzen vollstindige Induktion. Fiir n = 1 hat man p(z) = 2+ a;, und das
Ergebnis folgt, wenn wir z; = —a; nehmen.

Jetzt nehmen wir an, dass sich jedes Polynom von Grad n schreiben lasst wie in (4.3)).
Sei P ein Polynom von Grad n + 1:

P(z) = 2"+ a12" +ap2" P b apz g

Aus dem Fundamentalsatz folgt, dass P(z) = 0 mindestens eine Losung hat: nennen wir
sie zg. Mit dem letzten Lemma gibt es ein Polynom p so, dass

P(z) = (z = 20) p(2)
Weil p Grad n hat, gibt es z1,..., 2z, mit
p(z)=(z—21)(z2—29)...(2 — zp)
und damit folgt die Behauptung: P(z) = (z — 20) (2 — 21) (2 — 22) ... (2 — z). n
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4.1.1 Sein und haben

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass man ein Polynom von Grad n schreiben
kann als Produkt von n linearen Faktoren. Das heifit, die Wurzeln zy, ..., 2, existieren.
Eine ganz andere Frage ist, ob man diese z; auch explizit berechnen kann. Approximieren
und den Limes nehmen wird, wenn man das verniinftig macht, sicher funktionieren. Wenn
man diese Wurzeln aber durch ein algebraisches Verfahren berechnen mochte, wie es die
pg-Formel] macht fiir Polynome von Grad 2, dann geht das leider selten. Fiir allgemeine
Polynome von Grad 3 kann man durch die Methode von Cardand?|die Wurzeln finden und
fiir allgemeine Polynome von Grad 4 gibt es die Methode von Ferrari. Dann hort es auf.
Im Allgemeinen hat man fiir Polynome von Grad 5 und héher keine algebraische Methode
um die Wurzeln zu finden: “es gibt die Wurzeln, aber man hat sie nicht explizit”. Es gibt
sogar einen Satz, der sagt, dass es keine algebraische Formel geben kann.

Ubrigens scheint Cardano (1501-1576) die Methode nicht selber erfunden zu haben
sondern er soll sie blo abgeschrieben haben.

4.1.2 Reelle Koeffizienten und komplexe Wurzeln.

Lemma 4.5 Sei n € N\ {0} und ay,...,a, € R und definiere p durch ({.4). Wenn
p(z1) = 0 dann gilt auch p(z7) = 0.

Beweis. Weil die a; reell sind hat man sofort

pFE) = @'+ @ ta @A an (F) Fan =

= 2P ta M a2+ an12 +a, =p(z) = 0.

4.2 Ungleichungen und C

Es gibt keine totale Ordnung von C, die zu der Koérperstruktur passt. Wenn wir ¢ > 0 neh-
men wiirden, dann miisste —1 = 2 > 0 stimmen. Ebenso fithrt —¢ > 0 zu —1 > 0. Obwohl
es keine verniinftige Anordnung in C gibt, gibt es doch einige niitzliche Ungleichungen.

Lemma 4.6 Sei z,w € C. Dann gilt
1. |Rez| < |z| und |Im z| < |z|;
2. |z| < |Rez| + |Imz|;

3. die Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w| .

"Wieso sind p und ¢ so beliebt? Es gibt die Englische Redensart: Mind your p’s and ¢’s. Eine Erklirung
die man im Internet findet:

Mind your pints and quarts. This is suggested as deriving from the practise of chalking up a tally of
drinks in English pubs (on the slate). Publicans had to make sure to mark up the quart drinks as distinct
from the pint drinks.

2Siehe http://mathworld.wolfram.com/CubicFormula.html

http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html
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Beweis. Aussage 1 folgt sofort. Aussage 2 folgt aus

12> = (Rez)’+ (Imz)”® < (Rez)” + 2|Rez|[Im z| 4+ (Im 2)* =
= (|Rez|+ |Im z|)2

Fiir 3 braucht man, dass z + Z = 2Re (z), und wendet dies an fiir Re (2w). Man hat so:

z+w] = (4w (z+w)=(z+w)EZ+W) =

= 2Z+ 20+ Zw + Wl = 2Z + (20 + 20) + W =
2Z+2Re (2w) + ww <
|27+ 2]2] + [wl|* = |2|* + 2 |2| [0] + |w]” =
2% + 2z [w] + [w]* = (2] + [w])®.

VAN

Und weil der Betrag nicht negativ ist, folgt

|z 4+ w| < 2] + |wl.

4.3 Geometrische Uberlegungen

In R? werden Geraden beschrieben durch
{(z,y) ;a2 4+ by = c},
wobei a,b,c¢ € R und ab # 0. Ahnlich beschreibt man eine Gerade in C durch

{z€C;aRez+blmz =c}.

Wenn man bedenkt, dass Re z = 22 und Im z = 52

,ist a Re z +bIm 2z = ¢ dquivalent zu

(a+1ib)z + (a +1ib) Z = 2c.
Nennt man w = a + b, dann wird das
wz + wz = 2c. (4.4)
Anders gesagt, fiir jede Gerade ¢ in C gibt es w € C\ {0} and ¢ > 0 derart, dass
{={z e Cwz+ wz = 2c}.
Ubrigens kann man hier natiirlich auch ¢ statt 2c nehmen.

Beispiel 4.7 Seia, 5 € C mit a # 5. Weil |z — «| die Distanz von « zu z darstellt, kann
man z € C mit |z — a| = |z — | beschreiben als die z € C, die die gleiche Distanz zu o
als auch zu B haben. Geometrisch gesprochen bilden solche Stellen die Mittelsenkrechte.
Berechnen kann man dies auch. Man hat

(z-a)z-a)=lr—al'=[z =B = (- B) (- )

und mittels _ B
2Z—aZ—az+aa=z2z—Pz—pz+ 66
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findet man
(B—a)z+ (8 —a)z=[6]" —|of”.

Diese letzte Formell entspricht genau die Darstellung in .
Der Weg zuriick zu einer reellen Schreibweise geht auch: Schreibt man z = x + 1y, so
folgt nach einigen Schritten,dass

zRe(f—a)+yIm (8 —a) =3 (16" - |af’). (4.5)

Mit Schulkenntnissen sollte man erkennen, dass die Gleichung einer Geraden in der

_ 1
Ebene ist, senkrecht auf < iﬁ Eg B g; ) und mit dem Stitzpunkt < iiﬁ EZ i g; ) Fiir
2

C wdre dies: senkrecht auf B — o und mit Stitzpunkt % (o + p).

4ir z
o

@Bz

Beispiel 4.8 Sei w € C und r € R*. Dann beschreibt {z € C;|z +w| = r} einen Kreis
in C miat Mittelpunkt —w. Und jeden Kreis in C kann man so beschreiben. Weil ]oz|2 = oo
gilt, ist |z +w| = r gleich

2Z + Wz + wZ + ww = r’. (4.6)

Wir koénnen die Formel fiir Kreis und Gerade kombinieren und finden dann das folgende
Lemma.

Lemma 4.9 Sei K ein Kreis oder eine Gerade in C. Dann gibt es a,b € R, w € C mit
\w|* > ab derart, dass

K ={2¢€C;azz+wz+wz+b=0}. (4.7)

Beweis. Wenn a = 0, dann hat man einen Ausdruck der Form (4.4)) und beschreibt ({4.7))
eine Gerade. Wenn a # 0, dann ist (4.7)) gleich

274—@2—1— (E)E—i—ézo

a a a

und man hat

w2

Z 4 —
a

w |2 b_|w|2—ab

2

a a a

Wenn, und nur wenn |w|2 > ab gilt, ist die rechte Seite positiv und es gibt einen Kreis. m



4.4 Abbildungen von C nach C 35

Abbildung 4.3: Die Ellipse aus Beispiel

Beispiel 4.10 Sei o, € C und £ € R mit { > |a — [3|. Die Menge
{zeClze—al+[z -0 =0}
beschreibt eine Ellipse. Wenn man oo = 1+1, § = —1—1 und ¢ = 4 nimmt, bekommt man
die Figur in Abbildung[{.3.
Beispiel 4.11 Sei o, € C und ¢ € (0,2m) mit o # 5. Dann beschreibt die Menge
{zeCArg(z —a) = Arg(z = §) + ¢}

einen Teil von einem Kreis durch und zwischen o und [ wie in Abbildung [{.4] Einen
Beweis werden wir spdter geben. Bedenkt man, dass

Arg( _5> =Arg(z — a) — Arg(z — ) + 2km mit k € {0,1},

eem(=2)-

den ganzen Kreis durch o und 8 beschreibt mit Ausnahme der beiden Punkten o und (3.

dann findet man, dass

4.4 Abbildungen von C nach C

Abbildungen von R nach R lassen sich graphisch in der Ebene darstellen. Fiir Abbildungen
von C nach C brduchte man 2 x 2 reelle Dimensionen fiir eine #hnliche Darstellung.
Trotzdem lassen sich einige einfache Abbildungen graphisch erklaren.

Definition 4.12 1. Set w € C. Die Funktion f: C — C mit
f)=z+w

nennt man eine Translation (Verschiebung).
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[)) «

Abbildung 4.4: Der Teil des Kreises aus Beispiel

. Seiw € C mit |w| = 1. Die Funktion f:C — C mit

f(z) = wz
nennt man eine Rotation (Drehung). Der Winkel der Rotation ist Arg (w).

. Sei w € RY. Die Funktion f: C — C mit

f(z) =wz

nennt man eine Skalierung.

. Man kann die beiden letzten Typen auch kombinieren. Seiw € C\{0}. Die Funktion

f:C— C mit
f(z) =wz

nennt man eine Drehskalierung.

. Kombinationen von Translationen und Drehskalierungen werden Gleichformig-

keitstransformationen genannt und sind wie folgt. Nehme o, 3 € C mit o # 0
und definiere f : C — C durch

f(z)=az+p. (4.8)

. Die Abbildung f : C — C mit

f(z) =z

beschreibt eine Spiegelung an der reellen Achse.

. Die Abbildung f : C\ {0} — C mit

1
&)=+ (19)
beschreibt eine Spiegelung am FEinheitskreis. Siehe Abbildung[{.5

. Die Abbildung f : C\ {0} — C mit

f(z) =, (4.10)

und manchmal auch die in @, wird eine Inversion genannt.
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Abbildung 4.5: Eine Spiegelung am Einheitskreis

Bemerkung 4.12.1 Gleichformigkeitstransformationen heiffen so, weil K C C und f (K) =
{f(2);z € K} die gleiche ,Form” haben. Die Spiegelungen und die Inversion erhalten im
Allgemeinen nicht die Form einer Menge.

Lemma 4.13 Setzen wir C* = CU {oo} und erweitern die Inversion durch f : C* — C*
mat
L fir z € C\ {0},
f(z)=4¢ oo firz=0,

0 fiir z = oc.

Diese Inversion bildet Kreise und Geraden in C* ab auf Kreisen und Geraden in C*.

Bemerkung 4.13.1 FEin Kreis in C* ist ein Kreis in C. Eine Gerade in C* ist eine
Gerade in C mit zusdtzllich oo.

Beweis. Lemma [4.9) besagt, dass Kreisen und Geraden in C dargestellt werden durch
K={2€Cazz+wz+wz+b=0}
mit w € C, a,b € R unter der Bedingung, dass |w|* > ab. Dann gilt

FK\{0})={f(2);2 € Cmit azZ+wz+ wzZ+b=0und z # 0}

z

= {u;uE(Cmit al<l) —l—@l—i-w(l) —l—b:O}
u\u u u

und wenn man mit uwz multipliziert, folgt

1
:{—;zE(Cmit azi+@z+w§+b=0undz7ﬁ0}

fF(K\{0}) ={u;u € C mit a +wu + wu + buu = 0}
= {u;u € C mit buti + Wu+ Wi +a =0} .
Diese Menge hat auch wieder die Struktur fiir Kreis und Gerade aus Lemma [4.9| mit a
und b vertauscht und mit w statt w.

Man muss sich noch iiberlegen, was fiir 0 € K mit f (0) passiert. Wenn 0 € K gilt,
dann folgt b = 0 und weiter

FKEN\A{0}) = {u;u € C mit Wu+wu+a=0}.
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Dies ist eine Gerade und eine Gerade in C* enthélt co. Weil f(0) = oo gilt, passt dies
auch.

Umgekehrt, wenn K eine Gerade in C* ist, dann folgt « = 0 und b # 0, wird f (K)
ein Kreis durch 0 und gilt auflerdem 0 = f (oc0). |

Definition 4.14 Sei o, 3,7,0 € C mit ad # 5. Man nennt

_az—f3

(4.11)

eine gebrochen lineare Abbildung.

Bemerkung 4.14.1 So wie es hier definiert ist, miisste man Bedenken haben, denn wir

sagen nicht, welche z erlaubt sind. Fir v = 0 und ad # v folgt § # 0 und ist
wohldefiniert auf C. Fiir v # 0 ist nur definiert auf C\ {5/~v}.

Meistens definiert man jedoch die gebrochen linearen Abbildungen als Abbildung von
C* = CU{oo} nach C* und die Definition ist wie folgt fiir -y # 0:

VL firzeC\(E/).
f(z) = oo fiirz=134/7, (4.12)
e fiir z = oo.

Fir v = 0 # ad ist (4.11) wohldefiniert auf C und man setzt f (co) = oco. Man kdnnte
denken, dass wir in (4.12) mit % und 22 gerechnet haben, aber sagen Sie es bitte nicht
laut. Hier ist oo nur ein Symbol, dass man als ,unendlich® aussspricht.

Bemerkung 4.14.2 Wenn~y =0 in f(z) = == ?,
Y=

und f ist wie in @ Wenn v # 0, dann gilt

dann folgt aus ad # B, dass a # 0

a ad—py 1
f(z)=—+
) gl vz =9

und f ist die Kombination von den hier oben genannten Abbildungen:

fi(z) = vz, fa(2) = 2 =6, f3(z) =
falz) =7, folz) = 22282z, folz) =

Y

Es gilt ndamlich: f(z) = (fso fs o fao fzo fao fi) (2).

Y

W=

o
-

Lemma 4.15 Sei f eine gebrochene lineare Abbildung. Wenn E C C* ein Kreis oder
eine Gerade ist, dann ist auch f (F) ein Kreis oder eine Gerade in C*.

Beweis. Weil jede gebrochene lineare Abbildung zusammengesetzt werden kann aus Ver-
schiebung, Drehskalierung und z — z~!, brauchen wir es nur fiir diese Abbildungen einzeln
zu beweisen. Fiir eine Verschiebung oder Drehskalierung kann man die Aussage glauben
oder sie auch leicht selbst beweisen. Fiir die Inversion verwenden wir Lemma |

Lemma 4.16 Die inverse Abbildung zu einer gebrochen linearen Abbildung ist auch eine
gebrochen lineare Abbildunyg.
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_ 5w —
Beweis. Wenn w = 6, mit ad # [, dann hat man z = ow=Fh wenn w #* iy
vyz—20 YW —
. 0 .
Man kann leicht sehen, dass f™(oc0) = — und fm"(g) = oo auch passen. |
Y Y

Gehen wir mal zuriick zu Beispiel Dort haben wir die Menge
{zeCArg(z —a) = Arg(z = 8) + ¢}

betrachtet fir a, f € C und ¢ € (0,27) mit o # (. Setzen wir w = cos ¢ + isin ¢, dann
folgt aus Arg (2 — a) = Arg (z — ) + ¢, dass

Z—«
=rw
z=p
fir irgendein » € R*. Die Funktion f : C* — C* mit f(z) = =5 ist eine gebrochen

lineare Abbildung, dann ist also auch f™ eine gebrochen lineare Abbildung. Dann be-
schreibt { f™(rw);r € R} einen Kreis oder eine Gerade, weil {rw;r € R} eine Gerade
beschreibt. Weil wir nur eine halbe Gerade haben, namlich {rw;r € R}, bekommen wir
mit { v (rw);r e R*} wahrscheinlich nur einen Teil dieses Kreises. Indem wir die beiden
Endpunkte betrachten, haben wir f™(0) = « und f"¥(co) = 3. Das heisst, wir haben
wahrscheinlich nur einen Bogen des Kreises und dieser Bogen verbindet o mit 3. Weil
Arg (z — o) > Arg (z — 8) kann man sich davon tiberzeugen, dass dieser Bogen rechts von

der Geraden af in der Richtung « nach f liegt.
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Folgen und Konvergenz

5.1 Cauchy-Folgen und Konvergenz

Eine Folge in R ist eine Abbildung von N nach R und wird meistens dargestellt durch

{377 {zn}t,en oder {zo, 21, 20,...}

Das heif3t, fiir jedes n € N ist x,, € R vorgeschrieben. Eine Folge in C ist eine Abbildung
von N nach C.

Zum Beispiel ist {ﬂ} eine Folge in R, fiir die man auch
neN

n+1
1 -1 1 -1
Y 2 737 4 PR

hétte schreiben konnen, wenn wir alle richtig raten, was auf dem Piinktchen stehen sollte.

5.1.1 Monotone Folgen

Die reellen Zahlen haben wir eingefiihrt, indem wir monoton wachsende Folgen in Q
benutzt haben. Bei einer wachsenden, beschrénkten, rationalen Folge {g,} -, und der
dadurch definierten Zahl x € R schreibt man

¢, T x fiir n — oc.

Wir haben bemerkt, dass man mit monoton wachsenden, beschrankten Folgen in R keine
noch groflere Zahlenmenge bekommt. Diese Aussage werden wir mal genauer betrachten,
und dafiir brauchen wir Teilfolgen.

Definition 5.1 FEine Folge {b,} _, heift eine Teilfolge von {a,}..,, wenn es eine
streng wachsende Funktion
fN—N

gibt, so dass by = asq, fir alle k € N.

Bemerkung 5.1.1 Meistens schreibt man ny, = f (k) und bekommt so {an, },-, als Teil-
folge von {a,}," .

41
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Beispiel 5.2 Die Folge {n?},_, ist eine Teilfolge von {n} " ,:
{0,1,2.7.4, 9, 16, Y
Die Folge {1 +n?+ (=1)"},2, ist keine Teilfolge von {n}>",, denn in
{1+n"+ (1"}, =1{2,1,6,9,18,...}
stehen 2 und 1 falsch herum.

Lemma 5.3 Sei {z,},, eine wachsende und beschrinkte Folge in R. Dann gibt es ein
kleinstes x € R mit x, < x fiir alle n € N.

Bemerkung 5.3.1 Wir schreiben in dem Fall, dass x, T x fiir n — oo oder einfach nur

Bemerkung 5.3.2 Fir eine fallende beschrinkte Folge {x,},, schreiben wir x, | x,
wenn —x, T —x. Also x ist hier die grifste untere Schranke.

Beweis. Entweder a) gibt es eine streng wachsende Teilfolge {z,, },-, oder b) z, ist
konstant fiir n geniigend grof}, sagen wir fiir n > N. Im zweiten Fall nimmt man z =
zy € R. Betrachten wir nun den ersten Fall und schreiben wir y;, = x,,. Weil y, € R,
gibt es qim € Q mit g T yi fiir m — co. Weil yo < y; gibt es my mit oo < Yo < q1my;
weil y; < yo gibt es mo mit ¢14,, < Y1 < go,m, usw. Das heifit, wir finden eine wachsende
Folge

Qi < G2me < @3ms < ..

und weil {z,} ~ ; beschrénkt ist, ist auch {gnm,} ., beschrankt. Dies bedeutet, dass die
Folge {Gnm, }.—, zu einem Element von R fithrt. Nennen wir dieses Element z. Es gilt
Gnm, T . Weil 2, < 2, = yp < Qry1my,, folgt xp <z fiir alle & € N. Wenn 7 < x gilt,
gibt es ,,, = Y > Qrm, > @. Das heifft, x ist das kleinste. [

5.1.2 Cauchy-Folgen sind konvergente Folgen
In Definition ist definiert worden, was eine konvergente Folge in R ist.

Definition 5.4 FEine Folge {x,},-, in R heifit konvergent, wenn es y € R gibt derart,
dass

Ve>03dN.eN:n> N, = |z, —y| <¢, (5.1)
Man schreibt
lim x, =y
n—oo

und die Zahl y heiBt Grenzwert oder Limes von {z,} .

1+4+e¢

4
3 F
2
1—51

.
10 20 Ne 30 40

1 .
Konvergenz in R kann man sich wie hier oben vorstellen: Fiir jedes € > 0 gibt es N, € N, derart, dass
wenn man mit n an N, vorbei ist, dann liegen die zugehotrigen a,, innerhalb einer Bandbreite € von dem
Limes. Der im Bild dargestellte Limes ist 1.

Definition 5.5 FEine Folge, die nicht konvergent ist, nennt man divergent.
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Beispiel 5.6 Die Folge {%ﬂ}neN st konvergent, und zwar nach 0. Das zeigt man wie

folgt. Sei e > 0. Man wdhlt fiir N. die kleinste natiirliche Zahl oberhalb %— 1, und es folgt
fiir n > N,, dass

N DS NSRS SR
n+1 n+1 N+ 1- o141
Also gilt limnﬁoon%l = 0.

Wieso hat man N. so gewdhlt? Weil man auf einem Schmierblatt mal kurz versucht
hat, was man braucht um n%l < € zu bekommen:

1 1
<es-—-<n+le-—-1<n.
n-+1 € €

Wir haben auch Cauchy-Folgen in R betrachtet. Diese Cauchy-Folgen werden wir uns
nun etwas ausgiebiger anschauen.

Definition 5.7 FEine Folge {x,},, ist eine Cauchy-Folge, wenn folgendes gilt:

Ve>03N.eN: nym >N, = |z, — x| <e. (5.2)
Beispiel 5.8 Betrachte die Folge {RLH (—1)"}n€N. Schreibt man diese Folge aus, findet

man
0 12 -314
) 2737 4757"' .

Die ungeraden Terme scheinen nach 1 zu gehen und die geraden nach —1. Nehmen wir
zwei aufeinanderfolgenden Terme, so folgt
n

n+1
1" —
n+1( )

n+2
Fiirn > 1 folgt

(_1)n+1

— [-1"

n +n+1 _mn +n+1
n+1 n+2 n+l1 n+2

n N n+1 - 1 N 1
n+1 n+2 2 2
Also ist diese Folge keine Cauchy-Folge, denn fiir ¢ = % liegen zwei aufeinderfolgende
Terrmen in der Folge mehr als % von einander entfernt. Mit dem ndchsten Ergebnis ist

die Folge, sofort auch nicht konvergent.

=1.

In den ersten Wochen haben wir schon genannt, dass Cauchy-Folgen in R immer auch
konvergent sind und umgekehrt. Diesmal folgt der Satz mit einem Beweis:

Theorem 5.9 Sei {xz,} , eine Folge reeller Zahlen.
o Wenn sie konvergent ist, dann ist sie eine Cauchy-Folge.
o Wenn sie eine Cauchy-Folge ist, dann ist sie konvergent.

Beweis Theorem Konvergent = Cauchy. Seie > 0 und sei N*" die zugehorige
Zahl aus (5.1). Dann passt NCauchy . — ;‘/";V fiir die Definition in (5.2). Denn fiir n,m >
Nk gilt:
1Zp — T = |0 — Y+ Y — T <z —y| + |y —zn| < de+ie=c
m

Die Behauptung in der anderen Richtung ist schwieriger und braucht mehrere Zwi-
schenschritte, die wir nun vorstellen.
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Lemma 5.10 Jede Cauchy-Folge {x,},_, in R ist beschrinkt.

Beweis. Sei N; € N derart, dass |z, — x,,| < 1 gilt fir n,m > N;. Dies folgt aus der
Definition von Cauchy-Folge, wenn man € = 1 nimmt. Als nédchstes setzen wir

M = max{|zo|, |z1], |22|,. -, T3], TN 41| + 1}

Weil hier endlich viele Zahlen stehen, ist M € R wohldefiniert. Fiir n € {0,..., N1} gilt
dann direkt, dass |z,| < M, und fiir n > Ny + 1 folgt

|ZL’n| - |l’ — TN+1 T xN1+1| < |.%‘ - IN1+1| + |'rN1+1| <1+ |xN1+1| < M.
Das heifit, dass |z,,| < M fiir alle n € N, und bedeutet, dass die Folge durch M beschrankt

1st. [ |

Lemma 5.11 Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei {x,}, .y die Folge in R. Wenn es eine wachsende Teilfolge gibt sind wir fertig.
Nehmen wir also an, so eine Teilfolge gibt es nicht. Unter dieser Annahme, werden wir
zeigen, dass es eine fallende Teilfolge gibt. Die Idee findet man in Abbildung [5.1], aber der
Beweis ist technisch.

Abbildung 5.1: In grau eine Folge {x,},y; in 1ot eine fallende Teilfolge {,, }, .y derart,

dass fiir alle £ > 0 und n > ny, gilt z,, > x,.

Die Annahme, dass es keine wachsende Teilfolge gibt, bedeutet, dass es fiir jedes kK € N
nur héchstens endlich viele {m’f, mk, ... mF } gibt mit

? max

k

k<mlf<m§<--'<mmaxundwk§xm'f§$m§§---§$mk

max

Das bedeutet, dass z,,. > x, fir alle n > mk und, dass {xn}nZk ein grofftes Element

hat mit Index in {k‘, k+1,...,mk } Der kleinste dieser Indices nennen wir N (k). Es

) max

gilt, dass xn) > x, fiir alle n > k.
Wir konstruieren anschliefend eine monoton fallende Teilfolge:

e Setze ng := N (0). Fir z,, gilt z,,, > z, fiir alle n € N.
e Setze ny := N (ng + 1) > ng. Fir z,,, gilt z,,, > z,, > x, fiir alle n > ny + 1.
e Setze ng := N (ny + 1) > ny. Fiir x,,, gilt z,, > x,, > z, fir alle n > n; + 1.
Und so weiter. Wir setzen iterativ

no = N(0) und ng; = N (ng + 1) fir k € N

und finden, dass {z,, },.y eine fallende Teilfolge von {z,}, . ist. u

Eine Cauchy-Folge hat also eine beschrankte monotone Teilfolge {x,, }, - Fiir diese
Teilfolge gibt es x € R mit x,, T =, wenn sie wachsend ist, oder —z,, 1 —x, wenn sie
fallend ist.
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Lemma 5.12 Sei {x,},y eine reelle Folge mit x, T v € R oder —x, T —r € R. Dann
gilt lim x, = x.
n—oo

Bemerkung 5.12.1 Man schreibt statt lim x,, = y manchmal auch x,, — y fiir n — oo.
n—oo

Beweis. Wir zeigen dies fiir z, T« € R; —z, T —z € R ist dhnlich. Weil x die kleinste
obere Schranke fiir {z,},y ist, ist  — € mit € > 0 keine obere Schranke. Das bedeutet,
es gibt ein N € N mit xy > x — e. Weil die Folge wachsend ist und nach oben durch x
beschrankt ist, gilt

r—e<aoy<ayy1 STy < <7

und fiir n > N gilt |z, — x| < e. |

Lemma 5.13 Sei {x,},.y eine reelle Cauchy-Folge mit einer nach x konvergenten Teil-
folge. Dann konvergiert {x,}, .y nach x.

Beweis. Weil {z,}, . eine Cauchy-Folge ist, gibt es fiir ¢ > 0 eine Zahl NY e N derart,
dass
n,m > NE(I) = |z, —zn| <e.

Fiir die konvergente Teilfolge {xy, },y gilt
n>N®? = |z, —z <e.

Nehmen wir N, = max (N(l) N®

c/27 5/2>, so folgt fiir n > N, dass

1 1. _
T — 2| < |20 — Tpy, | + |Thnoy — 7| <de+ie=e

Den ersten Term kann man abschétzen, weil n > N (/1; und kny.41 > Ne+1> N M- den

€ e/
zweiten Term, weil ky 1 > N +1 > NE(/Q;

Beweis Theorem Cauchy = konvergent. Lemma [5.10| zeigt, dass die Cauchy-
Folge beschréankt ist, und Lemma [5.11] dass Sie eine monotone beschrinkte Teilfolge hat.
Diese Teilfolge hat nach Lemma [5.12] einen Limes x und durch Lemma konvergiert
dann auch die Cauchy-Folge nach x. [ ]

Korollar 5.14 Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent in C.
Jede konvergente Folge in C ist eine Cauchy-Folge in C.

Beweis. Man braucht eigentlich nur zu bemerken, dass
|z| < |Rez|+ |Imz| und |[Rez| < |z] und |[Imz| < |z]|.
Mit Hilfe dieser Ungleichungen zeigt man

{Re zp},,cy ist Cauchy
{Im 2, },,c ist Cauchy

0

{Re zp},,cn ist konvergent
{Im 2, },,cy ist konvergent

{#n}tpen ist Cauchy & {

{2n} ey ist konvergent < {
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21 |

Fiir n > N. liegen die (komplexen) a,,
innerhalb einer e-Entfernung von dem
Limes. Der Limes wird durch einen ro-
ten Punkt dargestellt und das Innere
des Kreises ist eine e-Umgebung dieses
Limes.

5.1.3 Rechenregeln

Wir bringen hier die wichtigsten Rechenregeln fiir den Limes.

Lemma 5.15 Seien {a,} ., und {b,} —, konvergente Folgen in R (oder C) und ¢ € R
(oder C). Dann gilt:

1. lim ca, = c¢ lim a, ;
n—oo n—oo

2. lim (a, +b,) = lim a, + lim b, ;

3. lim (a,b,) = lim a, lim b, ;

n—00 n—00 n—00
a lim a,
. n — .
4. lim — ==— wenn lim b, #0;
n—oo b, lim b, n—00
n—00
5. lim |a,| = |lim a,] ;

&

lim Re (a,) = Re ( lim an> und lim Im (a,) = Im ( lim an>.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Bemerkung 5.15.1 Zu 4 soll man folgendes bemerken. Wenn lim b, # 0, dann gibt es

n—0o0

N derart, dass fir n > N folgt b, # 0. Fir diese n ist a, /b, wohldefiniert.
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Bemerkung 5.15.2 Wenn man lim Arg(a,) und Arg (lim an> vergleicht, findet man
n—00 n—00

nicht immer den gleichen Grenzwert. Betrachte a, =1 — %
. [ . 1
lim Arg (1 — —) = lim <27T — arctan (— ) =27,
n—00 n n—+00 n

Arg (JLHSO (1 - %)) — Arg(1) = 0.

Bemerkung 5.15.3 Man kann auch reelle Folgen wie {n} ~ betrachten. Fir eine solche

Folge méchte man lim a,, = oo schreiben. Das heifit dann, der Limes existiert nicht (oder
n—oo

existiert nur im uneigentlichen Sinne), und es gibt fir jedes M € N eine Zahl Ny € N,
so dass a, > M wennn > N;.

Ahnlich kann man lim a, = —oo definieren. Die Rechenregeln, die hier oben stehen,
n—oo

gelten 1m allgemeinen nicht. Es gilt jedoch:

1. Wenn lim a, = oo und ¢ > 0, dann lim ca, = .
n—oo n—o0

2. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a, + b,) = oo.

3. Wenn lim a, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a, + b,) = co.
n—oo n—oo n—o0

4. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a,b,) = oco.
n—oo n—oo n—oo

5. Wenn lim a, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a,b,) = occ.
n—oo n—oo n—oo

Einen Beweis dieser Behauptungen dirfen Sie sich selber ausdenken.

Ubrigens, wenn lim a, = oo und lim b, = —o0, dann kann man so allgemein nichts
n—oo n—oo
sagen zu lim (a, + b,). Auch aus lim a, = oo und lim b, = 0 kann man noch nichts
n—oo n—oo n—o0

folgern fir lim (a,b,).

Beweis von Lemma [5.15. Nennen wir ¢ = lim a, und b = lim b,,.
n—0o0 n—oo

1. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N./q4) € N, so dass |a, —a| < ¢/(1+|c|) fir n >
Nejai4ie)- Es folgt, dass fiir n > Ne/(i4e))

|ca,, — ca| = |c||an, —a| < || ] <e.

5
(1+

Man kénnte sich fragen, warum wir €/(1+|c|) statt €/|c| verwenden. Eigentlich sollte /||
doch reichen? Jein! Fiir ¢ # 0 klappt es, aber den Fall ¢ = 0 miissen wir dann getrennt
behandeln, weil da €/|c| nicht definiert ist.

2. Sei € > 0. Dann miissen wir zeigen, dass es N, € N gibt, so dass gilt

|(an 4+ bn) — (a+b)| < e fiir n > N..
Weil nhjgo an, = a gilt, gibt es N, € N, so dass [a, — a| < &/2 fiir n > NZ),. Ebenso gibt
es NEI’/2 € N, so dass |b, — b| < ¢/2 fiir n > N£/2- Setzen wir N. = max (Ng/z, Nf/2>, dann
folgt fiir n > N.:

|(an + bn) — (a+b)| §|an—al+]bn—b|<%6+%€:e.



48 Woche 5, Folgen und Konvergenz

3. Sei ¢ > 0. Setze ¢; = 2|b|+25 und €, = min (2| i 1) Es gibt N¢ € N so, dass
|a, —a| < e fiir n > N2 und N2 € N so, dass [b, — b < &5 fiir n > N? . Fiir n > N, =
max (N2, N2 ) haben wir |b, — b| < g2 < 1, also auch |b,| < [b, — b +[b| < |b] + 1, und

g1’

|(anby) — (ab)| |a,b, — ab, + ab, — ab| < |a,b, — ab,| + |ab, — ab| =

< lan —al [ba| + laf b, — b] <
< (|| +1)]a, — a| + |a| |bn —b| <
£
< (Jof+1 + |a <
(16 )2|b|+2 ||2||+2_
< letie=e
4. Sei € > 0. Nehmen Wi€1 = min (4 b £,1) und £, = min <}1|a|+1 \b[) Dann gibt

es N&, N! € Nso, dass |a, — a| < e fiir n > N und |b, — b| < e, fiir n > N2 . Also gilt

£1?
auch |a,| § lan — al+ |a] <1+ |a| fiir n > N2 und |b,| > [b] = [b— by| > [b] — 5 |b] = £ |b]
fiir n > N? . Damit zeigt sich, dass fiir n > N, := max (N2, N?)) gilt

£1)

an, a an Qn Qp G an, Qan a, a
I [ Y P
b, b by, b b b b, b b bl —
|ay| 1
< ———b—=by| + = |a, —a] <
0] [Dn] 0]
la| +1 1
< b —bp| + = |an —a| <
3 Iof* 0]
la| + 1 1 1 1
< —e1 < = =€ =¢.
%W? 82—|—|b|81_2€—|—2€ €

5. Weil die Dreiecksungleichung impliziert
—lan —al| < an| —a| < lan, —af,

folgt ||a,| — |al| < |a, — a] und wir kénnen zu jedem e > 0 fiir die Folge {|a,|}, -, das N.
fir {a,},-, wihlen.
6. Weil |Rea,, — Rea| < |a, — a folgt die letzte Aussage auf dhnliche Art. n

5.1.4 Das Einschlie3ungslemma.

Lemma 5.16 (EinschlieBungslemma) Wenn {a,}, . {bn},—, und {c,}, -, drei reelle
Folgen sind, wober

lim a, = ¢ = lim ¢, und a, < b, < c,,
n— o0 n— o0

dann gilt lim b, = {.

n—0o0

Bemerkung 5.16.1 Das Lemma ist auch bekannt als das Lemma der Rduber und Gen-
darmen. Auf Englisch heifit es das Sandwichlemma.

IFrage: Wieso diese eigenartigen e; und £5? Antwort: Weil es damit klappt. Frage: Wieso klappt
es denn mit diesen Zahlen? Antwort: Weil man erst das Ende berechnet und dann im Riickwértsgang
anschaut, was man dazu braucht.
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Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N, N¢ € N, so dass |a, —¢| < ¢ fir n > N? und
le, — ] < e fiir n > N¢. Fiir n > max (N2, NY) gilt

by —LC>a,—0>—|a,—l]|>—cund b, — 0 <c,— < |c, —{] <e,
also |b, — £| < e fiir n > N? := max (N2, N¢). ]

Beispiel 5.17 Wir wollen lim,,_,o n?2™" bestimmen.
Wir setzen a,, = n*2™" und betrachten A1/ an. Es gilt

ny1  (n41)%270FD = <1+ l>2
n

1
a, n22—n 2
und fiir n > 10 folgt

2
i LU 7
a, ~— 2 =

Es folgt also, dass a1 < 0.7 a, und apso < 0.7 ayy1 und so weiter. Kombinieren wir
diese Ungleichungen, so finden wir

nys < 0.7 anys < (0.7) anpy < (0.7)%a, < -+ < (0.7)" " ay.
Fiirn > 10 gilt, dass
0 S Ap S (0‘7)11710 aio-

Weil lim 0 =0 = lim (0.7)" " ayq gilt, folgt mit dem Einschliefungslemma, dass

n—o0 n—oo

lim n?2™" = 0.
n—oo

Dies wire ein Fall von: ,, Potenzen gewinnen von Polynomen”. Bei Lemma bewei-
sen wir allgemein, dass
nk
fir kK € NT und s > 1 gilt lim — =0.

n—oo 8§

Eine Beweisidee fiir diese Behauptung findet man schon, wenn man das letzte Beispiel
betrachtet.

Lemma 5.18 FEinige sonstige Standardgrenzwerte.

e Sei s € R. Dann gilt lim Sl 0.

n—oo M!

|
o Es gilt lim -~ = 0.

n—oo N

Beweis. Fiir die erste Behauptung bemerke man, dass fiir n > N > |s| folgendes gilt

sV N N NN NNt
< L. — < .
n N!' n N! n

Fiir die zweite Behauptung bemerke man, dass fiir n > 1 folgt

n! nn—1 21 1
o< —=— =< —.
nm n n nn n

Das EinschlieBungslemma liefert das Ergebnis. ]



50 Woche 5, Folgen und Konvergenz

5.2 Analytische Fundamente

5.2.1 Maximum, Minimum, Supremum und Infimum
Notation 5.19 Man definiert fiir a,b € R das Mazximum beziehungsweise das Minimum
wie folgt

b falls a < b,
a falls a > b,

B a falls a <0,
max (a,b) := { b falls a > b.

Fiir mehr als zwei Termen wird Maximum und Minimum wie folgt definiert.

Definition 5.20 Sei A C R.

und min (a, b) := { (5.3)

1. Wenn es a € A gibt mit x < a fir alle x € A, dann heifit a das Mazxzimum von A.

2. Wenn es a € A gibt mit x > a fiir alle x € A, dann heifit a das Minimum von A.

Bemerkung 5.20.1 Fir endlich viele Terme, dass heifst A = {aq,...,a,}, kann man
das Maximum (und auch das Minimum) iterativ definieren. Fir zwei Terme nimmt man

und man setzt anschlieffend fiir n > 2:
max (aq, ..., 0y, Qpyq) = max (max (ag, ..., a,), Apy1) -
Wenn A mehr als endlich viele Elemente hat, hat man nicht unbedingt ein Maximum.

e Zum Beispiel hat A = {”—H n e N} kein Maximum, denn Z—H < 1 und kleiner als

n+2’ +2
1 kann ein Maximum nicht sein, denn fiir jede Zahl a < 1 gibt es ein n € N mit
n+1
nt2 = @

e Auch B = {sin(n);n € N} hat kein Maximum. Wenn B ein Maximum hétte, dann
wire 7 eine rationale Zahl.

e Die Menge C = {cos (n);n € N} hat jedoch ein Maximum, denn cos (n) < cos (0) =
1.

Das Maximum einer Menge muss in der Menge liegen. Allgemeiner ist der folgende
Begriff.

Definition 5.21 Sei A C R.
1. Das Supremum von A ist definiert durch
sup A = die kleinste obere Schranke fiir A.

Wenn A nicht nach oben beschrinkt ist, dann setzt man sup A = oo (also sup A
existiert nicht als eine reelle Zahl und nur, wie man sagt, im uneigentlichen Sinne).
Wenn A =0, dann sup A = —oo.

2. Das Infimum von A ist definiert durch
inf A = die grifite untere Schranke fiir A.
Beispiel 5.22 Fir A= {z € Q; 2> <2} gilt sup A = /2 und inf A = —/2.
Fir B={%; ne N*} gilt sapB =1 und inf B = 0.

Bemerkung 5.22.1 Wenn also A ein Maximum hat, dann gilt sup A = max A. Fine be-
schrinkte Menge hat nicht unbedingt ein Mazimum. Die Vollstindigkeit von R impliziert,
dass jede beschrinkte Menge in R ein Supremum und ein Infimum hat.

Bemerkung 5.22.2 Ubrigens heifit eine Menge A C C (oder R) beschrinkt, wenn es
R € RT gibt, so dass fiir alle a € A gilt |a|] < R.
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5.2.2 Limes Superior und Limes Inferior

Definition 5.23 Sei {a,},, eine reelle Folge.

1. Der Limes Superior von {a,}. ., ist definiert durch

n—oo n—oo

limsupa, = lim (sup ak> )

k>n

2. Der Limes Inferior von {a,},, ist definiert durch

n—o00 n—oo \ k>n

liminf a,, = lim (inf ak> )

Bemerkung 5.23.1 Wenn {a,},., nicht nach oben beschrinkt ist, sagt man

limsupa, = oo
n—oo

51

im uneigentlichen Sinne. Das heifit, limsup a,, existiert nicht als Zahl. Anliches kann

n—oo
man beim Limes inferior finden.

Beispiel 5.24 Betrachte die Folge {(—1)" 22} o Setzt man

n+1Jp
n -+ 2
a, = (—1)" und b, = sup ay,
(=1) n+1 kzgk

dann werden die Terme wie folgt aufgelistet:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

_3 |4 _5 1|6 _7 18 _9 ] 10
an || 2 2 | 3 il5 6 | 7 8| 9
b 12 |2 |2 |6 |6 |8 |8 |L |
n 3 3 5 5 7 7 9 9

Es folgt, dass

n+2 -
B - { — fiir n gerade,
y =

n—142 .
w1 Jur noungerade,

und weil nhjEO Z—jﬁ =1= nlg& ;L:—if qilt, folgt

limsupa, = lim b, = 1.
n—00 n—00

Lemma 5.25 Sei {a,} -, eine beschrinkte reelle Folge. Dann existiert limsup a,, in R.

Beweis. Weil auch {a,},_, beschrénkt ist, existiert supys,, ar. Weil

sup ar < sup ax
k>n+1 k>n

ist {bn},—, mit b, = sup;s,, a; eine fallende beschrénkte Folge. Eine fallende beschrénkte

reelle Folge hat einen Grenzwert in R: b = lim,, ,, b, existiert.
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Beispiel 5.26 Fir {a,} -, mit a, = (_nlJZ:” gilt

limsupa, =1 und liminfa, = —1.
n—o0 n—00

Wir konnen vermuten, dass auch fir {b,},-, mit b, = Re ((% + %i)%) gilt

limsupb, =1 und liminf b, = —1.
n—o00 n—00

Hier steht eine Skizze von {(n,b,);n € N}:

S te o) ., ee %, ., 4% L ce ;° °, e° |
e e . & e «t v

IR PO SR I S LI S WL DU LY BN PO NI S L LR

e

T

. .
20 40 60 80 100 120

Die Notation verfiihrt dazu, mit dem Limes Superior und dem Limes Inferior zu rech-
nen wie mit dem Limes. Leider ist eine solche Annahme falsch. Einige Regeln, die gelten,
stehen im folgenden Lemma.

Lemma 5.27 Wenn {a,},_, und {b,},_, reelle Folgen sind mit limsup a,,, limsup b,
n—oo n—oo

liminf b, € R, dann gilt:

n—00

1. limsup (a, + b,) < limsup a,, + limsup b,,;

n—00 n—oo n—oo

2. limsup (a, + b,) > limsup a,, + liminf b,
n—»00 n—00 n—00

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus

sup (ax + bg) < sup (ak + sup bg) = sup ay, + sup by

k>n k>n >n k>n >n

und Limesrechnung;:

lim (supag +supby | = lim supag + lim sup by;
n— oo k>n ﬁzn n—oo kZH n—oo an

die zweite aus

sup (ay + bg) > sup (ak + ;I>1f bg) = sup ay + gf be

k>n k>n k>n

und eine dhnliche Limesrechnung. [ ]

Beispiel 5.28 Die Ungleichungen in Lemmal[5.27 kénnen strikt sein. Betrachte die Folge
{a,},, definiert durch a, = ((=1)" = 1)n und b, = ((—1)""" — 1) n. Die ersten Terme
sind wie folgt:

ap,: 0, =2, 0, —6, 0, —10, 0, —14, 0,
b,: 0, 0, —4, 0, -8 0, —12, 0, —16,
an+by: 0, —2, —4, —6, —8, —10, —12, —14, —16,

Dann hat man

—oo = limsup (a, + b,) < limsupa, + limsupb, =0+ 0 = 0.

n—oo n—oo n—oQ

Ein Beispiel, bei dem die zweite Ungleichung strikt ist, darf man selber basteln.
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5.2.3 Haufungswert und Bolzano-Weierstrass

Definition 5.29 Sei {a,},., eine Folge. Dann heifit h Haufungswert fir diese Folge,
wenn es eine Teilfolge {an, },, gibt mit klim A, = h.
— 00

Statt Haufungswert sagt man auch Haufungspunkt.

Theorem 5.30 (Bolzano-Weierstrass)
Jede beschrinkte Folge in R (in C) hat einen Haufungswert in R (in C).

=0T

Abbildung 5.2: Skizze zu einer komplexen Folge beschrankt durch M = 8

Beweis. Sei also {a,} -, eine beschrinkte komplexe Folge. Dann gibt es M € R* so, dass
la,| < M fur alle n € N und also auch |Rea,| < M und |[Ima,| < M. Wenn unendlich
viele Zahlen {a,} in dem Quadrat

Qo=[-M,M+i[-M,M]={2€C; —M <Rez<Mund — M <Imz< M}

liegen, dann liegen auch unendlich viele Zahlen {a,} in einem der vier Teilquadrate mit
halb so groffen Lingen. Nenne dieses Teilquadrat, das auch unendlich viele Zahlen {a,}
enthélt, Q. Es konnte zum Beispiel Q1 = [0, M] + i [—M, 0] sein. Wir wiederholen diese
Aufteilung und finden eine Folge von Quadraten:

QoDODQ1DQ:DQ3D ... .

Nehme a,, = ap € @p. Dann gibt es a,, € @; mit n; > 0, a,, € Q2 mit ny > ny,
an, € Q3 mit ng > ny usw. Wir bekommen eine Teilfolge {an, },-, mit a,, € Qx. Weil
Uy Ony € Qmin(k,e) gilt, hat man

min(k,¢)
oy =l < Rean, = 0]+ (o e 407 (3)
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So ist die Folge {a,, },-, eine Cauchy-Folge, und Cauchy-Folgen in C sind konvergent.
Der Limes, der zu dieser Folge {an, },-, gehort, ist ein Haufungswert fir {a,}, . [ |

Ubrigens hiitte man auch Lemma benutzen kénnen: Die Folge {Re (ay)},, ist
beschréankt und hat also eine monotone Teilfolge {Re (an,)},-,. Die Folge {Im (ay,)},—,

ist beschrankt und hat eine monotone Teilfolge {Im (anw)} . Wegen Lemma |5.12| kon-
=0

vergiert {Im <anke> }OO in R und auch {Re (anké) }Oo als Teilfolge einer konvergente
=0 =0

Folge in R. Dann konvergiert { an,, in C.
=0

Beispiel 5.31 Die Folge {(% + %Z\/g)n} hat 6 Hdaufungspunkte, namlich
neN

1 1 1 1 1 1 1 1
1. ts 1 Le1 1o 1 1 .
{ »—1,3 + 22\/37 5 + 22\/5,2 5 3, 5 22\/5}

Beispiel 5.32 Die Folge {sin (n)}, oy hat als Hiufungspunkte
L1 ={reR;-1<x<1}.
Dies zu beweisen ist jedoch nicht einfach.

Lemma 5.33 Sei {a,} -, eine reelle Folge. Dann ist limsup a,,, wenn er existiert in R,
n—oo

der grofite Haufungswert und liminf a,,, wenn er existiert in R, der kleinste Hdaufungswert
n—oo

von {an},— .

Beweis. Selber machen. ]
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Spezielle Funktionen und
Grenzwerte

6.1 Funktionen

Funktionen oder Abbildungen sind wir schon mehrere Male begegnet. In Abschitt
hat man eine Funktion wie folgt definiert.

Definition 6.1 FEine Funktion f : A — B st eine Vorschrift, die auf eindeutige Weise
zu jedem Element a € A ein Element b € B zuordnet.

Auch Eigenschaften einer Funktion wie Surjektivitdat und Injektivitat wurden definiert.

Notation 6.2 Sei f : A — B eine Funktion. Man nennt
1. die Menge A den Definitionsbereich;

2. die Menge B den Wertebereich;

3. die Menge f(A) = {b € B;3a € A} die
Wertemenge;

4. die folgende Teilmenge von A X B:

Graph(f) = {(a, f(a));a € A}, L .

den Graph der Funktion.

Bemerkung 6.2.1 Wenn man f(x) = x? als Funktion betrachten mdchte, dann reicht
diese Vorschrift nicht. Man muss auch noch den Definitionsbereich angeben. Einige Bei-
spiele:

1. Die Funktion f: R — Ry mit f(z) = 2? ist surjektiv aber nicht injektiv.
2. Die Funktion f :Rf — R mit f(x) = 22 ist nicht surjektiv aber injektiv.

3. Die Funktion f : R — RS mit f(z) = 2? ist surjektiv und injektiv, also auch
bijektiv..

4. Die Funktion f :7Z — N mit f(z) = x? ist nicht surjektiv und nicht injektiv.

95
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NB R = (0,00) und R = [0, 00).

Bemerkung 6.2.2 Manchmal wird statt B auch f(A) als Wertebereich gehandelt und
man nennt f(A) das Bild von A.

6.2 Nochmals Polynome

Ein Polynom
P(2) = apa™ + ap 12" an 02" - b aw +ag (6.1)

kann man betrachten als Funktion von R nach R oder von C nach C. Es ist sogar méglich
p als Funktion auf die Menge der k x k-Matrizen zu betrachten.

Lemma 6.3 Sei p ein Polynom von Gradn > 1.

1. Dann ist p: C — C surjektiv.

2. p: C — C ist injektiv, dann und nur dann, wenn n = 1.

Bemerkung 6.3.1 Fir p: R — R kann man eine solche Aussage nicht machen. Zum
Beispiel p(x) = x* als Funktion von R nach R ist nicht surjektiv. Und p(x) = 23, als
Funktion von R nach R, ist injektiv und hat Grad 3.

Beweis. 1. Sei w € C und betrachte p(z) — w = 0. Dann ist p(z) — w auch ein Polynom
von Grad n und der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass er eine Nullstelle in C hat.
Anders gesagt, es gibt z € C mit p(z) = w.

2. («=) Wenn p von Grad 1 ist, also p(2) = a1z + ap mit a; # 0, dann ist a1z +ag = w
fiir jede w € C eindeutig losbar.

2. (=) Sei p ein Polynom von Grad n > 1. Als Folgerung dieses Fundamentalsatzes
gibt es z1,..., 2z, € C so, dass

p(z)=an(z—21)(z2—29) ... (2 — 2n) .

Wenn nicht alle z; gleich sind, dann hat p zwei verschiedene Nullstellen, dass heifit p(z;) =
p(z;) = 0 fiir 2; # z; und p ist nicht injektiv. Wenn alle z; gleich sind, dann hat man

p(z) = a, (z — )"

und hat p(z) = a, genau n unterschiedliche Losungen, ndmlich die n Einheitswurzeln,

und p ist wiederum nicht injektiv. [ ]

Lemma 6.4 Angenommen, 2y, 21, . . ., 2, € C sind alle verschieden. Dann gilt folgendes

1. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit a,, = 1, der zq, z2, ..., z, als Nullstellen
hat. Wenn zq,...,z, € R, dann hat man aq,...,a, € R.

2. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit p(zo) = 1, der z1, 2o, ..., 2z, als Null-

stellen hat. Wenn 2y, 21, ..., 2, € R, dann hat man ag,ay,...,a, € R.
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Beweis. 1. Ein solches Polynom ist

p(z)=(z—2z1)...(2— z,) . (6.2)

Aus Lemma [4.3] folgt, dass wenn p die Nullstelle z; hat, es ein Polynom ¢ von Grad n —1

gibt so, dass p(z) = (2 — 2z1) q¢(2). Man hat auch q(z;) = p(z;)/ (z; — z1) = 0 fir i > 1.

Eine wiederholte Anwendung ergibt, dass p tatséchlich wie in ist.
2. Man nimmt

(z—2z1) (z—22) ... (z2—2zn)

(z0 — 21) (20 — 22) - .- (20 — 2n)

(6.3)

p(z) =

und bekommt Eindeutigkeit indem man den ersten Teil benutzt.
Man sieht sofort, dass reelle Nullstellen, sowohl in (6.2]) als auch in (6.3)), reelle Koef-
fizienten liefern. [

l 2 V

Eine Skizze vom Graphen des Polynoms p von Grad 4 mit p(—1) = p(0) = p(2) = p(4) = 0 und p(1) = 1.

-1+

Korollar 6.5 Angenommen, 2y, z1, ..., z, sind n + 1 unterschiedliche, reelle (oder kom-
plexe) Zahlen. Fir die reellen (oder komplezen) Zahlen fo, f1,. .., fn gibt es ein Polynom
p mit hochstens Grad n so, dass p(z;) = f; firi=0,1,...,n.

Beweis. Man nehme

=X (I —2) (6.4)

=0 0<j<n 1 %
J#i
n
Es folgt, dass p(zx) = > ( Z:j] ) fi= ( 11 j:%? ) Je = [k =
i=0 N 0<j<n 7Y 0<j<n 7
£ J#k

Bemerkung 6.5.1 Mann nennt die Lagrangesche Interpolationsformel.

6.3 Rationale Funktionen

Definition 6.6 Fine rationale Funktion f besteht aus dem Quotient zweier Polynome,
sagen wir p und q. Wenn q die Nullstellen z, ..., z; hat, dann heisst dass:

f:C\{z1,...,21} = Cund f(z) = —=. (6.5)
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Bemerkung 6.6.1 —

Man darf davon ausgehen, dass p und q keine gemeinsa- 2
me Nullstelle haben. Denn wenn sie eine solche hitten,

liefie sich die Formel 58 vereinfachen. Zum Beispiel
2 —-222+1 (22 —1)° 221
-1 (24+1)(2-1) 241

Wenn p und q keine gemeinsame Nullstelle haben, dann
nennt man eine Nullstelle von q einen Pol von f. Wenn
z = z1 eine n-fache Nullstelle fiir q ist, heifit z; ein n-
facher Pol von f. In der Nihe eines Pols ist eine ratio-
nale Funktion unbeschrinkt. Hier rechts steht eine Skizze
zum Graphen des reellen Teils von 22_1, das heifit, von

22+1
der Funktion f, : C\ {i,—i} — R mit

fi(z) = Re (zz _T_ 1) :

Wir werden uns als néchstes befassen mit der Frage,
wie man eine rationale Funktion

p(2)
f(z) =—=. 6.6
(2) q(2) (6.6) 2
1
als in (6.5)) in einer Summe einfachen Funktionen zerle- i 0

|
gen kann. 1 mz

-2
Proposition 6.7 Seien p und q Polynome mit q(z) = (z — 2z1) (z — 2z2) ... (2 — 2) und

21y ..., 21 € C alle verschieden.
Dann gibt es c¢; € C und ein Polynom p derart, dass man die rationale Funktion f in

schreiben kann als
C1 C2 Ck

f(z) = - +o
zZ—2 Z — 29 Z— 2k

+p(2).
Wenn ¢ mehrfache Nullstellen hat, wird das Ergebnis etwas aufwendiger.

Proposition 6.8 Seien p und q Polynome mit q(z) = (z —21)" (z — 22)" ... (z — z)™"
und zy, ...,z € C alle verschieden und ny,...,n, € N*.

Dann gibt es ¢g; € C und ein Polynom p derart, dass man die rationale Funktion f
mn schreiben kann als

C1,1 C1,2 Clni—1 Cing
z) = — + ’ + -+ ’ + —— +
f( ) Z_Zl (Z—ZI)Q (Z_Zl)nl_l (Z_Zl) 1
C C C9 o — Con
Bl Ry Aml 2+
2=z (z— ) (z — 29) (2 — 22)
e e +
C C Ck oy — Ckn -
—"_ k‘,l —"_ k2 —"_ .+ k, k 1 k, k —"_p(Z).
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Bemerkung 6.8.1 Sowohl fiir Proposition als hat man:
o Wenn Grad(p) > Grad(q) gilt, dann folgt Grad(p) = Grad(p) — Grad(q).
o Wenn Grad(p) < Grad(q) gilt, dann folgt p = 0.

Bemerkung 6.8.2 Man nennt diesen Vorgang die Zerlegung in Partialbriiche und
das Ergebnis die Partialbruchzerlegung. Aus dieser neuen Darstellung folgt, dass es
zum Verstindnis einer rationalen Funktion reicht, das Verhalten von einzelnen Polen
zu studieren. Der Grund fir diesen Aufwand soll, wenn nicht jetzt, spdtetens bei der
Integration deutlich werden.

Beispiel 6.9 Bevor wir einen Beweis geben, erinnern wir nochmal an den Divisions-
algorithmus. Wir haben thn benutzt, um Faktoren aus einem Polynom zu holen. Auch

bei der Abtrennung von Standardtermen aus einer rationalen Funktion wird er benutzt.
Als Beispiel:

f() 2+ 5+t +1
],' =
zd — 222+ 1

Die Division liefert

et =222 +1 ) a4 ab+at+1 \ 2¥4+z+3
28 — 224 4 22
2?4+ 3z2t — 22+ 1
2 — 2% o
3t +22% — 22—+ 1
3x* — 622 4 3
203 4+ 52 —x — 2

und also
b+t +1 2, +3+2.:1:3+5:c2—;1:—2
="+
rd— 222 +1 4 — 222 +1

Wir verfolgen mit

2x3+5x2—m—2_ 203 + 5x% — 1 — 2 -

et —222+1 (z-1)>2@2+22+1)

(223 +522 —x —2)+ -1 (2 + 2z + 1)+ 1 (2* + 22+ 1)
(x —1)* (22 42z + 1)

Hier ist —1 so gewdhlt, dass ((22® + 52® —x —2) + —1 (2> + 22+ 1)),_, = 0, das heifst,
man berechnet ¢ derart, dass

0= (20452 —2—2)  +c(a®+20+1) _ =4d+c4

r=

Demzufolge ist (223 + 52* — x — 2)—1 (2> + 2z + 1) ein Polynom mit x = 1 als Nullstelle.
Und weil x = 1 eine Nullstelle ist, kann man einen Faktor (x — 1) ausklammern in

(22° +52° —2—2) — 1 (2* + 22 + 1) = 22° + 42® — 32 — 3.
Dazu benutzt man wiederum eine Division:

r—1 /) 223+42—-32—-3 \ 22°+6z+3

223 — 222
622 —3x — 3
622 — 62
3xr—3
3xr —3

0
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Man findet 223 + 42® — 3z — 3 = (x — 1) (22 + 6x + 3) und geht wie folgt weiter:

(mﬁ+mﬁ—x—m—1u¥+mwﬂj+ 1@’ +22+1)
(. —1)° (22 + 2z + 1) (z —1)° (22 + 2z + 1)

(x — 1) (22 + 6x + 3) N o (6 + 222 + 3) N 1

(z—1%@2+2c+1) (xz—1)° (@—-1(@@>+22+1)  (z—1)*

Das gleiche tun wir mait

(22% + 6x + 3) (222 +6243) -4 (a? —|—2x+1)+ L +204+1)
(x—1) (22 +22+1) (x—1) (22 42z +1) (z—1)(22+22+1)
(hr-DE-) 4 feey Y

(x—=1)(z24+22x+1) x-—1 x2+2x+1+x—1‘

Es wurde benutzt, dass
11 3 1 1 3 1
(23:2+6.7c+3) —Z(x2+2x—|—1) =2+ -x+-= <——x——) (x—1).

Noch einmal dhnliches:

TR T 1y S S
e?+2x+1 (z+1)2 (z+1)2 r+1 " (z+1)%

Insgesamt bringt es uns zu

2
= 3
= R A +(x—1)2+x

S+ a° +at+ 1 1 oy

Rechts in steht die Partialbruchzerlegung.

Wenn man dieses Beispiel genau betrachtet, gibt es eigentlich nur einen wichtigen
Schritt.

Lemma 6.10 Seien p und q Polynome mit Grad(p) < Grad(q) — 1 und so, dass p und q
keine gemeinsame Nullstelle haben. Sei z; eine m-fache Nullstelle von q, sagen wir

q(z) = (z = 21)" 4(2),
dann gibt es ein Polynom p mit Grad(p) < Grad(q) — 2 und eine c € C so, dass

) _ p(2) — p(z) c
Q(Z) B (Z - Zl)m (j(Z) N (Z — Zl)mil (j(Z) + (Z _ Zl)m' (68)

Beweis von Lemma|6.10. Weil §(z1) # 0, ist ¢ = E ; wohldefiniert und es ist folgendes
erlaubt:

»Ql

p(2) ~p(2) - Z§§1§ 7(z )+pEZI§Q( ) p(z) - 3@( )+p(zl) 1
(z—21)"q(z) (2 —21)"q(»)  (z—2)"g(z) @) (=)

Weil P(z) = p(z) — fl%cj(z) ein Polynom ist mit z = z; als Nullstelle und mit Grad(P) <

Grad(q) — 1, gibt es ein Polynom p mit Grad(p) = Grad(P) — 1 so, dass

P(2) = (= — 21) pl2).
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Es folgt, dass

p(2) - p(2) ¢
(z—21)"q(z) (z — zl)m*1 q(2) * (z—21)"

Beweis von Theorem [6.8] Der erste Schritt wire, im Fall Grad(p) > Grad(g), durch
eine Division eine rationale Funktion zu bekommen mit dem Grad des Zihlers kleiner als
dem Grad des Nenners. Das liefert uns ein Polynom r und ein Polynom p; mit Grad(p;) <
Grad(q) — 1 derart, dass

p(z) pi(2)

&) "I
Als néchsten Schritt vereinfachen wir ’; 1((;)) so, dass p; und ¢ keine gemeinsame Nullstelle

haben. Jetzt brauchen wir das Theorem nur fiir solche £ 1((;)) zu beweisen.

Das beweisen wir mit vollstdndiger Induktion nach dem Grad von q.

1) Wenn Grad(q) = 1, dann gilt Grad(p;) = 0 und p;((;)) hat schon die gefragte Form.

2) Nehmen wir an, dieses Theorem stimmt fiir alle ¢ mit Grad n. Wenn wir ein Polynom
g von Grad n+ 1 haben, dann erlaubt uns Lemma die Induktionsannahme zu nutzen,

denn gibt uns eine rationale Funktion mit Grad n im Nenner. [

Die oben durchgefiihrte Spaltung kann eine langwierige Sache sein, wenn man all diese
Schritte verfolgt. Weil man aber jetzt weifl, was zu erwarten ist, kann man schneller voran
kommen.

5

Beispiel 6.11 Nehmen wir — £ . Die erste Division lafst sich kaum kiirzen:
24422241
2° 22 +228 42 223 + 2 223 + 2

A2 41 A122+1 At 22+41 0 A2+ 1
Dann muss man immer noch den Nenner faktorisieren:
A 42224 1=(2+1) = (=) z+))P = (=) (z+1).

Wir kénnen jetzt aber verwenden, dass wir wissen, es gibt a,b,c,d € C, so dass

223 4 2 _2z3+()22+1z+()_ a . b n c n d
A+22241 A42241 0 (z—i0)? z—i (z+i0) z4d
Die rechte Seite kann man zusammennehmen:
a b c d

— T -+ — T .
(z — 1) z—1  (z241) zZ+1
a(z4+1)°+b(z+)(z—i)+c(z—i) +d(z—1)* (2 +1)

= — — =
(z—10)" (2 +1)
(b+d)22+ (a+ib+c—id) 22+ (2ia+b—2ic+d)z+1ib—a—c—id

(22 +1)°
Man muss nur noch ein lineares System von 4 Gleichungen ldosen:
b+d=2,

a+1ib+c—1d=0,
2ia +b—2ic+d =1,
ib—a—c—1d=0.

Es folgt a = ;lli, b=1,c= —}li und d =1 und das Ergebnis lautet:

2° i 1 i 1
T =2~ — + - :
2422241 (z—4)?% z—i (244> =z+i
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6.4 Potenzen und Wurzeln

Potenzen mit ganzen Zahlen sind definiert durch

wennn € Nt 2"=z.2.2-...-2 fir zeC,
(S G .
n Faktoren
wennn=0: 20=1 fir z € C,
wennn € Z7: 2" =L fir z € C\ {0} .

Die ersten Erweiterungen sind die Wurzelfunktionen:

e Wenn n € N gerade ist, dann ist (y — y") : Rj — R{ bijektiv. Dann gibt es genau
eine Losung y € R von z = y" fiir alle x € R

e Wenn n € N ungerade ist, dann ist (y — 3") : R — R bijektiv. Dann gibt es genau
eine Losung y € Ry von x = y" fiir alle x € R.

Die Bijektivitit folgt aus der Tatsache, dass die Funktionen (y — y") : Rj — RJ mit
n gerade und (y — y") : R — R mit n ungerade, monoton wachsend, also injektiv, und
surjektiv sind. Dann ist diese Definition erlaubt.

Definition 6.12 1. Sein € N* gerade. Dann wird /- : RS — R{ definiert durch

YV =y, wenn y" = x und y > 0.
2. Sein € Nt ungerade. Dann wird /- : R — R definiert durch

Ve =y, wenn y" = .

6.4.1 Potenzen mit rationalen Koeffizienten

Was machen wir mit f(z) =z fiir m € Z und n € N*? Fiir # > 0 gibt es kein Problem.

Definition 6.13 Sei 2 € Q. Die Funktion (z+— x= ) : Rt — RT wird definiert durch

xn = Vam,

Auch fiir diese Definition mufl man zeigen, dass sie korrekt ist. Jede rationale Zahl hat

ja mehrere Darstellungsmoglichkeiten: % = % = }—g = ... . Man kann jedoch sehen, dass

Y1 = 2% und y» = xn das gleiche Ergebnis liefern. Denn
kn n\ k
g = (WaR) T =t nd gt = ) = (Vo)) = @)t =t

und weil (y — y*") : R* — R injektiv ist, folgt y; = yo. Weil 22 und 2 in Q mit k € N
die gleiche Zahl vertritt, ist 2P wohldefiniert fiir p € Q und z € R*. Das ganze sieht aus
wie eine Trivialitdt bis man folgendes betrachtet:

A=Y T = (1) = (1) = (-1)°" = /(-1 = VT =1.

Um derartige Probleme zu vermeiden, definieren wir  +— z™» nicht fiir 2 < 0.
Fiir positive x passt das alles wie man mochte und man kann wie ‘iblich” mit den
Koeffizienten verfahren:

wlot



6.5 Einige Standardfolgen und deren Grenzwerte 63

Lemma 6.14 Seien x,y € RY und p,q € Q. Dann gilt:
1. Pt = gPrd;
2. Pl = (2P)?;
3. (xy)’ = xPyP.

Beweis. Wenn p und ¢ in Z liegen, dann folgen diese Ergebnisse aus einer wiederholten
Anwendung der Kérpereigenschaften. Ubrig bleibt, es zu beweisen fiir Q\Z. Da verwenden
wir die Definition und, dass diese Gleichungen fiir ganze Zahlen gelten.
Wir setzen p = und ¢q = % mit m, k € Z und n, ¢ € NT,
1. Die erste Behauptung:
(pr“q)M — (g;’ffJF'Z)M - <$W)M — ( "f/a;meJrkn) " i,
mamn nl 2\ ¢ N\ n
(:prq)né — ({[W) £ (31'%) — <n/1.m > (f/xk ) _ (xm)f (ili'k) _ meJrkn’
und die Injektivitét von (z +— 2™) : Rf — R liefert aP™ = aPz9.

2. Die zweite Behauptung:

i (= ()
K\ Y AN i
((z"))™ = ((mﬁ)f) = (é (:E%)k ) — (;p%)’m _ (W) L

und die Injektivitét von (z — z) : R — R{ liefert a7 = (a7)".

3. Die dritte Behauptung:

(zy)")" = {/(ay)™ = (zy)™ = a™y™ = Sam" Yy = (2)" (y*)" = (aPy")"

und die Injektivitdt von (x +— 2") : R — R liefert (xy)? = axPyP.

6.5 Einige Standardfolgen und deren Grenzwerte

Lemma 6.15 FEinige Standardgrenzwerte:

1
1. lim — =0 firqe Q";

n—oo N4

2. lim {/x =1 firx € RT;

n—oo
3. lim {/n=1;
n—oo

4. lim n"2" =0 firm e N und z € C mit |z| < 1.

n—oo



64 Woche 6, Spezielle Funktionen und Grenzwerte

Definition 6.16 Die FEntierfunktion, Gaufs-
klammer oder Ganzzahlfunktion: st -

[]: R — R, 2f —
[z] = die grifite Zahln € Z, so dass n < x.

Manchmal wird auch |-] geschrieben.

Eine Skizze des Graphes der Entierfunktion
findet man rechts.

Bemerkung 6.16.1 FEs folgt, dass
[z] <a < [z]+1 fir alle x € R.
Beweis von Lemma Sei e > 0. 1. Man nehme N, = [6_1/‘1} + 1:

T = () ) =

2. Man nehme N, = [%1} + 1. Die Bernoullische Ungleichung besagt, dass
(1+y)" >1+ny firy > —1.

Nimmt man y = (z — 1), dann findet man (1 + Z1)" > 2 und daraus folgt

n

Fiir x > 1 gilt also
r—1

[Ve—1=vr-1<

Wenn wir also N = [%1] + 1 nehmen, folgt fiir n > N, dass
|[Vz—1| <e.

Fiir 0 < < 1 benutzen wir, dass 2! > 1, dass lim v/z~! =1 und

n—oo

1
lim /r = ————.
n—00 Ve lim Va1

n—oo
3. Statt der Bernoullischen Ungleichung hat man auch fiir n > 2 und y > 0

n n n nin —1
(14+y)" >1+ <1)y+ <2)y221+¥y2‘

Man benutze dazu die Binomialformel. Nimmt man y = {/n — 1, so bekommt man

(n—1)

n—1=01+n-1)"-1>" (¢/n—1)
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2
{l/ﬁ—lf\/j.
n

2
0< yi-1<Y?

n
folgt das Ergebnis aus Lemma [5.15] 1., und das EinschlieBungslemma.

4. Wenn m = 0, hat man mit der Bernoullischen Ungleichung

und es folgt

Weil

V]

1 1
<
(T4l =1)" " 1+n(z ' -1)

11 1 |
- - (6.9)

AT =1 nl-ef

2"

IA

Weil lim %1|_Z|Z| =0, gilt auch lim |z|" = 0.

Wenn m > 1 hat man

mn

nz:nz% <
") = |/

’mn

(i)

Weil |z| < 1 gilt, und weil lim (1 + \/%> =1, gibt es N € Nund 0 < 6 < 1, so dass

n—o0

2
<1+\/j) |z|% <.
n
Wie in hat man
g 1 1 116
S+t -1)" T 14n(@—1) " n(@' -1 nl-6
und mit
| < 1 0 m<1 0 n
nes —nm\1—46 “n\1—-6) "’
folgt lim n™z" =0 ]
n—oo

L] 3
6.6 Wie man ohne Taschenrechner v/5 berechnen kann.
Algorithmus 6.1 Sei m € N\ {0,1} und w € R". Wir definieren:

ag=w—+ 1,

1 w
&n+1:(1——>an+ - fir n € N.
m mam—

n

(6.10)

Bemerkung 6.16.2 Wir werden zeigen, dasslim,, o a, = Yw. Auf diese Art haben wir
eine Méglichkeit gefunden, durch eine rationale Funktion eine Wurzel {/w zu approzimie-
ren. Ein Taschenrechner oder Computer macht genau dasselbe. Mehr als wiederholtes
Addieren und Subtrahieren schafft er leider nicht und auch wenn der Verkdufer Ihnen
erzihlt hat, dass das Gerdit /5 exakt berechnen kann, dann stimmt das leider nicht. Da
wird auch bloff mit so einer algebraischen Funktion approximiert bis man geniigend viele
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richtige Ziffern hat. Der Algorithmus konvergiert ibrigens sehr schnell. Hier die ersten
12 Zwischenergebnisse fiir /5

Lol i o R o R o O T N I S )

.0462962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962
.7993274908751591703624057915417595086372043190514600359479196707577579167557994837116928486033768
.0789055161910019112094675663932928614164724951340265204151217969453887091577713899001238167699734
.7715744998156100817161027536799547399587805079010651721168735427293262233193090928807418708239413
.7120929359518477257669396726534003932117293068780213134883620269893886778181967594401577926524688
.7099785632381726163824235897841792566237277792297540454448592445786949679146346251789445785300990
.7099759466807007766583233241323163689104106108151309625305176214739705069907146931137725297381644
.7099759466766969893531182471276468005156763849568810139677863400061010906849308111946964029994281
.7099759466766969893531088725438601098680551105944491099820694702859579820632400960096926316743885
.7099759466766969893531088725438601098680551105430549243828617074442959205041732162571870100217336
.7099759466766969893531088725438601098680551105430549243828617074442959205041732162571870100201890

Spdter werden wir noch mal zeigen, dass die Grenzkurve zwischen den richtigen schwarzen
und den falschen roten Ziffern nicht nur zufilligerweise wie x = ¢ 2Y aussieht.

Bemerkung 6.16.3 Man kann statt ag = w + 1 einen beliebigen positiven Anfangswert
nehmen. Der einzige Vorteil bei ag = w + 1 ist, dass w + 1 > Yw gleich eine fallende
Folge liefert.

Lemma 6.17 Seim € N\ {0,1}, w € RT und die Folge {a,},, definiert wie in .
Dann gilt lim a,, = Yw.
n—oo

Beweis. Erstens beweisen wir, dass fiir die Funktion f : R™ — R mit

gilt, dass f(z) > /w fiir alle z € R*. Wir haben fiir z > 0 die folgenden gleichwertigen
Aussagen:

1
(1——)x+L> mw@(m—l)w%—lemm\/w(:)
rm-

m mam—1 —
w Yw w w
& m—1+—2m—<:>—21+m(——1)<:>
xm x xm X

o (L) st (Y1)

o (14 (22-1)) zaem (L8 -0).
x x
Setzt man y = %ﬁ — 1, dann erkennt man, dass die letzte Ungleichung stimmt wegen der

Bernoullischen Ungleichung (Lemma [1.13)):
(1+y)™ >1+my fiiry > —1.
Damit hat man auch

1 w
(-1)er 2> v
m max™

Nehmen wir an, dass a,, € R", dann finden wir f(a,.1) > {/w. Weil ag > 0 gilt, kann
man zeigen, dass a, > {/w fiir n € N\ {0}.
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Fiir a,, > {/w finden wir

1 w a,’ —w
Ap+1 = I——)a,+ o1 On — m—1 < ap.
m marr mar

So haben wir eine monoton fallende Folge bekommen, die von unten beschrénkt ist.
Die Vollstéandigkeit von R besagt, dass {a, },, einen Grenzwert @ hat. Und weil a,, > {/w
gilt auch a > /w.

Jetzt, nachdem wir die Existenz des Limes gezeigt haben, konnen wir damit rechnen:

. . 1 w
a = lim a,4; = lim 1——)a,+ o) =
n—>00 n—>00 m ma?‘

) 1 . w
= lim ((1——)an>+hm o=
n—»00 m n—00 ma:l”_

1 1
= (1——) liman—f—ﬂlim =

m / n—oo m n—oo anm—l
1 1
= (1——| lim a, + E— =
m ) n—oo m lim,, o a1
1 1
= (1——) liman—l—E - — =
m ) m—oo m (hmn%oo &n)
1 1
= (1 — —) a had T
m ma™—
Es folgt, dass
1 w 1
—a = — ,
m mam1

und daraus, dass a™ = w. [
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Woche 6, Spezielle Funktionen und Grenzwerte



Analysis 1, Woche 7
Reihen 1

7.1 Folgen aus Folgen

Wenn {a,} -, eine reelle oder komplexe Folge ist, kann man daraus eine neue Folge
{sn}.—, konstruieren durch
Sp = Qg+ a1 + -+ ap,

oder netter geschrieben

n
Sp — E ag.
k=0

Die Folge {} ) _,ar},, nennt man eine Reihe, die Zahlen a, die Glieder dieser Reihe
und s,, die Partialsummen.

Die Hauptfrage, die man bei eine Reihe stellt, ist:

n
e Konvergiert sie? Anders gesagt, existiert lim > a;?

Die zweite Frage ist meistens viel schwieriger zu beantworten:

n
e Wenn sie konvergiert; gegen was konvergiert sie? Anders gesagt, kann man lim )" ay
n— oo
k=0

berechnen?

Oft benutzt man fiir {>°,_jax} ., auch kurzerhand Y 7" a;. Weil man aber auch

lim ZZZO ay, abkiirzt durch E;OZO ay, muss oft aus dem Kontext deutlich werden, was
n—ro0

genau gemeint ist.

Beispiel 7.1 Die harmonische Reihe ist definiert als {ZZZl %}2021:

"1 1 1 1 1 1
= e B
s ;k totgt et

Sie ist nicht konvergent:

EEEIIL PR UL S L S S L L ;1
STL = —_ —_ — — — —_ —_ —_ .. — R p—
237456 7879 16 ' 17 n
S UL VL L S L I L L T
2°4 48 8 8 8 16 16 32 om

> 1444 2oy ! + ! + (7.1)

= 2 2 2 2 '

69
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Hier ist 2™ die kleinste Zweierpotenz grifler gleich n. Man findet, dass {s,}.., unbe-
schrinkt ist.
Mdchte man dies prézise zeigen, dann bemerkt man, dass wegen fiir die Teilfolge
{Sor }rey gilt, dass
Sok > %k fiir alle k € N.

Dann ist diese Teilfolge unbeschrinkt, und daher auch die Folge {s,} -, selbst. Weil die
Folge {sn}zo:1 monoton ist, kann man sogar sagen, dass lim, ., s, = 0.

Beispiel 7.2 Die geometrische Reihe fiir z € C ist definiert als {Zk 0% } . Sie kon-
vergiert genau dann, wenn |z| < 1.
Das sieht man wie folgt. Fir z # 1 gilt

Y =14zt =

Q+z+22+4+2")(1—-2) 1-—z

(1-=2) Col-z
und man bekommt
- 1—2z""  1—lim P b wenn |z| < 1,
lim Z 2F = lim = N0 = 1—2z
n—00 n—soo 1 — 2 1—2

divergent wenn |z| > 1.

Wenn z =1 hat man

und es folgt auch hier Divergenz.

Lemma 7.3 1. Wenn lim > ay existiert, dann gilt lim a, = 0.
n—00 [ n—00

2. lim a, = 0 ist nicht ausreichend fir die Konvergenz der Reihe {3, _,ax}

n—oo

Beweis. 1. Es gilt lim,, ,,, b, = b genau dann, wenn lim,, ., b,1 = b. Setzt man s =

nlg& > r—o @k, dann sieht man sofort, dass

n+1 n+1
hman—hmanH—hm E ak—g ap | = lim E a, — lim E ar=s—s=0.
n—oo n—oo n—oo

2. Die harmonische Reihe ist ein Beispiel, das besagt, dass lim a, = 0 keine ausrei-
n—oo

chende Bedingung ist fiir die Konvergenz von lim ", _; a;. Also
n—oo

lim a, =0 lim E ay, existiert.
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Bemerkung 7.3.1 Die erste Aussage dieses Lemmas, namlich

n

lim E ay existiert = lim a, = 0,

ist dquivalent zu der logischen Umkehrund]

{an},en konvergiert nicht nach 0 = {Z ak} divergiert.
k=0 neN

7.2 Konvergenz fiir Reihen mit positiven Gliedern

o0

1
Lemma 7.4 Seiq € QF. Die Reihe ) - konvergiert genau dann, wenn q > 1.

n=1

Bemerkung 7.4.1 Anders gesagt: die Folge {Zzzl k—lq}zozl konvergiert genau dann, wenn
q > 1. Oder nochmals anders gesagt: lim >, kiq existiert genau dann, wenn q > 1. Dies
n—oo

gilt sogar fir ¢ € R aus (1,00).

Bemerkung 7.4.2 Die Funktion

1
<q»—>Zlﬁ> :(1,00)— R
heifit die Riemann-Zeta-Funktion. Sie wird

oft mit { notiert. Man kann zeigen, dass:

7T2

(2) =
() = &
(6) = g7
(8) =

I

o=

)
7T4

[~

Iy

©
o

Iy

9457

1 8 1
9450 " - 1 2 3 i 5 6

8

Iy

Die Riemann-Zeta-Funktion ist hier definiert auf dem Intervall (1,00). Spdter werden wir
sehen, dass diese Funktion sich sogar verniinftig definieren lisst auf C\ {1}.

Beweis. Fiir ¢ > 1 gilt

1 1 1 1 1 1 1 1

S, = 1+§+§+E+§+@+%+§+‘“+ES
1 1 1 1 1 1 1 1

e tut et T T e T Tk

TAus der Logik:
Wenn A und B zwei Aussagen sind, dann ist die Behauptung A = B gleich-
wertig zu "B = "A.

“Wenn es ein normales Fahrrad ist, dann hat es zwei Rdder” ist gleichwertig
zu “Wenn es keine zwei Rdder hat, ist es kein normales Fahrrad”.

“Wenn es zwei Rdder hat, ist es ein normales Fahrrad” ist eine ganz andere
Aussage.
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wiederum mit £ € N die kleinste Zahl so, dass 2¥ > n. Man findet

2 4 2k
S T TR T
1 1
= Mty Tt e T

(L)
_ZQq—l -1 1L

(=0 201

weil 5 < 1 fiir ¢ > 1. Also ist {s,} -, eine monotone und beschrinkte Folge und
deshalb konvergent.
Fiir ¢ < 1 gilt

_ 1 1 1 1 1 S
Sp = +§+3q+4q+5+'“+ﬁ_
L
- 2 3 4 5
und s,, — oo fiir n — oo. [

Ein wichtiges Werkzeug haben wir im Beweis soeben gesehen, ndmlich ein Vergleichs-
kriterium.

Lemma 7.5 (Majorantenkriterium) Seien {a,}. ., und {b,} —, reelle Folgen mit

0 <a, <b, fir alle n € N.

o0

k k &
1. Wenn die Reihe {Z bn} konvergiert, dann konvergiert die Reihe {Z an} .
n=0 k=0

k=0 n=0

k o0 k oo
2. Wenn die Reihe {Z an} divergiert, dann divergiert die Reihe {Z bn} :
k=0 k=0

n=0 n=0

Beweis. Weil die zweite Aussage die logische Umkehrung der ersten Aussage ist, brauchen
wir nur eine zu beweisen. -
Wir nehmen an, die Folge {Zi:o bn} ist konvergent, dass heift, limy_, Zizo b, =

s € R. Weil a,, < b, findet man, dass die Folge {ZZ:O an}oo nach oben beschrankt ist

durch s. Weil a,, > 0 gilt fiir alle n € N, folgt es, dass {Zi:o an}oo monoton wachsend

ist. Eine beschrénkte monoton wachsende Folge hat einen Limes. ]

7.3 Konvergenz fiir Reihen mit beliebigen Gliedern

Intermezzo. Betrachten wir zundchst als Beispiel die Reihe {Zk 0 k+1 } , dass heifst,
1
8

die Folge der Partialsummen mit den Gliedern {1, 111 11— } und

2737 4’5’ T

i_l)k_1_1+1_1+1_1+1_1+
E+1 2 3 4 5 6 7 8

k=0
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Wenn wir wie folgt verfahren,

| 1+1 1+1 1+1 1 B
3 4 5 6 7 8 n
= 1+ 21+1+ 21+1+1 21+1+ 2.— +
- 23 4 T4 5 6 6 7 8 8
N—— N——
B 1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+
- 2 3 4 2 5 6 3 7 8 4

dann sieht man, dass so jedes positive Glied sich kiirzt mit dem korrespondierenden nega-
tiven Glied und man so als Limes O bekommt. Andererseits hat man auch

RS S U S U S U S
2 3 4 5 6 7 8
R o P e P
2/ \3 4 5 6 7 8
I U S B IO
2 12 30 56 -2

Oder doch nicht?

In dem komischen ‘Beweis’ haben wir umgeordnet beim Addieren und das ist im
Allgemeinen nur giiltig bei endlich vielen Anderungen. Die Kommutativitat besagt, dass
a+ b= b+ aund wenn man diese Regel (und die Assoziativitdat) 4 mal benutzt, hat man
auch

at+bt+tct+dt+e=et+d+c+b+a.

Dass man diese Regel auch bei unendlich vielen Termen benutzen darf, ist nie gesagt
worden und ist im Allgemeinen auch nicht giiltig.

Definition 7.6 Die Folge {b,} -, heifit eine Umordnung von {a,} ., wenn es eine
bijektive Abbildung o : N — N gibt, so dass b, = as(y).

Im Allgemeinen kann sich der Limes einer Reihe #ndern nach Umordnen. Fiir Reihen
mit positiven Gliedern gibt es eine Ausnahme.

Lemma 7.7 Sei{a,}, ., eine reelle Folge mit
1. a, >0 und

2. lim > ap = { existiert.

Dann gilt auch fiir jede Umordnung o, dass lim Y asxy = ¢
n—00 ;.
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Beweis. Setze N, (n) = max{o (k);0 < k < n} und weil a;, > 0 folgt, dass

n Ng(n)
Sp 1= Zaa(k) < ap < /.
k=0

—~

il
o

Weil {s,},cy wachsend und beschrénkt ist, ist die Folge konvergent, sagen wir s :=
lim,, 00 Sn. Also gilt s < £. Ebenso ist die Inverse o™ von ¢ eine Umordnung und dies
liefert ¢ < s. [

Fiir Reihen mit sowohl negativen als auch positiven Glieder hat man im Intermezzo
gesehen, dass eine Umordnung zu einem anderen Ergebnis fithren kann. Auch fiir Reihen
in C gibt es dieses Phéanomen. Dies passiert jedoch nicht bei jeder solchen Folge. Solche
Reihen haben einen Namen.

Definition 7.8 Sei {a,} -, eine kompleze Folge.
Die Reithe {Z ay heifit unbedingt konvergent,
k=0 neN

wenn fir jede Umordnung o die Reihe {Z a(,(k)} konvergiert.
k=0 neN

Bemerkung 7.8.1 Wenn eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent ist,

heifit sie bedingt konvergent. Die Reihe {ZZ:O (]:i)lk} 1st bedingt konvergent.
neN

Proposition 7.9 Sei{a,}, ., eine Folge reeller Zahlen und nehme an, die Reihe { > ak}
k=0 neN

konvergiert. Setzen wir

n a, wenn a, > 0, _ 0 wenna, >0,
= und a, =
0 wenn a, <0. la,| wenn a, <0,

so gilt a, = a} — a,, . Es folgt:

n

1. Die Reihe {Z ak} ist unbedingt konvergent genau dann,
k=0 neN

wenn {Z a;r} und {Z a,;} beide konvergieren.
neN neN

k=0 k=0

2. Wenn die Reihe {Z ak} unbedingt konvergent ist, dann gilt fir jede Umord-
k=0

neN
nung, dass

n n
lim E Uo(k) = lim E ag.
n—oo n—oo

k=0 k=0

Beweis. 1. = : (durch Widerspruch) Nehmen wir an {} ;_, ag}n oy ist divergent.
Wir schreiben b, = a,. Wenn {37/ b}, nicht konvergiert, dann folgt, weil b, > 0

ist, dass lim »,_,bx = co. Denn nach oben beschrinkte wachsende Folgen haben einen
n—oo

Grenzwert. Wir konstruieren nun die folgende Unordnung.
Sei ny € N derart, dass > L, by > 1 und nehme an, die Indizes innerhalb {0,1,...,n;}
fiir die ay = by gilt, sind {my1,...,m1 4 }. Sei mio der erste Index mit a,,, , < 0.
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Sei ny € N derart, dass ;2 by, > 2 — ay,, und nehme an, die Indizes innerhalb

{n1+1,...,no} fiir die a = by, gilt, sind {ma1,...,mayg,}. Sei may der zweite Index mit
Uy < 0.

Seing € N derart, dass Y ;% ) by, > 3—am, , — Um,,, und nehme an, die Indizes innerhalb
{na+1,...,ng} fiir die ax, = by, gilt, sind {mg1,..., M3, }. Sel mgo der dritte Index mit

Ums, < 0. Und so weiter. Die Folge

{aml’l, oy Oy g Omy s G 1y - - (g g s @mg g5 Gmg 1 - - > Ging g5 @mg g - - - }
NS 7 N NS 7

-~ -~ -~

positiv positiv positiv

A A

3 <

a0y o
o &
< <

ist eine umgeordnete Folge mit

n
lim E Qo (k) = OQ.
n—oo

k=0

Weil die Annahme ist, dass jede Umordnung konvergiert, folgt der Widerspruch.
Auch wenn {ZZ:O a,:}n oy divergent ist, folgt ein Widerspruch.

1. <: Sei ¢ eine Umordung. Weil aZ > 0 kann man Lemma verwenden. Wenn

{>roal}, o konvergiert, dann ist auch {ZZ:O a:f(k)} konvergent, und es gilt, dass
neN

n n
lim E at .= lim g a;.
n—o0 a(k) T pliso k

k=0 k=0

Ahnliches trifft zu fiir {ZZ:O aﬁ}neN und es folgt, dass

n n n n
Jm Y ag = lim Y7 (o) —agg) = lim (Z QLD ao<k>)
k=0 k=0 k=0 k=0

n n
= lim E at . — lim E a_,, = lim E al — lim a,
n—>ook ’ o (k) n—>ook ’ o (k) n—00 k n—00 k

k=0 k=0
= lim (Z af — Za;) = lim Z (af —ay) = lim Zak. (7.2)
2. Diese Aussage folgt aus 1 und ((7.2]). [ ]

Im ersten Teil das Beweises haben wir fiir eine nur bedingt konvergente Reihe eine
Umordnung konstruiert so, dass die zugehorige umgeordnete Reihe nach oo konvergiert.
Statt oo hétte man dhnlich auch eine beliebige zahl s € R nehmen koénnen. Dies ist genau
die Aussage des Riemannschen Umordnungssatzes. Er besagt, dass man eine bedingt kon-
vergente Reihe mit reellen Koeffizienten so umordnen kann, dass sie nach einen beliebigen
reellen Zahl konvergiert.



76 Woche 7, Reihen I

7.4 Absoluter Konvergenz

Definition 7.10 Sei {a,} -, eine Folge komplexer Zahlen.
{2 =0 ar}, oy heifft absolut konvergent, wenn {3 ) [ar|}, o konvergent ist.

Proposition 7.11 Sei {a,} -, eine Folge komplexer Zahlen.
{>h—0ar}, oy ist unbedingt konvergent < {> ¢ ax},  ist absolut konvergent.

Beweis. Wenn {} ' ax},  unbedingt konvergent ist, dann sind auch {}7,_ Rear},
und {7 Imag},  unbedingt konvergent. Und umgekehrt, wenn {> ", Reaz},  und
{>or_oImag},  unbedingt konvergent sind, ist auch {37, ax},  unbedingt konver-
gent.

Weiterhin folgt mit dem Majorantenkriterium, weil

[Reay| < lagl, |[Imag| <|ag] und |ax] < |Reay| + |[Imayl,

dass {D,_ lax|},cy konvergent ist, genau dann wenn sowohl {37/ [Reax|}, . als auch
{3 -0 Tm ag|},  konvergent sind. Also reicht es auch hier, die Aussage fiir reelle Folgen
zu beweisen. Nehmen wir also an, a, € R.

= Wenn {}__jar}, ., mit a, € R fiir alle n € N, unbedingt konvergent ist, dann

impliziert Lemma, , dass {3, az}neN und {>°7_, a,;}neN konvergieren. Weil

n

n n
Dl =D ap+) ap
k=0 k=0

k=0

gilt, konvergiert {2/ lar|}, o
<=: Wenn {> ) |ax|}, oy konvergiert, liefert das Majorantenkriterium die Konver-

genz von {>_}_, a:}neN und {370, al;}neN' .

Korollar 7.12 (Absoluter Konvergenz impliziert Konvergenz)

Sei a,, € C. Wenn {d>_;_,|ar|}, . konvergent ist, ist auch {d> ) _,ar}, .y konvergent.

neN neN

Beweis. Absoluter Konvergenz liefert unbedingter Konvergenz. Unbedingter Konvergenz
enthélt Konvergenz. [ ]

.. k
Wir geben ein kurze Ubersicht wie man Reihen { > an} klassifizieren kann:
keN

n=0

la. unbedingt konvergent = absolut konvergent

1. konvergent

1b. bedingt konvergent = { konvergent, }

jedoch nicht absolut

2. divergent
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7.5 Zwei Konvergenzkriterien
Lemma 7.13 (Quotientenkriterium) Sei {a,},_, eine komplexe Folge, so dass

tim 121l e g

n—oo ’an’

existiert.

o Wennr <1, dann ist Y a, absolut konvergent.
n=0

o Wennr > 1, dann ist ) a, divergent.

n=0
Beweis. Nehme € = £ |1 — r|. Fiir r # 1 ist £ > 0 und es gibt N, € N, so dass

[y

< ¢ fiir n > N..
|an]

- T

Fiir » < 1 hat man % < 1 und liegt die e-Umgebung von r links von %1 Siehe auch

2
Abbildung

-
—_
~
—

Abbildung 7.1: Die e-Umgebung von r

Es folgt, dass

[n 1] _ Jan] —r+r<e+r=i+ir<lfirn>N
[ |an]
und via )
|ango| < (5 + 37) |ans| < (5 + 37) 7 |an| fiir n> N,
auch, dass

)n—NE

lan| < (5 + 4r lay.| fiir n > N..

Weil §+4r < 1gilt, ist Y07 v 1 (5 + %T)n_N‘E lan.| eine konvergente geometrische Reihe.

Mit dem Majorantenkriterium konvergiert » %\ |a,| und so auch » 7 [ay|.
Wenn r > 1 folgt

—7"—|—7“>—8—#7”:%—i—%7’>1f'L'11rn>N6

und
lan| > |an.| > 0 fir n > N..

Also entweder lim a, existiert nicht, oder lim a, # 0. Weil lim a, = 0 eine notwendige
n—oo n—oo n—o0

oo
Bedingung ist fiir Konvergenz, ist » | a, divergent. ]
n=0
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Lemma 7.14 (Wurzelkriterium) Sei {a,},_, eine kompleze Folge.
Setze limsup {/|a,| =r € [0, o0].

n—o0

o0
o Wennr <1, dann ist ) a, absolut konvergent.
n=0

o0
o Wennr > 1, dann ist Y a, divergent.
n=0

e Wenn > a, bedingt konvergent ist, dann gilt r = 1.
n=0

Bemerkung 7.14.1 Wenn lim {/|a,| existiert, dann gilt limsup {/|a,| = lim {/|a,|.
n—oo n—oo

n—oo
Der Limes Superior einer nicht negativen Folge ,,existiert“ immer in [0, co].

Beweis. Wenn r < 1 gilt und wir € = 5 (1 — r) nchmen, gibt es N, € N, so dass

Vlan| — 7“’ < e fiirn > N,.

Wenn {/|a,| <7 +e=1+1ir, folgt

lan| < (3 +1r)" fir n > N,

und wir konnen fortfahren wie beim Quotientenkriterium.
Wenn r > 1 gilt, dann gibt es eine Teilfolge {an,},—,, so dass "¢/|a,,| > 1 und
also auch |a,, | > 1. Das heifit, entweder lim a,, existiert nicht, oder lim a, # 0. Weil

n—oo n—oo
o0
lim a, = 0 eine notwendige Bedingung ist fiir Konvergenz, ist > a, divergent.
n—00 n=0
Wenn man 7 # 1 hat, dann ist die Reihe entweder divergent (wenn r > 1) oder absolut
konvergent (wenn r < 1). Damit ist bedingte Konvergenz ausgeschlossen. [ ]

7.6 Konvergenz bei alternierenden Gliedern

Wir haben nicht umsonst uns erst mal beschrinkt auf Reihen mit positiven Gliedern.
Wenn so eine Reihe konvergent ist, dann ist sie auch absolut konvergent und man muss
sich keine Sorgen dariiber machen, in welcher Folge man die Glieder addiert. Fiir Reihen
mit Vorzeichenwechsel und auch fiir Reihen mit komplexen Gliedern ist Konvergenz eine
kompliziertere Sache. Es kann sein, dass eine Umordnung konvergiert und eine andere
divergiert. Einige Spezialfille kann man aber trotzdem angehen. Insbesondere bei Reihen
mit alternierenden Gliedern kann man oft relativ einfach Konvergenz beweisen.

Man nennt eine reelle Folge {b,} -, alternierend, wenn b,b,; < 0 fiir alle n € N,
das hei(ﬁ'g,)ndas Vorzeichen zweier aufeinanderfolgender Termen ist negativ. Ein Beispiel ist
om0 pEn

Um dieses Kriterium so einfach wie moglich hin zu schreiben, betrachten wir

(-1)" a, mit a, >0
n=0
statt

Z b, mit b, > 0 fiir n gerade und b,, < 0 fiir n ungerade.

n=0
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Lemma 7.15 (Kriterium von Leibniz) Se: {a,},_, eine reelle Folge mit folgenden
Eigenschaften:

1. (=1)"a, >0 firn € N (alternierend);
2. |ans1| < lan| firn € N (la,| fallend);
3. lim a, =0 (Nullfolge).
n—oo
Dann gilt Y7, a, ist konvergent.
Beweis. Setzen wir

k
ap — E Qp
n=0

und betrachten wir zusitzlich die Folgen {8, },—, und {v,};—, mit

2[%k] 2[%k]+1
=Y audy = 3 an
n=0 n=0
Die ersten Terme sind:
By : {ao, aop, ao — |a1| + ag, ap — |a1| + ag, ap — |a1| + a2 — |az| + aa,
ai: {ao, ag — lai1], a0 — |a1| + az, ag — |a1| + a2 — |as|,ap — |a1| + a2 — |as| + aa,

Vit {ao —lail|, a0 —|ai|, a0 — |a1| + a2 —|as|,a0 — |ai| + a2 — |as|,a0 — |a1| + a2 — |as| + as — |as], ...

Man findet, dass {3, },-, eine monoton fallende Folge und {v,},;—, eine monoton wach-
sende Folge ist. Weil beide Folgen beschrinkt sind, haben sie einen Grenzwert, sagen wir
¢, und £5. Weil

1
2

Be =1 = )%[ k]+1‘

und lim a

= 0 hat man /3 = £,. Ausserdem hat man
k—ro0

2[$k]+1
Vi <aqi < Bk

und das Sandwichlemma liefert klim ap = Lga. [
—00

Mit Hilfe dieses Kriteriums finden wir, dass > (—1)"
n=0 n

7 konvergent ist. Wir werden

spater noch mal zeigen, dass

DN 'Y
[ S s
. °
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00 1"
Beispiel 7.16 Betrachten wir ) (=)

n=ioIn (Inn)

Ein Skizze zu z — In x.

2 4 6 8 10 12 14

Wir gehen davon aus, dass man aus der Schule folgende Kenntnisse mitgebracht hat:
I.Inz>0firz>1 und Inzx>1 fir x> 3.
2. Inz — oo wenn z — oo.

3. Inz > Iny wenn z > y.

o Weillnx >0 firx>1 undInx > 1 firz > 3folgtm > 0 fiirn > 10 und die
Glieder sind alternierend.

e Weil x — Inx monoton wachsend ist, gilt {m} st eine monoton fallende
n=10

Folge.

e Weillnz — oo wennx—)oofolgtﬁ%Ofdrn%oo.

In

Das Kriterium von Leibniz trifft zu und die Reihe ist konvergent.

Die Frage, ob diese Reihe vielleicht auch absolut konvergent ist, kann man verneinen.
Weil In (x) < z fir x > 0, gilt Inln (n) < n (jedenfalls fir n > 3) und auch folgende

Abschdtzung

1 S l
Inln(n) — n

Man sieht mit dem Majorantenkriterium, dass die Reihe nicht absolut konvergent ist.
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7.7 Rezeptur

o0
Wie geht man auf eine strukturierte Art die Frage an, ob eine Reihe ) b, konvergiert?
n=0

Die folgende Anleitung kann dazu helfen.

Frage: b, — 07

Ja  --» Frage.

Nein --» Reihe divergent.

Antwort: {

Frage: Reihe absolut konvergent? Dazu > |b,| vergleichen mit bekannter Reihe:

n=0

> 1
(a) Polynomialer Typ: Z:O— und #dhnlich. Benutze Majorantenkriterium mit -7

und ¢ > 0.
b, > < und ¢ <1 --» > |b,| divergent .
n=0

nd

Antwort: o o0
by << undg>1 --» > |b,] und auch Y b, konvergent.

nd

Wenn b, kein festes Vorzeichen hat und 3 |b,| divergiert: --» Frage [3].

n=0

o0

(b) Potenztyp: > 7™ und #hnlich. Berechne r durch (Quotienten- oder) Wurzel-
n=0

kriterium.
( o0
limsup {/|b,|=r>1 --» b, divergent.
n—o0 n=0
Antwort: { limsup {/]b,|=7r=1 --» Frage[3]
n—oo
o
limsup {/|b,| =r<1 --» b, konvergent.
\ n—oo n=0

Bemerkung: r > 1 sollte nicht auftreten, denn dann gilt nicht b, — 0.

(c) Anderer Typ: --» Frage[3].

Frage: Glieder alternierend und Leibniz trifft zu?

Ja  --» Reihe konvergent.

Ant t:
Hewor { Nein --» .

Eigene Kreativitat gefragt.
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Reihen 11

8.1 Summen und Produkte von Reihen

Wenn wir zwei Reihen haben die konvergieren, dann folgt aus ,,Grenzwert der Summe ist
Summe der Grenzwerte“, dass man die zwei Reihen addieren kann und dass der Limes so
ist wie man vielleicht naiv erwartet.

Lemma 8.1 Seien {a,},_, und {b,},—, zwei (komplexe) Folgen und sei A, B € C. Wenn
lim > ap = A und lim ) by = B, dann gilt

nlg&Z% (ar +br) = A+ B.

Bemerkung 8.1.1 Obwohl hier umgeordnet wird, ist es so, dass man sich bei dieser
bestimmten Umordnung keine Sorgen zur Konvergenz machen muss.

Beweis. Schreibe A,, = >~ a; und B, = > by, dann folgt das Ergebnis aus
k=0 k=0

lim (A, + B,) = lim A, + hmB

n—oo n—o0

Lemma 8.2 Sezen {a,}7" 0 und {b, },-, zwei (kompleze)

Folgen. Wenn Z ap und Z bi absolut konvergent sind,

k=0 k=0
dann gllt ) o o o o o o
n k n n o o o o o o o
lim Z (Z ambk_m> = <111’I1 Z CLk) (hm Z bk) . [ o o o ] o o
n—00 n—oo n—00
k=0 \m=0 k=0 k=0

Bemerkung 8.2.1 In der Skizze sollen die roten Punkte die Zahlen a;b; darstellen, und

oo k
die grine Kurve die Reihenfolge der Umordnung in Y > Gmbg_m.
k=0m=0

33
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Beweis. Man bemerke, dass
{tm,k—m);0<m <k<n}={(m,0);0<m,l und {+m <n}

gilt, und dies uns in den folgenden Abschétzungen die erste Gleichung liefert

i k nk n n—{
Z Z Ak | < Z Z |ambk—m| = Z Z |6Lmbg| <
k=0 |m=0 k=0 m=0 1—0 m—0
< Z Z | be| = (Z \am]> (Z \bd) )
=0 m=0 =0

Dann ist also die Umordnung absolut konvergent, wenn Y >°_a,, und > -, by es sind.
So ist {Zk ozm o |@mbi— m|} wachsend und nach oben beschriankt, und hat also
EN

einen Grenzwert. Weil absolute Konvergenz gewoOhnliche Konvergenz impliziert, ist auch
{Z D D ambk,m} konvergent.
neN

Um zu zeigen, dass

n k n n
i 3= ot = (1 3 (1 30

k=0 m=0

gilt, betrachten wir die folgende Abschéitzung:

n k
Zzambk—m_zakzbé < Z |ambe| <

k=0 m=0 k=0 =0 m+4>n
ml<n
< DD laml b+ > laml bl
m>1n €20 m>0¢>1p

Weil >~ _, a,, absolut konvergent ist, folgt lim,, o Y lam| =0und A:=3%" -, \am| <
0. Ebenso, weil Ze:o b, absolut konvergent ist, folgt llmn_>00 ZZ>§n |be] = 0 und B :
Y o0 |be| < co. Wir finden

n k
ZZambk_m—ZakZbg <B Z |am|+AZ |bg

k=0 m=0 k=0 m>1 3n E> n

m>n

Das Ergebnis folgt aus dem EinschlieBungslemma. [

8.2 Potenzreihen

Definition 8.3 Sei {a,},., eine (komplexe) Folge und z € C. Dann nennt man Y axz
k=0

k
eine Potenzreihe in z.

o0 oo

Man findet fiir die z € C, bei dem Y azz* konvergiert, eine Funktion (z = akzk> :
k=0 k=0

D c C — C. Naiv kénnte man sagen, dass so eine Potenzreihe ein Polynom von Grad oo

wére. Das ist aber nicht {iblich. Den Namen ,,Polynom* reservieren wir fiir Funktionen
von der folgenden Form mit N € N:

N
= E akzk.
k=0
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Lemma 8.4 Sei {a,},—, eine (komplexe) Folge und sei Y apz* eine Potenzreihe in z.
k=0
Dann gibt es R, € [0,00], so dass:

1. wenn |z| < Ry, dann ist Y apz® absolut konvergent;
k=0

o0
2. wenn |z| > Ry, dann ist Y apz" divergent.
k=0

Bemerkung 8.4.1 Dieses R, heifit der Konvergenzradius zu > apz®. Man kann ihn
k=0

berechnen auf folgende Weise. Setze

l, = limsup /|a,|.

n—oo

Dieser Limes {, ezistiert in [0,00]. Das heifit, entweder {, € [0,00) ist eine reelle Zahl,
oder das Symbol co. Es gilt

0 wenn l, = o0,
R, =1 (' wenn(, € RY, (8.1)
oo wenn f, = 0.
Bemerkung 8.4.2 Fiir |z| = R, kann nicht ohne weiteres eine Aussage machen, ob die

Potenzreithe konvergent oder divergent ist. Wir geben drei Beispiele mit gleichem Konver-
genzradius aber unterschiedlichen Konvergenzgebieten in Abbildung[8.1]

o~ Lk o 1k o 1k
.z k1~ > Pt
k=0 L5i = 15i k=0 L5i
. wio= .
* 3
. 3
L4 0.5i A )
1} A 3
]
| | L | L
-1 - 05 0.5 F 1 -1 1 =1 0.5 1
. .
9 ~05i+ 4
Y .
- e il
-1 -15 L5i
nur konvergent wenn |z| < 1 ‘ nur konvergent wenn |z| < 1 ‘nur konvergent wenn |z| < 1 ‘

und z ungleich 1,7, —1, —i.

Abbildung 8.1: Konvergenzgebiete

Beweis von Lemma Man benutze das Wurzelkriterium. Fiir die Potenzreihe gilt

o0
limsup v/]a,2"| <1 = Zakzk konvergent,
k=0

n—o0

n—oo

[e.e]
limsup {/|a,2"| >1 = Zakzk divergent.
k=0



86 Woche 8, Reihen I

Das Ergebnis folgt, indem man bemerkt, dass

limsup v/|a,2"| = |z| limsup /|a,| = {4 |z] .

n—o0 n—oo

Die geniigenden Bedingungen fiir Konvergenz, respektive Divergenz, ndmlich ¢, 2] < 1
und ¢, |z| > 1, lassen sich mit R, in (8.1 iibersetzen in respektive |z| < R, und |z| > R,.
u

8.2.1 Exponentialreihe

Definition 8.5 Die Exponentialreihe in z € C setzt man

[e.e] 1 .
exp(z) = ) —2".
“— nl

Weil fiir n € N (und gerade) gilt, dass

1 ) 1
OS\/% - \/n(n—1)(n—2)...(n/2)(n/2—1)...3.2.1S

—~
N | #—
3
~—
—~
N |
3
~—
—~
o=
3
~—

—_
—~
N[ =
3
~—
—_
—_
—_
—_

I Sy Ay
n (ln)(%")

2

und weil lim v2n"z = 0 gilt (und eine dhnliche Abschétzung fiir ungerade n), findet

n—oo
man
. 11 ) |1
limsup {/|—| = lim {/|—]| =0.
oo n! n—oo \[ [n!

Lemma 8.6 )’ %z” hat den Konvergenzradius R = oco.
n=0

Es folgt, dass:

Das hat wiederum zur Folge, dass (z — exp(z)) : C — C wohl definiert ist.
Lemma 8.7 Fir alle w,z € C gilt:
exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Beweis. Weil die Reihe Y z* absolut konvergent ist fiir alle z € C, kénnen wir aus
k=0
Lemma [8.2) schlielen, dass

=1 =1
exp(w) exp(z) = Z Hwk Z %zm =
k=0 m=0 :
= — W —2Z = — w z -
2o 2 vt P sy
n=0 <m+k—n m: ) n=0 k=0 k (n k)
S R °01<(n))
= wh" R = — w"z =
P D ymany >
—n k! (n — k) —nl \ = k
=1
- m(wjtz) = exp (w + 2) |
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8.2.2 Binomialreihe
Definition 8.8 Die Binomialreihe fir s € C in z € C setzt man

bin(s; 2) = f: (Z) o

n=0

Wir erinnern noch mal daran, dass fiir s € C und n € N gilt

<s) _s(s=D(s=2).. (s—n+2)(s—n+1) _ﬁs—m

nn—1)(n-2) ... 2 1 San—m

Fiir n, s € N mit n > s gilt (S) = 0. Wenn s € N gilt, folgt also
n
bin(s; 2) :i ° z":i e (1+2)°
n=0 n n=0 n

und bin(s; z) ist dann ein Polynom.

Lemma 8.9 Firs e C\N hat ) (S>z” den Konvergenzradius R = 1.
n

n=0

Beweis. Wenn s € C\ N, dann gilt (S) = 0 fiir alle n € N. Wir schreiben erstens (S)
n n

in einer anderen Darstellung, ndmlich wie folgt:

(s) ss—1s—2 s—n+2s—n+1

n nn—1n—2""" 2 1
_ss—l s—n+38—n—|—23—n+1_
1 2 7T n=2 n-1 n N

- () () (5 () ()
-y () (B () () (),

Es gilt also, dass

(Z) :(—1)"f[m_T5’_1:(—1)”1i[1(1_521).

m=1 m

Sei e € (0,1). Wir nehmen N so, dass fiir m > N gilt

s+1
m

<
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Wir haben dann, dass fiir n > N

1 (-0 0-50)
= 7 1— 1— <
\/ml_:II ( m m:&—l—l m -
N s+1 n ( s+1 D
< 9 1- s 1+
\/mHI ( m m::l;[\/—&—l m
N 1
< \/ I (1—37; V4o =
m=1
" H7Nn: 1_5747—11
| (fJ(ra)N ! (1+e)
Weil fiir s ¢ N gilt, dass
N
1
m=1 m
und dies nicht von n abhéngt, folgt
oo o (152
Jm TEEL
Wir finden mit (8.2]) und (8.3)), dass
limsup { <S>‘ <l+e.
n—00 n
Ebenso gilt fiir n > N, dhnlich wie in (8.2)), dass
S LU s+ 1
(B EICESE
N 1 n 1
= (-l ()
m=1 m m=N+1 m

vV
Q

Es folgt, wie bei (8.4), dass

limsup ¢
n—oo

Ol

Weil (8.4]) und fiir beliebige £ > 0 gilt, findet man

lim sup
n—oo

o]

Das liefert uns, dass der Konverenzradius auch 1 ist.

Woche 8, Reihen I

(8.2)
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Lemma 8.10 Fir alle t,s € C und z € C mit |z| < 1 gilt:
bin(t; z) bin(s; z) = bin(s + ¢; 2).

Beweis. Weil R = 1 der Konvergenzradius ist, diirfen wir wegen Lemma fir 2| <1
die Umordnung durchfiihren:

bin(t; z) bin(s; 2) = i (2) 2 i (;1) 2= i (k;::n (Z‘) 4 (;L) Zm) B

k=0 m=0 n=0

-2(Z 00) - E0)

Die letzte Identitéit benutzt das folgende Ergebnis. ]

Lemma 8.11 Seit,s € C und n € N. Dann gilt

> () =(7)

Beweis. Der Beweis geht in mehreren Schritten. Zuallererst nehmen wir an, dass t, s € N.

Fiir ¢, s € N gilt ndmlich
t+s t+ s
1+2)" = " 8.8
e =3 (") (538)

n=0

Wenn wir (1 + z)"** wie folgt schreiben, finden wir

A+z)(1+z)° = ;(Dﬁ;(;)xm:
- EE ()
P - 5 (1))

1 2 3 . . . t t+s

Man soll bemerken, dass die letzten zwei Summen iiber eine grofiere Menge summieren.

m

Weil die beiden Polynome in (8.8)) und (8.9) identisch sind, sind die Koeffizienten identisch
und es folgt (8.7)).

Der zweite Schritt betrifft den Fall s € Nund t € C. Fiir s € N fest gewahlt betrachten
wir die folgenden Polynome in t:

t) = (t JT; S) und ps(t) = éo (2) (n i k:)

t
Weil aber (k> —0firk>teNund [ ° ) =0 fiir m > s € N, bleibt die Summe gleich.
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Sowohl p; als auch ps ist ein Polynom von Grad n. Das Besondere ist, dass p;(t) = pa(t)
fiir alle t € N, weil dann das Ergebnis aus dem ersten Abschnitt gilt. Also ist py (t) —ps (¢)
ein Polynom von Grad hochstens n, das Nullstellen hat fiir alle t € N. Das geht nur wenn
p1 — p2 = 0. Das heifit, wir haben jetzt bewiesen, dass gilt fiir alle t € C und s € N.

Der dritte Schritt betrifft den Fall s € C und t € N. Weil die Gleichung in
symmetrisch beziiglich s und ¢ ist, haben wir auch, dass (8.7) stimmt fiir alle ¢ € N und
s € C.

Den Trick mit den Polynomen p; und p, kénnen wir nochmals benutzen, jetzt aber
fiir jedes s € C fest gewidhlt. Wir bekommen dann, dass (8.7 gilt fiir alle s,t € C. [ ]

Was kann man mit der Binomialreihe?

s
) Wennn>s€N,hatman(

) = 0, und man bekommt
n

bin(s; 2) = Y (Z) o= Z (2) = (1+2) .

n=0 n—=0
e Fiir s € QF, sagen wir s = £ mit k,m € N*, bekommt man
(bin(s; z))™ = bin(ms; z) = bin(k; z) = (1 + 2)" .
Weil fiir x € (—1,1) gilt, dass bin(s; x) € R, hat man fiir ungerade m
bin(s;z) = (1 +z)°. (8.10)

Fiir gerade m findet man bin(s; z) = (1 + z)”. Weil aber bin(s; 0) = 1 gilt, erwar-
tet man auch da (8.10). Wir werden im n#chsten Kapitel zeigen, dass z + bin(s; 2)
stetig ist auf B1(0) = {z € C;|z| < 1}. Aus Stetigkeit und bin(s;0) = 1 folgt
auch fiir m gerade.

e Fir s € Q, benutzt man bin(s; z) bin(—s; ) = bin(0;x) = 1 und damit folgt aus
(8.10) fiir s € QT die Giiltigkeit der Formel auch fiir s € Q™.

e Die Formel in (8.10) kann man benutzen, um z* zu definieren fiir € R™ und s € C.
Néamlich fiir z € (0,2) und s € C:

x® = bin(s;x — 1),

fir x € [2,4) und s € C:
2 = bin(2s: 12 — 1),

fir z € [4,8) und s € C:
z° = bin(3s; xs — 1),

USw.

Man konnte auf dieser Art z° definieren fiir alle z € RT und s € C:

Sei x € Rt und sei s € C.

o [ir x € (0,2) nimmt man x* = bin(s;x — 1).
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e SeineN und n>2. Firz e [2°,2") nimmt man z* = bin(ns;zn — 1),

Vorher hatten wir z* nur fiir s € Q definiert. Wir werden eine derartige Definition
jedoch nicht verwenden, denn wenn man den Logarithmus eingefiihrt hat, ist

7° :=exp (slog (z)) fir z € RY und s € C

viel einfacher.
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Stetigkeit 1

9.1 Grenzwerte bei Funktionen

9.1.1 Der einfachste Fall

Wir erinnern noch mal an den Grenzwert bei einer Folge. Sei {a,},_, eine reelle (oder
komplexe) Folge. Dann heifit ¢ der Limes von dieser Folge, notiert als

lim a, = ¢,
n—oo

wenn
Ve>03dNeN: n>N=la,—{| <e. (9.1)

Um zu zeigen, dass lim a, = ¢, muss man also fiir jedes € > 0 eine Zahl N € N angeben
n—oo

konnen, so dass, wenn n grofler N ist, a,, weniger als € von ¢ entfernt liegt.

Eine dhnliche Struktur mochte man beim Limes einer Funktion haben.

Definition 9.1 Sei die Funktion f : R\ {zo} — R gegeben. Dann sagt man ,,l ist der

Limes von f fir x gegen xq “ notiert als lim f(x) =¥, wenn
T—T0

Ve>030>0: 0<|z—ao| <d=|f(z) (] <e. (9.2)

l+e

/e Um zu zeigen, dass
lim f(x)=1¢,
T—T0

muss man also fiir jedes ¢ > 0 eine
Zahl 6. > 0 angeben koénnen, so
dass wenn x # xy weniger als 6.
entfernt von z liegt, f(x) weniger
als € entfernt von ¢ liegt.

20— Opl N
39+0x NN NN NSNS NO NSRS NS NORORORORPRen

93
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Bemerkung 9.1.1 Ahnlich wie man in ,IN = N_“ hat, gilt auch hier ,,6 =9, “

Bemerkung 9.1.2 Ahnlich definiert man fiir eine Funktion f : C\ {20} — C den Limes
von f fiir z gegen zg.

Beispiel 9.2 Fiir die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) = % exp (53) gilt lir% f(z)=0.
T—

Wir verwenden, dass

1
exp (—a) = oxp (@) fir alle a € C
und dass
— 1
exp (t) = Z Etk > 13 fiirt >0
k=0

Sei e > 0. Dann folgt fir 0 < |z — 0] < & := ge, dass |f (z) —0] < 6]z| <66 =e.

T -1 x2?2—2

g). Dann ist § > 0 und es folgt fir 0 < |z — 1| <

Beispiel 9.3 Fiir die Funktion f : R\{0,1} — R mit f(z) = -Z — - gilt lirr% f(z) =2.
T—r

Sei e > 0. Wir nehmen 6 = min (l L

272
0, dass
T 1 —z2 422 —1
_ 9 = _ ST, Y R e M
1) -2 = |2 - s -2 = ||
2
—(r — -1 -1
x(x— x ||

Die erste Ungleichung verwendet, dass fir |z — 1| < § < % folgendes gilt:

11
—=—<2
I

Die letzte Ungleichung gilt, weil wir § < %5 gewdhlt haben.

9.1.2 Einseitiger Limes

Was machen wir, wenn statt einem Punkt im Definitionsgebiet von f noch viel mehr

fehlt? Oder wenn wir uns absichtlich der Stelle nur von einer Seite anndhern mochten?

Zum Beispiel wollen wir auch den Grenzwert von /z fiir x — 0 nehmen kénnen. Weil

die Wurzel aber nur fiir nicht-negative Zahlen definiert ist, kann man r‘lurl‘von oben zu 0
o

kommen. Oder wir wollen nur fiir z von rechts gegen 1 den Limes von —5— berechnen.
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Definition 9.4 1. Sei f: (zg, 29 + ) = R mit s > 0 eine Funktion. Man sagt
¢ ist der Limes von f fir x von rechts (oder von oben) gegen xy,

und schreibt liim f(z) = ¢, wenn
zlxo

Ve>030>0: 0<z—x9<d=|f(x)—/{]<e.

2. Sei f:(xg— s,29) = R mit s >0 eine Funktion. Man sagt
¢ ist der Limes von f fir x von links (oder von unten) gegen xo,

und schreibt liTm f(z) =1, wenn
xTzo

Ve>030>0: —0<z—20<0=|f(z)—/{] <e.

L L L L L L L L L L L L L L L L
-4 -2 L 2 4

Abbildung 9.1: Skizze zu f(x) = exp (g—l}) In 0 existiert nur der Limes von rechts.

Wenn wir Grenzwerte fiir Funktionen in C nehmen wollen, dann kénnen wir nicht
nur von unten, sondern auch von der positiven imagindren Seite oder sogar noch auf
andere Art dahin gehen (zum Beispiel iiber eine Spirale). Um all diese Moglichkeiten
zusammenzufassen, braucht es den Begrift punktierte r-Umgebung:

e Sei r € RT und a € R. Die Menge (a — r,a + r) heifit r-Umgebung von «a in R.

e Seir € RT und a € R. Die Menge (a — r,a)U(a, a + r) heiit punktierte 7-Umgebung
von a in R.

Bemerkung 9.4.1 Auch in C werden (punktierte) Umgebungen benutzt. Statt Intervalle
i R benutzt man kreisformige Umgebungen:

e Seir € RY und a € C. Die Menge B,(a) :={x € C;|x — a| < r} heifit r-Umgebung
von a in C.

e Seir € RT und a € C. Die Menge B,(a)* :={x € C;0 < |z —a| <r} heifst punk-
tierte r-Umgebung von a in C.
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Die Notation B.(a) und B.(a)* werden wir auch benutzen in R oder R™.
Jede Menge U fiir die es ein v > 0 gibt mit B,(a) C U, heifst eine Umgebung von a.

Bemerkung 9.4.2 Sei f : A C R — R (oder A C C — C) eine Funktion. Wenn
B.(xo)* N A nicht leer ist fir alle r > 0, dann sagt man ,,0 ist der Limes von f fir x
gegen xg innerhalb A, notiert als

Jim f(z) =2,
xEAO
wenn
Ve>030>0:(r€Aund0 < |z —xo| <0)=|f(x)— ¢ <e. (9.3)

Beispiel 9.5 Hier unten findet man eine Skizze der Funktion f : C\ {0} — R, defi-

niert durch
()
exp| — ||.
z

Wir kénnen zeigen, dass

f(z) =

ZlLI]([Jl f(z)=0 und £1_I>I(1) f(z) =oc.
z€RT 2€ER™

Bald wird man auch zeigen konnen, dass

lim f(2) =1,
Re(z)=0

und setzt man

A={z€C;|Im(z)|] <Re(2)},

so folgt sogar

ST ~ £1—>I%f(z> = 0.
~__ T zEA

Fir f: {z € R\ {a};|z — a|] <7} — R kann man sofort zeigen, dass

limf (z) =lim f (z) = { <= lim f () = (.

zla zta T—a

Fir f:{z € C\{a};|z —a| < r} — R gibt es viele Wege um nach a zu gehen und keine
solche Aussage. Siehe Abbildung [9.2]

9.1.3 Wenn der Limes nicht existiert

Was soll man machen, wenn man vermutet und beweisen mochte, dass eine Funktion f
in xy keinen Limes hat?

Wir gehen mal direkt von der Definition aus. Nehmen wir an, es gilt nicht, dass
lim f(x) = ¢, dann gibt es zwei Moglichkeiten:

T—rT0
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2i

Abbildung 9.2: Mehrere Wege fiihren nach a € C.

1. entweder lim f(x) existiert nicht, oder
T—rT0

2. lim f(x) existiert, ist aber ungleich /.
T—TQ

Schreiben wir (9.2)) wie folgt:
Ve>036>0Ve € (xg—0d,20+06) \{zo}:|f(x) —{] <e, (9.4)
dann wird die Verneinung
de>0V0>03dx € (xg—0,x0+0) \ {zo} : [f(x) =] > ¢, (9.5)

ghnlich wie die Verneinung von ,,es gibt ein rotes Fahrrad“, die Aussage ,,alle Fahrrader
sind nicht rot“ ist. Die Aussage in (9.5) besagt ,lim, .., f(z) = ¢ gilt nicht* und lasst
sowohl Moglichkeit 1 als auch 2 zu.

Um ((9.5) zu zeigen, muss man ein € > 0 finden, so dass es beliebig nahe bei x4 ein z
gibt mit | f(z) — £| > €. Das heifit, bei diesem € > 0 gibt es eine Folge {a,} -, zu finden

mit lim a,, = zo und |f(a,) — ¢ > ¢.
n—oo

Bevor wir dies weiter verfolgen, zeigen wir erst das folgende Ergebnis.

Lemma 9.6 Sei f: R\ {a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind
gleichwertig:

1. f(x) konvergiert gegen ¢ fiir x nach a, oder anders geschrieben: lim f(x) = ¢.
Tr—a

2. Fir alle Folgen {a,},_, mit a, # a und lim a, = a gilt lim f(a,) = (.

Bemerkung 9.6.1 Man sagt: fiir reelle Funktionen sind Limes (1.) und Folgenlimes (2.)
gleichwertig.

Bemerkung 9.6.2 Die negative Fassung kann sehr niitzlich sein und sie ist wie folgt.
Sei f: R\ {a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

o f(x) konvergiert nicht gegen £ fir x nach a.
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e Es gibt eine Folge {a,},—, C R\ {a} mit a,, — a und f(a,) # { fir n — cc.

Wenn man zeigen mochte, dass der Limes nicht gleich € ist, reicht es also ,eine Folge
{a,}," zu finden, die gegen a geht, fir die aber {f(a,)}, -, nicht gegen £ geht.

Beweis. (=) Wenn lim f(z) = ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 0. > 0, so dass fiir
Tr—a

x € Bs_(a)* gilt |f(x) — €| < e. Sei e >0, sei d. > 0 passend wie in der Definition und sei
{a,},, eine Folge mit a,, # a und lim a, = a. Dann gibt es N = Njs_ € N derart, dass

n—oo

la, —a| < 6. fiir n > N. Weil a,, € Bs_(a)* gilt, folgt |f(a,) — ] < e.

(<) Dies beweisen wir mittels der logischen Umkehrung:
A = B ist dquivalent zu "B = TA.

Wenn lim f(x) # ¢, dann, wie oben bemerkt, gibt es ¢ > 0 so, dass fiir alle 6 > 0, also
T—a

*

auch fiir § = L, mindestens ein © € Bj(a)* existiert mit |f(z) — ¢| > . Nennen wir a,

eine solche zu § = & passende Zahl z. Also gilt a,, € By/,(a)* und |f (a,) — €] > e. Weil

fiir jedes n € N* gilt, dass |a — a,| < £, folgt lim a, = a. Weil aulerdem |f(a,) — £| > ¢,
n—oo

gilt lim f(a,) = ¢ nicht. u
n—o0

Bis jetzt haben wir immer einen Kandidaten fiir ¢ bereitgehalten. Wenn man zeigen
mochte, dass der Limes nicht existiert, kann man folgendes benutzen.

Lemma 9.7 Sei f : R\ {z9} — R eine Funktion. Der Limes lim f(x) existiert genau

Tr—xQ
dann nicht, wenn

1. es eine Folge {a,},— o C R\ {xo} gibt mit a, — xo und |f(a,)| — oo firn — oo,
oder

2. es zwei Folgen {an} — o, {bn}r—y C R\ {xo} gibt mit a, — x¢ und b, — x¢ fir
n — 00, so dass

flan) = Ly und f(b,) — by # £, fiir n — oo.

Beweis. (=) Fall i). Nehme an, es gibt keine Folge {a,} -, mit
a, — xo und f(a,) — ¢ fiir n — oo und irgendein ¢ € R.

Dann konvergiert auch { f (J:o + %) }20:1 nicht. Jede Folge hat eine monotone Teilfolge.

o0

Nennen wir sie { f <x0 + n—1k>} . Weil beschréankt und monoton in R konvergent bedeu-
k=1

tet, und dies hier ausgeschlossen ist, wird { f (xo + i)} unbeschrankt sein und folgt
k=1
Aussage 1.

Fall ii). Nehme an, es gibt eine Folge {a,} -, mit
a, — xo und f(a,) — ¢ fiir n — oo und irgendein ¢ € R.

Weil lim, ., f(z) nicht existiert, gibt es € > 0 und fiir jedes n € N* mindestens ein
b, mit |b, — zo| < £ und |f(b,) — | > e. Wir konnen eine Teilfolge wihlen derart, dass
{f(bn,) }rey monoton ist. Fiir monotone Folgen gibt es zwei Moglichkeiten: | f (b, )| — oo
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oder f(b,,) — £, € R. Wenn es ¢, € R gibt, dann folgt ¢ # ¢, weil |[{ —{,] > ¢ und
Aussage 2. Wenn | f(b,, )| — oo gilt, folgt wiederum Aussage 1.

(<) Man nehme e = 1 fiir Fall 1, beziehungsweise ¢ = 1 |[¢, — £,| fiir Fall 2. Wenn
¢ der Limes wére, dann gibt es kein 6 > 0, so dass fiir alle x mit 0 < |z — 2| < ¢ gilt
|f(z) — £| < e. Fiir den ersten Fall gibt es ndmlich a,, € Bs(xo) mit |f(a,)| > ¢+ 1. Fiir den
zweiten Fall gilt entweder |¢ — ¢,| > 2¢ oder |¢ — {;| > 2e. Nehmen wir an [{ — £, > 2e,
dann gibt es a,, € Bs(x) mit |f(a,) — ] < & und

1f(an) — 0] > |la — €] = |fan) — o] > 2 —=¢.

. . . 1 . . . . 1 o0 .
Beispiel 9.8 lﬁg 7 existiert nicht. Nehmen Sie {E}nzr

1

1

n

=+/n — oo fiir n — oo.

. . . . 1 . . . . 1 [e.e] 2 o0
Beispiel 9.9 1;&)1 sin(+) existiert nicht. Nehmen Sie {%}nzo und {m}

T n=0

1 1
sin (I) =sin (mn) =0 — 0 und sin (T) =sin (2n7 + 47) =1 — 1.
™ m(4n+1)

Abbildung 9.3: Skizze zu f(x) = sin (%) mit in rot die Punkten <m, 1) und in grin
(75:0)-

9.2 Stetigkeit
Definition 9.10 Die Funktion f : R — R (oder C — C) ist stetig in a € R, wenn
lim f(z) = f(a).

Tr—a

Bemerkung 9.10.1 Benutzt man die Definition vom Grenzwert, dann sieht man, dass
stetig in a heifst:

Ve>036>0:|z—a|l <d=|f(x)— fla)| <e. (9.6)

Weil da fir x = a eine Trivialitat steht: |f(a) — f(a)| < €, kann man bei Stetigkeit die
Bedingung 0 < |x — a| weglassen.
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Bemerkung 9.10.2 Selbstverstindlich passt man die Definition an, wenn f nur auf ei-
nem Teilgebiet definiert ist: Die Funktion f: A CR — R (oder A C C — C) ist stetig in
a € A, wenn AN B.(a)* # 0 fir aller >0 und

lim f(z) = f(a).

r—a
T€EA

Definition 9.11 Die Funktion f : A CR — R (oder A C C — C) heifst stetig, wenn sie
stetig ist in jedem a € A.

Wir zeigen nun anhand einiger Beispiele, wie man die Definition von Stetigkeit direkt
verwenden kann. Spéater werden wir meistens die Stetigkeit zeigen, indem wir einen dies-
betreffenden Beweis zuriickfithren auf elementaren Funktionen, bei denen die Stetigkeit
bekannt ist.

Beispiel 9.12 Die Funktion f : R — R mit f(x) = 23 ist stetig. Sei a € R. Um Stetigkeit
i a zu beweisen, muss man fir jedes € > 0 ein d. > 0 angeben, so dass die Implikation in
gilt. Hinten angefangen heifit das: man muss dafiir sorgen, dass |2* — a®| < e. Weil
fir |z —al <1 gilt |x| <|a| + 1, bekommen wir folgende Abschitzung

|2* —a®| = |2* + ax + @®| |[x — a] <

(Jz* + |a| |2| + @) | — a| < 3 (Ja| + 1)* |z — a].

Jetzt kann man raten, welches 6. > 0 man nehmen kann:

5. = min <1, m> . (9.7)

Man bekommt fir |x — a| < 6., dass |x — a|] < 1 und dann auch
|2® —a®| < 3(|al + 1% |z —al,

und somit

19
3(lal + 1)z —al<3(la| + 1) ———— =¢
(lal +1)7| | (Jal +1) 3(al £ 1)°

Kurzgefasst: fir 6. wie in folgt

|z —a| <d.= |27 —a®| <e.

Beispiel 9.13 Die Funktion f: R — R mit f(x) = Jx ist stetig. Sei a € R. Um Stetig-
keit in a zu beweisen, miissen wir x geniigend nah an a nehmen, das heifit 6. geniigend
klein, um

|Va —Va| < e

zu haben fiir die Zahl € > 0, die uns beliebig gegeben wird. Wir unterscheiden zwei Fille.
Fiir a = 0 nehmen wir 6. = 2. Dann gilt:

|V = ¥/a| = [¥a = V0| = el < /5. = V= = =
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Fiir a # 0 nehmen wir 6. = min <|a\ ,8\3/62>. Dann gilt

Va4 fada+
Va4 aa+
(v + yava+ va*) (Vz - )
Vot a

|V — Va| = |V — Va| =

5 =~ dl o7 < (wird unten erklirt)
VT + Yra+ a
— 1
[z — al . <e (9.8)

Weil |x — a| < 0. < |a| gilt, haben x und a das gleiche Vorzeichen, und es folgt
Vi’ 4 VaYa+ Ya > Ya' >0

und
1 1

< .

VT + Yrda+ Ya T Y
Selbstverstindlich ist unsere Wahl fir d. nicht, wie es scheint, aus den Wolken gefallen,
sondern haben wir erst mal gerechnet, wie in dargestellt ist. Dann haben wir ein

passendes 6. > 0 festgelegt und schlussendlich die Folgerungen in der logisch richtigen
Anordnung aufgeschrieben.

1
Beispiel 9.14 1. Die Funktion f: R\ {0} — R, definiert durch f(x) = —, ist stetig.
x
1
2. Die Funktion f: R — R mit f(x) = — ist nicht wohldefiniert.
x

1
3. Die Funktion f : R — R, definiert durch f(0) = 0 und f(x) = — fir x # 0, ist
x
nicht stetig in 0 und stetig in a fir jedes a € R\ {0}.

Beispiel 9.15 Die Funktion f: R — R, definiert durch

B 1 wenn z € Q,
fle) = 0 wenn x € R\Q,

st nirgendwo stetig.

Beispiel 9.16 Die Funktion f: R — R, definiert durch

Fa) = { x wenn x € Q,

0 wenn x € R\Q,

15t nur in 0 stetig.
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Beispiel 9.17 Die Funktion f: R — R, definiert durch

1 wennx=0,
fl@)=3 = wennz=2 mitneZ\{0}, meN" und ggT(|n|,m) =1,
0 wenn z € R\Q,

ist stetig in jedes a € R\Q und nicht stetig in jedes a € Q. Die Bedingung ggT(|n|,m) =
1 (der grifite gemeinsame Teiler) sorgt dafiir, dass v = - € Q als Quotient auf die
einfachste Art geschrieben wird und somit, dass f wohldefiniert ist. Hier steht eine Skizze

zu dieser Funktion:

1.0%
0.8

0.6

0.4

9.2.1 Folgenstetig

Bei dem Limes haben wir schon gesehen, dass es verniinftig sein kann, zuriickzugreifen
auf Grenzwerte von Folgen. Auch fiir Stetigkeit kann so etwas niitzlich sein.

Lemma 9.18 Sei f: R — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

1. f st stetig in a.
2. f st folgenstetig in a:
Fir jede Folge {a,} ~, mit a, — a fir n — oo gilt f (a,) — f (a) fir n — oco.

Bemerkung 9.18.1 Wir formulieren getrennt nochmals die negative Version. Die fol-
genden Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist nicht stetig in a.

2. Es gibt eine Folge {a,},~, mit a,, — a und f (a,) # f(a) firn — oco.

Bemerkung 9.18.2 Wir haben hier

14

Lan — a flirn — oo “ statt , lim a, = a
n—oo

und
s (an) — f(a) firn — oo statt ,,Ji_}rglo fla,) = fla)“

geschrieben. Die Bedeutung ist gleich. Der Grund, dass wir f(a,) # f(a) fir n — oo
schreiben, ist, dass die Verneinung von ,lim f(a,) = f(a)“ genau genommen, nicht
n—oo

Lim f(a,) # f(a)“ ist, sondern ,entweder lim f(a,) existiert nicht, oder lim f(a,)

existiert, ist aber ungleich f(a)“ Diese Aussage fasst man zusammen in ,f (a,) /4 f (a)
fiir n — oo “
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Beweis von Lemma [9.18], Benutze die Ergebnisse in Lemma [9.6]
(=) ,,f ist stetig in a“ kann man schreiben als: es gibt ¢ € R mit lim f(z) = ¢ und
T—a

f(a) = €. Aus };1—% f(z) = ¢ folgt fur jede Folge {a,} ., mit a, # a und a, — a fir
n — oo gilt f(a,) — ¢ fir n — oco“. Weil f(a) = ¢ kénnen wir die Bedingung a,, # a
weglassen und auch ¢ ersetzen durch f(a).

(<) Wenn , fiir jede Folge {a,}, -, mit a, — a fiir n — oo gilt f (a,) — £ fiir n — o0
dann hat man auch fiir jede Folge {a,} —, mit a, # a und a, — a fiir n — oo gilt
f (an) — ¢ fiir n — oco*. u

9.2.2 Stetigkeit in C
Alle Lemmas in diesem Kapitel sind giiltig fiir Funktionen f: A C C — C.



104 Woche 9, Stetigkeit I



Analysis 1, Woche 10

Stetigkeit 11

10.1 Regeln bei Grenzwerten und Stetigkeit

In der Regel ist der Student ganz begeistert von e-d-Geschichten. Trotzdem wollen wir
ein paar Rechenregeln angeben, die oft schneller zum Ziel fiihren.

Lemma 10.1 Seien f,g: R\ {a} — R zwei Funktionen mit

lim f(z) ={; und lim g(x) =,
r—a

r—ra

und sei ¢ € R. Dann gilt:

1. limcf(z) = clim f(x);

Tr—a r—a

2. lim (f(2) + g(2)) = lim f() + lim g(x);

3. lim (f(2) g(x)) = lim f(x) lim g(x);

Tr—a

_ T—a

4. und wenn {y # 0, dann EE}L g(x) ~ lim g(z)

r—ra

Beweis. Weil wir gezeigt haben, dass die Aussage lim f(z) = ¢ gleichwertig ist zu
T—a
lim f(a,) = ¢ fiir alle Folgen {a,} -, mit a, # a und lim @, = a, folgen diese Behaup-

n—oo n—oo

tungen aus Lemma [5.15] Man kann auch einen direkten Beweis geben und das werden wir
anschliefend tun.

Nehmen wir als Beispiel das Produkt. Fiir € > 0 miissen wir ein § > 0 finden, so dass
0<|r—al<d=|f(x)g(x) —lsl,| <e. Dabei darf und soll man anwenden, dass es fiir
f und g bei jedem £ > 0 ein dazugehorendes 0 > 0 gibt. Nennen wir diese Zahlen bei
e > 0 fiir f beziehungsweise g hier ¢;(g) und d4(¢). Das heifit:

o Fiir ¢ > 0 folgt aus 0 < |z —a| < d¢(e) dass |f (z) — U] <e;
e Fiir ¢ > 0 folgt aus 0 < |z — a| < dy4(e) dass |g (x) — {,] <e.

Sei € > 0. Man nehme

0= o )50 (57 0))

105
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Bemerke, dass 6 (¢) > 0 gilt fiir jedes £ > 0.
Fir |z —a| < d(e) gilt, weil § (e) < 04(1), dass |g(x)| < |g(x) — (] + 1, < 1+ |{,]
und

[F(2)g(x) = Lol = [f(2)g(x) = £rg(x) + Lrg(x) = Lsly] <
< [f(2) = Lyl o) + [€r] lg(x) = ] <

< [f(2) = L[]+ 1) + 1€l g () — L] = (10.1)

und weil 0 (¢) < d; <W> und d (g) < ( (D) ’ = ) gilt, folgt

(10.1) < (16| + 1) + |£f| <letie=c

2(|¢[ +1) (Iffl +1)

Selbstversténdlich wurde diese Zahl 6(e) riickwirkend gefunden. |
Korollar 10.2 Seien f,g : R — R stetige Funktionen und sei ¢ € R. Dann sind auch cf,
f+ g und fg stetig.

Korollar 10.3 Jedes Polynom ist stetig auf R (und auch auf C).

Beweis. Jedes Polynom kann man schreiben als Summe und Produkt von endlich vielen
Termen ¢ und z. Die Funktionen fy, fi : R = R (oder C — C) mit fy(z) = 1 und
fi(x) = z sind stetig: man nehme §y(e) = 1 und 6;(¢) = e. Dann folgt aus |z — y| < J;(¢),
dass |fi(z) — fi(y)| < e. Das Ergebnis folgt aus Lemma [10.1}1,2,3. n

Korollar 10.4 Jede rationale Funktion ist stetig in allen a € R (allen a € C), wo der
Nenner ungleich null ist.

Beweis. Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome und Polynome sind
stetig. Wenn der Nenner ungleich null ist kann man Lemma 4 anwenden. [ ]

Ein Lemma, welches wir bei ‘Folgen’ nicht gesehen haben, ist folgendes:

Lemma 10.5 Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen. Dann gilt:

lim f(g(x)) = / (lim g(2)) = f(g(a).

r—a

Das heifst, auch fog: R — R ist stetig.

Bemerkung 10.5.1 Die Funktion fog (sprich ef-nach-ge) ist definiert durch (f o g) (z) =
f g ().

Beweis von Lemma Sei wiederum € > 0 gegeben. Man soll §(g) > 0 finden, so
dass

[z —al <d(e) = |f(g(x)) — flg(a))] <e.

Dabei darf man verwenden, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein d4(¢) gibt, so dass
|z —af < dy(e) = [9(x) —g(a)] <
und dass es fiir jedes € > 0 ein 07(¢) gibt, so dass

ly —gla)] < ds(e) = [f(y) — f(g(a))| <e.



10.2 Uneigentliche Konvergenz und Asymptoten 107

Man liest dies hintereinander und sieht, dass d(¢) = d,4(d¢(€)) passt:

[z —a <0,(0,(e)) = lg(x) —gla)] < d(e),
l9(x) —gla)] < d;(e) = |f(g(x)) = flg(a))| <e.

Ubrigens folgt aus lin% f(y) = € und lim g(z) = b nicht, dass lim f(g(z)) = ¢. Ein
y— T—a

Tr—a
Gegenbeispiel fiir eine solche Behauptung ist:

f(x)—{(l) iﬁ;iig: und g¢(z) = zsin <1>

X

Skizzen zu f, g und f o g findet man in Abbildung [10.1]
Setzen wir a,, = — so gilt a, — 0 und g(a,) — 0 fiir n — oo. Weil jedoch sogar
g(a,) = 0 gilt, findet man
lim f(g(an)) = f(0) =0#1=lim f(x).

n—o00 x—0

Der Limes liII(l) f (g (x)) existiert sogar nicht.
T—

/
/ 041 041

A f\ / 02r 02F

Abbildung 10.1: Skizzen zu g, f und f o g.

10.2 Uneigentliche Konvergenz und Asymptoten

Uneigentlich hat immer etwas mit co zu tun. Nochmals sei bemerkt, dass co keine Zahl
ist und oo nur als Symbol benutzt wird.

10.2.1 Horizontale Asymptoten

Definition 10.6 Se: die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
von f flir x nach oo, notiert als

lim f(x)=1¢,
T—00
wenn
Ve>03IMeR: o> M= |f(x)— (| <e. (10.2)

Man sagt: f hat eine horizontale Asymptote fiir x — oo.
Bemerkung 10.6.1 Die Zeile in kann man auch ersetzen durch
Ve>03INeN: z>N=|f(z)—{ <e. (10.3)

Die Aussage in impliziert direkt mit M = N. Nimmt man in fir N eine
ganze Zahl gréfser M, dann folgt aus sofort .
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Bemerkung 10.6.2 Ahnlich wird

A e =6
definiert durch
Ve>03dMeR: o< M=|f(z)—{ <e. (10.4)
Diese Aussage ist dquivalent zu
Ve>03dNeN: 2 < -N=|f(z)—{| <e. (10.5)

T
Beispiel 10.7 Fiir die Funktion f : R — R mit f(2) = ——— ¢ilt lim f(z) = 1. Denn
p / (@) = = gilt i f(2)

firx> N =N, := [L} + 1 hat man

NG
‘ T ‘ |z —Vi+2tz+V1+2?2| | 2P - (1427
V1422 V1422 o+ V1+a? V1422 +14 22
1
= — < E.

1
< =<
av/1+a2+1+22 " 22 N?

10.2.2 Vertikale Asymptoten

Definition 10.8 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man oo ist der unei-
gentliche Limes von f fiir x nach a, notiert als

li =

lim f(z) = oo,
wenn

VNeN3II>0: 0<|z—a|l<d= f(z) > N.

Man sagt —oo ist der uneigentliche Limes von f fiir x nach a, notiert als

lim f(z) = —o0,
r—a
wenn
VNeN3II>0: 0<|z—a|<d= f(z) <—N.

In beiden Fille sagt man, dass f eine vertikale Asymptote hat fir r — a.

Bemerkung 10.8.1 Auch kann man bloff von einer Seite kommen. Man sagt oo ist der
uneigentliche Limes von f fiir x von oben nach a, notiert als

li{n f(z) = o0,
wenn
VNeNIF>0: 0<z—a<d= f(z)>N.
Auch hier sagt man f hat eine vertikale Asymptote fiir v — a. Ebenso kann man liin f(z) =

00, li%rn f(z) = —o0 und li{ﬂ f(z) = —oco definieren.

2

1
Beispiel 10.9 Fiir die Funktion f : R™ — R mit f(x) = v
T

gilt hﬁ)l f(z) = 0c0. Denn
fiir x € (0,0x) mit xy = N~ hat man

241 1 1
T =z+—->—-—>N.
T

X
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10.2.3 Schiefe Asymptoten

Definition 10.10 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Man sagt, dass [ eine schiefe
Asymptote ax + b hat fiir v — oo, wenn

lim |f(x) — (ax + b)| = 0.

T—r00

. . . . >+ a+1 .
Beispiel 10.11 Die Funktion f : R™ — R mit f(x) = ————— hat 1 + x als schiefe
x
Asymptote fiir vt — oo. Denn fiir x > N, := E] + 1 hat man
2 1 1 1
vretl gL :H:_q.
x r| x

1 2 3 4

Beispiel 10.12 Die Funktion h : Rt — R mit h(z) = Lsin (1) hat keinen (uneigent-
lichen) Limes fir x | 0 und also keine Asymptote bei 0. In einer Skizze scheint diese
Funktion sich jedoch an x = 0 zu schmiegen.

Beispiel 10.13 Die Funktion f: R\ {1} = R mit f(z) = %exp (LX) hat drei
Asymptoten:
1. eine horizontale: lim f(x) = 1; 12

T—r 00

2. eine vertikale: ligl f(z) = ooy

3. eine schiefe: lim |f(z) — (—xz+ 1) =0.
T——00

Wie kann man hier bei der schiefen Asymptote a und b bestimmen? Erst mal versuchen
wir a zu erraten. Wenn y = ax+0b die schiefe Asymptote ist, dann gilt f(z)—(ax +b) — 0
fiir v — —oo, und dann auch, dass

i 12 = (a2 +1)

r——00 €T

=0.

Daraus folgt
lim f@) _ lim —(ax—l—b)

= Q.
T——00 X T——00 i

Wir zeigen mal einige rechnerische Schritte, die man braucht um erst a und anschlieffend
auch b zu bestimmen. Wir verwenden mehrmals die Ergebnisse aus Lemma |10.1).



110 Woche 10, Stetigkeit 11

Die Zahl a berechnen: Weil

. flx . lexp(z)—= 1 . Lexp(r) -1 1
lim = lim —————exp = lim &¥———exp| ——
T—c0 I z——oo x exp(z) + 1 1—x z——oo exp(z) + 1 l—x

Climg o %exp(:ﬁ) -1 i 1 _0—-1 0) = -1
= T, exp(n) 11 L exXp | T ) = 01 exp (V) = —1,

kann a nur —1 sein.

Die Zahl b berechnen: Wenn f(z) — (ax +b) — 0 fiir x — —oo, dann folgt es, dass
f(z) —ax — b fir v — —oo. Berechnen wir also

lim (f(z)—az)= lim (f(z)+2)= lim (wexp (%)—Fw)

T—r—00 T—r—00 T—r—00

= (G oo (5) o (e (75))

— 1 1 1
= lim exp(r) — @ + xexp(x) + exp + lim z|1—exp .
z——o0 \ exp(z) + 1 exp(x) + 1 1—x z—5—o00 1—x

-~

A B

Man findet

. (exp(x)—x+xexp(:v)+x>exp <%)

e—w—oo \ exp(z) +1  exp(x)+1

. exp(x)(x—i—l)exp( 1 ) 0

e——oo exp(x) + 1 1—z) 0+1

exp (0) = 0.

Wir haben schon mal gezeigt, dass y < exp(y) — 1 < % firy < 1. Wenn wir das
fiir B benutzen und bemerken, dass ﬁ <1 fiir x — —oo , folgt

. ) 1
— < — — )1 < —p—1== =1,
AR x(eXp<1—x) )— g

Mit dem Einschliefungssatz, weil lim % = lim 1/;1_1 = 0%11 = 1, finden wir,
T——00 T——00
dass B = 1.

Wir haben somit gezeigt, dass

b= lim (f(zx)+2)=A+B=0+1=1

T—r—00
und das bedeutet lim,_, ., (f (x) — (—z + 1)) = 0. Die schiefe Asymptote ist y = —x + 1.

Beispiel 10.14 FEine Funktion, die definiert ist auf R\ {0}, die keinen Limes fir x — 0

hat und bei 0 auch keine Asymptote, ist zum Beispiel g(x) = sin (1)

z)
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10.3 Erweiterungen von Limes und Stetigkeit

Definition 10.15 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
Superior von f fir x nach a, notiert als

limsup f(z) = ¢,

T—ra

wenn
lim sup  f(x) | =L
el0 <0<|ac—a|<€ ( )>

Definition 10.16 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
Inferior von f fiir x nach a, notiert als

liminf f(z) = ¢,

T—ra

wenn
li inf =/.
slsg)l <0<|ir—la|<£ f CC))

Man kann sich selbst iiberlegen, wie man limsup f () oder liminf f(x) verniinftig
zia T——00

definiert.

Beispiel 10.17 limsupsin(2) =1 und liminfsin(2) = —1.

z—0 z—0

Definition 10.18 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann heifit f oberhalb stetig in
a, wenn

limsup f(z) = f (a).

Tr—a

Die Funktion f heifit unterhalb stetig in a, wenn

liminf f(z) = f (a).

Tr—a

Bemerkung 10.18.1 Man kann selbstverstdindlich auch rechts-unterhalb stetig usw. de-
finieren.

10.4 Folgen der Stetigkeit

Wenn eine stetige Funktion an einer Stelle positiv ist, dann ist sie auch positiv in einer
Umgebung dieser Stelle:

Lemma 10.19 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Sei xo € [a,b] derart, dass
f (o) # 0. Dann gibt es § > 0 derart, dass:

1. Wenn f (zo) > 0 dann folgt f (x) > 0 fir alle v € (xo — 6,20+ ) N [a,b];

2. Wenn f(x¢) <0 dann folgt f () <0 fiir alle x € (xg — J, 20 + ) N [a,b] .
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Beweis. Fiir den Fall, dass f (z9) > 0, nehme € = f (z¢). Weil f stetig ist, gibt es fiir ¢
eine Zahl 6 > 0 derart, dass fiir x € (zg — d,20 + J) N [a, b] gilt, dass |f (z) — f (x0)] < €.
Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir solche x, dass

f (@) = [f(zo) + [ (x) = fm0) = f(m0) — |f () = f(20)| > f(x0) —€=0.
Fir f (zo) < 0 nehme € = —f (z0) und 2. folgt auf dhnlicher Art. u

Theorem 10.20 (Nullstellensatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit

fla) <0 < f(b).
Dann gibt es x € (a,b) mit f(z) = 0.
FEs gibt sogar eine erste Nullstelle x1 € (a,b) und eine letzte Nullstelle x5 € (a,b). Das
heifit: a < 1 < x9 < b und
f(x) <0 firzela,x),
f(x)=0 firz=uaz; mitie {1,2},
f(x)>0 firze (x0].
Beweis. Setze A = {x € [a,b]; f(x) > 0}. Weil A nicht leer ist, denn b € A, und A nach
unten beschrinkt ist, existiert m := inf {z € A} in R wegen der Vollsténdigkeit von R.

Wir werden nun zeigen, dass m € (a,b) die erste Nullstelle ist von f in [a, b]. Das bedeutet
m>a, m<b, f(m)=0und f <0 in [a,m).

e m > a folgt aus Lemma [10.19]
e m < b folgt auch aus Lemma [10.19

o Weilm := inf {x € A} gibtes {a,}, ., C Amit a, — m fiirn — oco. Wenn f (m) <0
gelten wiirde, dann folgt aus Lemma [10.19} dass f (a,) < O fiir n geniigend gro8
und das ist ein Widerspruch. Also gilt f (m) > 0.

Weil {m — %}ZOZO ¢ Aund m — % > a fiir n geniigend grof ist, gilt fiir solche n,
dass f(m — %) < 0. Wenn f (m) > 0 gelten wiirde, dann folgt aus Lemma ,
dass f (m — %) < 0 fiir n geniigend grofl und das ist ein Widerspruch. Also gilt
f(m)>0.

Also gilt m € (a,b) und f(m) = 0 und die Definition von A liefert f < 0 in [a,m). Das
heifit, m ist die erste Nullstelle von f in (a,b). Auf dhnliche Art gibt es auch eine letzte
Nullstelle z5 in (a, b). |

Korollar 10.21 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
gibt es fir jedes y zwischen f(a) und f(b) ein x € (a,b) mit f(z) =vy.
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Beweis. Verwende den Nullstellensatz fir ¢ : [a,b] — R mit entweder g(z) = f(z) — y
oder g(z) =y — f(x). [ ]

Theorem 10.22 (Weierstrafl) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es
Tminy Tmax € [a, b] mit

f(@min) < f(z) < f(@max) fir alle x € [a,b].

Anders gesagt: auf einem beschrdankten und abgeschlossenen Intervall nimmt eine stetige
Funktion f ihr Minimum und Mazimum an.

Beweis. Sei {z,},, eine Folge in [a,b] mit f(z,) — sup{f(z);z € [a,b]}. Wegen des
Satzes von Bolzano-Weierstraf3 (Theorem hat {z,} -, einen Hiufungswert in R.
Das heifit, es gibt eine konvergente Teilfolge {x,, },-, und weil [a,b] abgeschlossen ist,
gilt T = limy 0oy, € [a,b]. Weil f stetig ist, folgt f(x,,) — f(Z) € R. Also gilt
sup{f(z);x € [a,b]} = f(Z) und weil f(Z) das Supremum liefert, gilt fiir alle x € [a, b],
dass

f(x) < f(2) = max{f(z);z € [a,0]}.

Man nehme x,.x = 7.
Ebenso zeigt man, dass es zy,, gibt. [ |

Korollar 10.23 Wenn f : [a,b] — R eine stetige Funktion ist, dann gibt es ¢,d € R mit
[c,d] = {f(z);x € [a,0]}.

Beweis. Man kombiniere Theorem [10.22] und den Zwischenwertsatz. ]
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Differentialrechnung I

11.1 Ableitung einer Funktion

Sei f : R — R eine Funktion. Die Gerade durch die Punkte (a, f (a)) und (b, f (b)) findet
man als Graph der Funktion ¢ : R — R mit

r—a)+ f(a).

Man berechnet direkt, dass ¢(a) = f(a) und ¢(b) = f(b), und weil ¢ die Form ¢ (z
c1T+co hat mit ¢q, ¢ € R, ist der Graph einer Gerade. Man findet auch, dass ¢; = fb)=f(a)
der Richtungskoeffizient ist.

) =
)—f(a)
b—a

flo)r--------

f@r---

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
7/ a b
Abbildung 11.1: Approximation einer Tangente

Wenn man nun b immer ndher an a nimmt, sieht es aus, als ob die zugehorige Gerade
sich der Tangente néhert. Das heifit, wenn

c = limM

11.1
bla b—a ( )

existiert, dann miifite die Funktion ¢ : R — R mit

l(z)=c(z—a)+ f(a)

die Tangente an f an der Stelle (a, f (a)) beschreiben. Im néchsten Bild ist dies dargestellt.
Wenn man so vorgeht, dann soll der Grenzwert in (|11.1)) existieren. Dazu definiert
man folgendes.

115



116 Woche 11, Differentialrechnung I
Definition 11.1 Sei I ein offenes Intervall in R. Die Funktion f : I — R heifit differen-

zierbar in a € I, wenn
o 1) = (@)

T—ra Tr— Q

Man schreibt f'(a) = lim W und nennt f'(a) die Ableitung von f in a.

T—ra

existiert in R. (11.2)

Bemerkung 11.1.1 Wenn man eine Funktion f von (Teilmengen von) R nach C be-
trachtet, dann heifst f differenzierbar in a € I, wenn (z+— Re(f(z))) : I — R und
(x — Im(f(x))) : I — R beide differenzierbar in a sind.

Bemerkung 11.1.2 Wenn man Funktionen von (Teilmengen von) C nach C betrachtet,
dann wird die Definition wie folgt. Sei o € C und B eine Umgebung von a.. Die Funktion
f B — C heifit komplex differenzierbar in o € B, wenn

i 1) = f(@)

z—a Zz—

existiert in C.

Bei komplex differenzierbar muss der Limes von ,,allen Richtungen“ genommen werden,
man kann also erwarten, dass komplex differenzierbar eine ,,schwerere Bedingung “ ist als
differenzierbar. Dies ist auch so, aber das werden wir hier nicht weiter besprechen. Der
genaue Unterschied wird bei ‘Funktionentheorie’ deutlich werden.

Bemerkung 11.1.3 Nehmen wir an, dass a und I wie in Definition sind. Dann ist

gleichwertig zu:

es gibt ¢ € R derart, dass lim fl@) = (c(x —a) + f(a))

r—a €T —aQ

= 0. (11.3)

Man sieht direkt, dass ¢ = f'(a) gilt. Die Formel in kann man leicht veranschau-
lichen. Die Funktion x — c(x — a) + f (a) beschreibt die Tangente zu f an der Stelle a.
,,Der Limes in gleich null“ heifit, dass wenn man die vertikale Distanz zwischen
f und threr Tangente vergleicht mit der horizontalen Entfernung von a, diese vertikale

Distanz wesentlich schneller kleiner wird als die horizontale Entfernung (wenn man tber
die Grafik zu (a, f(a)) ldiuft).

y = fla) + (z—a)f'(a)

FEine Funktion und ihre Tangente in a.

Definition 11.2 Sei a € R und I ein Intervall in R mit [a,a+¢) C I fir irgendein
e > 0. Die Funktion f : 1 — R heifit rechtsdifferenzierbar in a € I, wenn

Fi(a) = tim L& = /(@)

zla r—a

existiert in R.
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Sei a € R und I ein Intervall in R mit (a —e,a] C I fir irgendein € > 0. Die Funktion
f I — R heifit linksdifferenzierbar in a € I, wenn

(@) it L0 = (@

existiert in R. (11.4)
ztTa Tr—a

Beispiel 11.3 Fir f: R — R mit f(x) = |x| hat man

1 fiir x > 0,
f(x) = < emistiert nicht fiir x =0,
—1 fiir x < 0;
p - 1 fir x >0, y - 1 fir x > 0,
o) = { —1 fiir z < 0; und f_(z) = —1 fiir x < 0;
2 1
15 0.5
1
2 -1 1 2
>° fz) = |z 0.5 f'()
2 1 i 2 X
1 1
0.5 0.5
2 1 1 2 2 1 i 2
0.5 -0.5
fi () fL(z)

Theorem 11.4 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und c € (a,b).

1. Wenn f'(c) > 0, dann gibt es 6 > 0, so dass {

2. Wenn f'(c) <0, dann gibt es § > 0, so dass {

3. Wenn f ein (lokales) Extremun{l] hat in c, dann gilt f'(c) = 0.

Bemerkung 11.4.1 Die letzte Aussage ist bekannt als das Kriterium von Fermat fiir ein
Ezxtremum.

1 . .
Sei I ein Intervall. globales Maximu

e Die Funktion f : I — R hat ein globales Maximum in
c €I, wenn f(x) < f(e) fiir alle z € I.

lokales Mipgimuml
e Die Funktion f : I — R hat ein lokales Maximum in lokales Maximum
¢ € I, wenn es € > 0 gibt mit f(z) < f(c) fiir alle
zelnN(c—e,c+e).

e Ahnlich definiert man ein globales und ein lokales Mi-
nimum.

g es Minimum lokales Minimum
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Beweis. Sei f'(¢) > 0 und nimm ¢ = f'(¢). Dann gibt es 6 > 0, so dass fir z €
(c—=0d,c4+6)\{c} gilt

f(x;:f(C)_f,(C) < e
und dann auch
0=f(c)—e< w < fl(e)+e

und die erste Behauptung. Die zweite folgt auf dhnliche Art. Die Logische Umkehrung von
einer Folge der ersten beiden: ,,f'(c) # 0“ = ,,f hat kein Extremum in ¢, und Existenz
von f'(c) gibt die dritte Behauptung. n

11.2 Ho6here Ableitungen

Wenn f: R — R (oder f: C — C) differenzierbar ist in einer Umgebung von a, dann
kann man f’ : B,(a) — R (oder [’ : B.(a) — C) als selbstdndige Funktion betrachten
und von dieser Funktion f’ wieder die Differenzierbarkeit betrachten.

Definition 11.5 Sein € N\ {0, 1} und setze f(V) = f'. Nehme an, dass fir f : B,(a) — R
in B,(a) die ersten n — 1 Ableitungen fO), ..., f"=V in B,.(a) existieren. Dann sagt man
f ist n mal differenzierbar in a, wenn die n-te Ableitung

F0(a) — pn 1770 = £V (a)

r—ra Tr— Qa

eR

existiert.

Bemerkung 11.5.1 Man schreibt auch " = @ und " = & usw. Manchmal werden
auch romische Ziffern benutzt.

Bemerkung 11.5.2 Wenn die n-te Ableitung auch noch stetig ist, sagt man f ist n mal
stetig differenzierbar.

Es sei noch bemerkt, dass um f’ bei a differenzieren zu koénnen, es nicht reicht f’
nur in a zu haben. Um eine Ableitung in a betrachten zu kénnen, muss die betreffende
Funktion in einer Umgebung von a definiert sein. Das heifit, wenn wir f”(a) berechnen
mochten, dann soll f’ bekannt sein in einer Umgebung von a.

Beispiel 11.6 Die Funktion g : R — R mit g(x) = x |z| ist einmal stetig differenzierbar
wmn 0:

g (x) = 2|x| fir allex € R,
2 fiir x> 0,
g'(z) = —2 fiir x < 0,
existiert nicht in 0,
und firn > 2 :

existiert nicht in 0.
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Fir x € (a,0) CR* kann man verwenden, dass g(x) = 2* auf (a,b) und g die Standard-
ableitungen hat. Ahnlich hat man fiir v € (a,b) C R™, dass g(x) = —x*. Bei x = 0 muss
man zurick zur Definition:

gx) = 9(0) _ x|zl =00

/ T _ 1 _
g(o)_:}cli% z—0 z—0 T — —glﬂlir(l]|£13|—0.
Die zweite Ableitung in 0 existiert nicht, denn
() — ¢'(0 2|x] =0
i $) =90 o 2 =0
0 x—0 z)0 x—0
/ /
_ 2|zl —
lim g'(z) —g'(0) — lim 2]z =0 — _9
10 z—0 zt0 x — 0

11.3 Differenzierbarkeit liefert Stetigkeit

Lemma 11.7 Sei f : (¢,d) — R eine Funktion und seia € (¢,d). Wenn f differenzierbar
ist in a, dann ist [ stetig in a.

Bemerkung 11.7.1 Auch gilt, dass wenn [ rechts(links)differenzierbar ist in a, dann ist
f rechts(links)stetig in a.

Beweis. Wir verwenden Lemma [10.1] 3:

lim £(x) — f(a) = lim L) = /(@)

r—a r—a T — Qa

= liliim(x—a):f'(a)(a—a):o.

r—a Tr— Qa r—a

(x —a)=

Beispiel 11.8 Die Funktion f : R — R mit f(x) = |z| ist (siche Beispiel[11.5)

1. stetig auf R;
2. differenzierbar auf R\ {0} und nicht differenzierbar in 0;

3. rechtsdifferenzierbar und linksdifferenzierbar auf R/

Definition 11.9 Sei I ein Intervall in R. Fine Funktion f : I — R heifit Lipschitz-stetig
ina€ I, wenn es L € RT und eine Umgebung (a — 0,a + ) gibt derart, dass

|f(z) — f(a)| < Lz —a| firallexzelIn(a—24d,a+9).
L heif$t eine Lipschitz-Konstante beziiglich f in a.
Bemerkung 11.9.1 Lipschitz-Stetigkeit gibt Stetigkeit. Sei e > 0 und nehme § = L™ 'e.

Definition 11.10 Die Funktion f erfiillt die Lipschitz-Bedingung auf dem Intervall I mit
Lipschitz-Konstante L € R, wenn

|f(z) = f(y)| < L|x—vy| fir alle x,y € I.
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30+

Beispiel 11.11 Die Funktion f : (0,00) — R mit \
f(z) = % + 1 ist Lipschitz-stetig in jedem a > 0. Denn =\
setzen wir L = %, gilt \

1 1 — T
<_ + 1) - (_ + 1)' N |a $| S “
xr a axr Der Graph liegt in

|ZE — a| . 1 3 ok dem griinen Kegel.
T2~ Lz —al firx € (30,3a).

. . . . . .
2 05 10 15 20 25 30

Beispiel 11.12 f : [0,00) — R mit f(x)
st nicht Lipschitz-stetig in 0:

B

1

NG

und \/%E ist nicht beschrdankt fir x — 0.

|z = 0]

Ve =0l = e

Ein Graph ohne pas-
senden Kegel.

Lemma 11.13 Sei I ein Intervall in R. Wenn f differenzierbar ist in a € I, dann ist f
Lipschitz-stetig in a.

Beweis. Weil lim,,_,, W existiert, ist W beschréankt auf einer punktierten Um-
gebung von a. Jede solche Schranke kann man als Lipschitz-Konstante nehmen. ]

11.4 Ableitungsregeln

Lemma 11.14 Seien f,g: R — R differenzierbare Funktionen und a € R, so gilt:
1. (f+9) (a) = f'(a) + 4 (a) ;
2. (f 9)(a) = f'(a) g(a) + f(a) ¢ (a) (Produktregel);

3. wenn g(a) # 0, dann (g) (a) = f'(@) g(ag) (;)J; (@) 9(a) (Quotientenregel);

4. (fog)(a)=f"(g(a)) ¢ (a) (Kettenregel).

Bemerkung 11.14.1 Die genaue Aussage bei (f + g)' (a) = f' (a) + ¢ (a) ist wie folgt:
Wenn f und g differenzierbar sind in a, dann ist auch die Funktion h : R — R, definiert
durch h(x) = f(z) 4+ g(x), differenzierbar in a und auferdem gilt h' (a) = f'(a) + ¢ (a).

Bemerkung 11.14.2 Ubrigens braucht man fir 1, 2 und 3 nur, dass f und g in einer
Umgebung von a definiert sind und dass sie in a differenzierbar sind. Fir die Kettenregel
braucht man, dass f in einer Umgebung von g(a) definiert ist und in g(a) differenzierbar
ist. Selbstverstindlich soll g wie vorhin sein.

Bemerkung 11.14.3 Identische Regeln gelten fiir differenzierbare Funktionen von (Teil-
mengen von) C nach C.
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Beweis. Die erste Aussage ist eine sofortige Folge von Lemma 2. Fiir die zweite
Aussage verwenden wir

9@ = 9)@) _ f@) =) ool —ola)

Tr —a Tr —a r—a

Lemma 2 und 3, und Lemma [I1.
iy (L2003 186 =500 _

= i PO o)+ iy 25 =0 =
— /(@) 9(a) + f(a) ¢'(a).
Fiir die dritte Aussage
0 - fa @) gla) — f(a) gla)
r—a g(a)g(z) (z — a)
L (f@-f@ el —gla)
s (s et — S =)

und wiederum Lemma [10.1]

Den Beweis der Kettenregel spalten wir auf. 1) Wenn ¢'(a) # 0, dann gilt fir |z — a| <
d, mit 0 geniigend klein gewéhlt, dass g(z) # g(a). Sei {z,}, -, mit z, — a, dann folgt
aus der Stetigkeit von g, dass y, = ¢g(z,,) — ¢(a). Dann kann man

flg(xn)) — f(g(a))  flya) — f(g(a)) g(zn) — g(a)

Ty — Q Yn — g(a) Ty — Q

schreiben und weil lim M — f'(g(a)) und lim 2= — »/(4) gilt, folgt so das

nooo Yn—g(a noo  Tn—a
Ergebnis.
2) Wenn ¢'(a) = 0, verwenden wir Lemma [11.13] némlich dass f die Lipschitzbedin-

gung in g(a) erfiillt:
flg(@)) — f(g(a))’ <1 ’g(x) —g(a)

und lim 2299 — /() = 0 liefert das Ergebnis. u

T—a T—a

11.5 Potenzreihen ableiten

Ableitungen von Polynomen sind in der Schule ausgiebig behandelt worden. Als Auffri-

schung:
Sei c € Rund f: R — R mit f(z) = ¢, dann gilt

cC—¢C

f'(z) = lim = lim 0 = 0. (11.5)

y—z Yy — T Yy—x
Sei f: R — R mit f(x) =z, dann gilt

— X

Fle)=1lim L= = lim1=1. (11.6)

y—z Yy — T Yy—x
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Sei f:R — R mit f(z) = 2" und n € N*, dann gilt
f'(z) = na™ 1. (11.7)
Um ([11.7)) zu beweisen, benutzen wir Lemma|l1.14{und vollstandige Induktion. Wir haben
(') =1 =12'"'. Angenommen (z")" = nz"~! gilt, so folgt
n / n
(@) = (z2") = (2) (@") + (2) (") =
= 1la"+anz" ' =n+1)a"
Wiederum mit Lemma [11.14] folgt fiir f : R — R mit f(z) = ap + a2 + ax2® + - - - + a, 2"

und a; € R, dass
fl(x) = a1 + 2a9 + - - + naz" . (11.8)

Wenn man genau hinschaut sieht man, dass auch f:C— Cmit f(z) = ay+ a1z +
asr? + -+ + a,z" und a; € C die Ableitung f’(z) in - hat.

Wir werden zeigen, dass innerhalb des Konvergenzradius Funktionen, die durch eine
Potenzreihe definiert sind, eine dhnlich aussehende Ableitung besitzen.

Theorem 11.15 Sei f(z) = > 7 a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R €
(0,00]. Dann ist f(z) : Br(0) — R differenzierbar (und auch Br(0) — C komplex diffe-

renzierbar) und

= inanx”_l fiir x € Br(0). (11.9)

n=1

Bevor wir dieses Theorem beweisen, brauchen wir zwei Hilfssétze.

Lemma 11.16 Die folgenden Potenzreihen haben den gleichen Konvergenzradius:

o (o ¢] o0 o
E anx”, E la,| ", E a,nz" und E a,nz" L.
n=0 n=0 n=1 n=1

Beweis. Mit dem Wurzelkriterium, Lemma/|7.14] siehe auch Bemerkung|8.4.1 findet man
den Konvergenzradius R von Y~ a,z" via ,,R{ = 1“ und ¢ = limsup,,_, . {/|an]|.

Weil
limsup v/|a,| = hrnsup VI lan] |

n—oo

gilt, haben die ersten beiden Potenzreihen den glelchen Konvergenzradius.

Weil
lim sup v/ |a,n| = limsup 1/|a,| hm Y/n = limsup {/|ay,|

n—00 n—oo n—oo

gilt, man erinnere sich die Rechenregel fiir den Limes Superior und lim /n =1 € RT,
n—oo

hat auch die dritte Potenzreihe den gleichen Konvergenzradius.

Weil
Z a,nz" = x Z apnx"”

n=1

gilt, hat auch die letzte Potenzreihe den glelchen Konvergenzradius. ]

Um zu beweisen, dass f in Theorem [11.15|die besagte Ableitung hat, ist fiir x € Bg (0)
folgendes zu zeigen:

dYoay" — > apa"
lim | *=2 n=0 — 2z = 0. 11.10
lim - Z ap,nT ( )
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Setzen wir ¢ = % (R — |z|). Es gilt § > 0 und weil |z| = SN C
R — 24, findet man fiir y mit |z — y| < §, dass 7

ly| <ly—z|+]z|]<d+R—-20<R—0<R

und dann konvergiert auch y ° - a,y". Die Potenzreihe - 4
> apna™ ! konvergiert wegen dem letzten Lemma \ i
Also diirfen wir die drei unendlichen Summen in
zusammenlegen. Weil auch noch die Terme fiir n = O, 1
gleich Null sind, ist identisch zu T

o (2 )
ap, —nx

n=2 y—

Um (11.11]) zu zeigen, werden wir fiir den Term zwischen Klammern die folgende Abschétzung
verwenden.

lim
y—)iﬂ

— 0. (11.11)

Lemma 11.17 Firx,y € C und n € N mit n > 2 qilt

T a7 < M |y — o max (fa y)" (11.12)
y—x
Beweis. Fiir n = 2 gilt y;:z" nz" | = W — 2.7:‘ = |y — x| und die Behauptung

stimmt. Angenommen :11.12; gilt fiir n. Dann folgt

n+l _ . .n+l
Yy =% (a4l
y—x
_ y(y —$>+LE (y_‘r>_nxnfly_'_nznfl(y_x)_xn
y—x
_ y(y -z ) _nxn—ly_i_nxnfl (y—x)
y—x
yn _.Tn e
< " |y —
y—x
< 2y — zfmax (|af, |y)" " [y| +n |y — 2| 2"
n(n—1 n—1 (n+1)n n—1
< (M50 0 )y — wfmax (Ja] [y = S50y — fmax (j2 |y
und Lemma [11.17]ist mit vollstdndiger Induktion bewiesen. ]

Beweis von Theorem [11.15, Fiir 2, und § wie oben gilt max (|z|, |y|) < R— 16 und

N N
yn_mn n— n(n— n—
> lan —na" 7 <Y an) 25 |y — @ max (|2, |y))"
n=2 y—=o n=2
1 al )
= ly—al Y laaln(n—1) (R—30)""" (11.13)
n=2

Mit der Hilfe von Lemma [11.16| konvergiert auch die Potenzreihe

o0

> lan|n (n— 1) fir |t <R

n=2
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und existiert
o

Z an|n(n—1) (R - lé)n_z =: M e R". (11.14)

2
n=2

Es folgt aus (11.13}J11.14)), dass
o (L2 )
ap, —nx
y—x

n=2

n n
y — n—1
Yy—x

o0
< Z |anl
n=2

und mit dem Einschliefungslemma, dass

e n n
. y —x —
lim E an ( —nz" )| =0.
—x —x
Y n=2 Yy
Genau dies wére zu zeigen. [

Man kann das gleiche Ergebnis verwenden, um zu zeigen, dass innerhalb des Konver-
genzradius auch f’ differenzierbar ist.

Korollar 11.18 Innerhalb des Konvergenzradius ist eine Potenzreihe beliebig oft differen-
zierbar. Auferdem gilt fir die n-te Ableitung von f(z) = p, apz®, dass f™(0) = nla,.

11.6 Spezielle Potenzreihen

11.6.1 Exponentialfunktion

Wir haben die Exponentialfunktion definiert in Definition [8.5| als eine Potenzreihe

[e.e] 1 .
exp(z) = Z i
n=0

und in Lemma 8.6 sahen wir, dass sie mit Konvergenzradius oo hat. Wegen Theorem [I1.15
gilt fiir alle x € R

o [ee]

exp’(z) = Z Lt = Z ﬁx"l = exp(x).

n=1 n=1

Lassen Sie uns noch einige Regeln fiir diese Funktion ableiten.
In Lemma sahen wir, dass exp(r + y) = exp(z)exp(y) fiir alle z,y € C, und
deswegen finden wir

exp(nz) = (exp(z))” fir z € C und n € N. (11.15)

Fiir € RT folgt exp(z) = Y. 2" > 0 und mit exp(—z) exp(z) = exp(0) = 1 bekommen
n=0
wir
exp(x) > 0 fiir alle x € R. (11.16)

Weil y™ = a € RT mit m € R eindeutig losbar ist in R*, und diese Losung y = t/a ist,
finden wir fiir n € Z und m € NT aus

(exp(2))" = exp (n) = (exp(1)"

dass n
exp(E) = exp(1)m. (11.17)
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Definition 11.19 e = exp(1).
Fiir alle ¢ € Q haben wir also
exp(q) = €.
Weil (z — exp(z)) : R — R differenzierbar, also auch stetig ist, ist

e’ = exp(z)

eine verniinftige Definition. Wir werden sogar e* definieren:
Definition 11.20 e* = exp(z) fir z € C.

Wir finden

et = exp (2 + w) = exp(z) exp(w) = e fiir w,z € C,

e = exp(nz) = (exp(z))" = (¢*)" fir n € Nund z € C,
und e® bringt tatséchlich die Rechenregel die man erwartet. Aber Vorsicht, wir haben
keinen Regel, die fiir beliebige w, z € C definiert was (e*)" sein sollte.

11.6.2 Trigonometrische Funktionen

Auf Seite [26] haben wir kurz wiederholt, wie die Sinus- und Cosinusfunktion geometrisch
definiert sind. Wir wollen hier eine analytische Definition geben und anschliefend zeigen,
dass diese neue Definition tatséchlich die gleichen Eigenschaften hat wie die altbekannten
Funktionen.

Definition 11.21 Sei z € C. Dann setzt man:

) eiz _ e—iz

e sin(z) = o
eiz + efiz
o cos(z) = ——

Bemerkung 11.21.1 Weil die Potenzreihe bei der Exponentialfunktion Konvergenradius
oo hat, kann man auch sin und cos als Potenzreihe schreiben fir alle z € C (und also
auch fir x € R):

. L R Y T L L
sin(z) = ¥ <Z;a(zz) —Z;a(—zz) ) abr Z;) it =
"= "= nuzgemde
1 & 2 2k+1_2k+1 = (_1)k 2%+1
_ 1 N2 11.18
% 2 k+1" 2 2k + 1)1~ (11.18)
k=0 k=0
und
I (&S, =1, . 1 < 2., .
cos(z) = 5 (;m(zz) —i—;m(—zz) ) =35 HZZ; it =
n gerade

1 - 2 2k 2k - —1 ) 2k
— 52(%)!2 2 —Z((%;!z . (11.19)



126

Woche 11, Differentialrechnung I

Die Sinus und Cosinus aus Definition [11.21] erfiillen Folgendes:

1. Sie sind reell fiir x € R, denn die Koeffizienten in (11.18) und (11.19)) sind reell. Es

gilt sogar

sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

Auflerdem ist der Sinus ungerade und der Cosinus gerade:

sin(—z) = —sin(x) und cos(—z) = cos(z) fiir alle x € R.

2. Sie erfiillen

denn

3. Es gilt

(sin(x))* + (cos(x))* = 1, (11.20)

<sin<ac>>2+<cos<:/c>>2=(e ) ( ) _

eQiJz _ 2€O_|_€—2ix N 2”—'—26 + e 2ix

denn aus ) und (11.9)) folgt

SlIl

Ebenso gilt

denn

=1.
—4 4
sin’(x) = cos(x), (11.21)
i —1)k (2k+1 i = cos(z)
i 2R+ 1) e |
cos'(x) = —sin(z), (11.22)

cos'(xz) = Z (_1)' 2% 221 = Z %l,%l _

4. Es gilt

— (2m + 1)!
sin(x +y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), (11.23)
cos(z +y) = cos(z)cos(y) — sin(zx) sin(y). (11.24)

Man beweist diese Aussagen mit Hilfe von Definition|11.21], e**® = e%® und sorgfiltigem

Rechnen.
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Hier oben stehen Skizzen zu y = to,,1(x), wobei die tg,, 11 die Polynomen darstellen, die
man bekommt, wenn man in der Potenzreihe fiir den Sinus nur die Terme bis zu Grad

2m + 1 nimmt:
- (DY
t2m+1(2§') = Z ml’ .
k=0

5. Die Terme in der Reihe ) >, ((2:)2), z?™ sind fiir > 0 alternierend, und weil die

Folge { ),xz } = {1, 5T ,%x‘l, éxf‘, . } ab m = 1 monoton fillt wenn 2? <

12, folgt daraus, wie beim Kriterium von Leibniz, dass

1-12<1—da?+ Lot — 220 <1 - 12?4+ Lo — 220 + 2% — Fa™
1>1——x + :zc >1-— 1x2+ x4——m +8,x > ... fir 2? < 12
und
1—12% <cos(z) <1—1a”+ La'firw € <O, V 12) :
Weil 1 — §x2 >0 firx € [0 2| und weil 1
[1—593 +ﬂx4]x:2 = —% < 0 hat der
Cosinus wegen Theorem [10.20] eine ers-  %°
te positive Nullstelle zwischen v/2 und 2. . , > 5
Diese erste positive Nullstelle vom Cosi- ' ' y= 1*(*9)6 2t gyt
nus definiert man als l7r "0-5 '

Aus 0) folgt sm =+1. -1 y=1-}a?

Ebenso kann man die alternierende Folge in der Sinusreihe benutzen um folgende
Abschétzung zu finden:

r — iz® < sin(z) fir z € (0, \/ﬁ) .

6
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Mit
3 3
B TR AR
3
r- i 2340 =) e 3]
hat man sin(z) > 0 auf [1,2], und weil 1 < /2 < %’ﬂ' < 2 gilt, folgt

sin (37) = 1. (11.25)
6. Aus (11.23]) folgt
und mit ((11.25])

sin (a: + %71’)
1

sin (z — i7) = sin(z) cos(

sin (7) = 2cos(7) sin(37) =0,

) = cos(x),

) + cos(z) sin(
7) — cos(x) sin(

sin(z) cos(

NI N|—
NI N[—=

) = —cos(z),
und anschliefend
) cos (z + 3m) = —sin (
sin (z + 2m) —sin(z + 7) = sin(z )

cos(z+m) = sin(z+2r) =—sin(z+ in) = —cos(z),
) —cos(x + m) = cos(x).

sin(x + 7

cos (z + 27

Der Tangens und der Cotangens werden definiert als:

tan : {z € C;cos(z) #0} — C mit tan(z) = 2;2((2,
. - _ ~ cos(2)
cot : {z € C;sin(z) #0} —» C mit cot(z) = sin(2)

y = sin(x)

y = tan(z)

y = cos(z)

y = cot(x)
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11.6.3 Hyperbolische Funktionen 6
y = cosh(zx) y = coth(x)
Auch den folgenden Funktionen kann man begegnen.
Definition 11.22 Sei z € C. Man setzt:
e sinh(z) = — (Sinus hyperbolicus);
z —z = sink
e cosh(z) = ‘ —;e (Cosinus hyperbolicus); y=sinb(e)
y = tanh(z)
sinh(2) vt
e tanh(z) = cosh(2) ; R . i 2 3
h
e coth(z) = cosh(z) fiir z # 0.
sinh(z) "
Einige Eigenschaften von sinh und cosh:
-4
1. Sie sind reell fiir x € R und es gilt
sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1. (11.26)
6
2. Es gilt
(cosh(z))? — (sinh(z))* = 1, (11.27)
3. und
sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z). (11.28)

Zwischen sin und sinh, repektive cos und cosh gibt es folgende Identitéten:

sinh(iz) = isin(z) und cosh(iz) = cos(z).
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Abbildung 11.2: Die Funktion Cosinus hyperbolicus taucht auf als Kettenlinie.
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12.1 Mittelwertsatz und Folgen

Theorem 12.1 (Rolle) Seia,b € R mita <bund f : |a,b] - R eine Funktion. Nehmen
wir an, dass f stetig ist, dass fiap) : (a,b) = R differenzierbar ist und f(a) = f(b). Dann
gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so gilt sogar fiir jedes x € (a, b)

y—r Y — I

=0.

Wenn f nicht konstant ist, dann gibt es xy € (a,b) mit f(zo) # f(a). Wenn f(xy) >
f(a), dann hat wegen Theorem f ein Maximum in [a, b], sagen wir in z;, und weil
f(zo) > f(a) = f(b) muss z; im Innern des Intervalls liegen, das heifit z; € (a,b). Eine
Anwendung von Theorem gibt f'(z1) = 0. Fir f(zo) < f(a) geht man dhnlich vor. m

Theorem 12.2 (Mittelwertsatz) Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine
Funktion. Nehmen wir an, dass f stetig ist und dass fiap) : (a,b) = R differenzierbar ist.
Dann gibt es ¢ € (a,b) mit

oy J0) = fla)
f (C) - b —a :
(c,f(c)) Beweis. Man betrachte g : [a,b] — R mit
b) — f(a
ow) = 7o) - LU ).
—a
(a,f(a)) Es folgt sofort, dass g(a) = f(a) und
b) — f(a
o) = 1)~ PO T o) o)
(b, f (b))
und dass man den Satz von Rolle auf g an-
wenden kann. ]

131
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Korollar 12.3 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion.
1. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton wachsend auf (a,b).

2. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend auf (a,b).

)
(x (a,b)

3. Wenn f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), dann ist f monoton fallend auf (a,b).
(z (a,b)

4. Wenn f'(x) <0 fir alle z € (a,b), dann ist f streng monoton fallend auf (a,b).

Beweis. Man nehme z; < x5 mit 1, 25 € (a,b) und der Mittelwertsatz gibt ¢ € (z1, x2),
so dass

f@2) = f(21) = (w2 — 1) ['(c).
Die Ungleichung fiir f'(x) liefert die gleiche Ungleichung fiir f(xs) — f(x1). ]
Korollar 12.4 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und c € (a,b).
1. Wenn f'(x) >0 fir alle x € (a,c) und f'(x) <0 fir alle © € (¢,b), dann hat f ein

lokales Maximum in c.

2. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,c) und f'(x) >0 fir alle x € (¢,b), dann hat f ein
lokales Minimum in c.

Beispiel 12.5 Gefragt sind die Extrema der Funktion f : R — R mit f(x) = zexp (v — 2?).
Man findet

f'(z) = (14 22) (1 — z) exp (z — 2?) 1

und bekommt sofort:

f'(z) <0 firz < —3 und firz>1, 0.4

f'(x) >0 firze (—%, 1) ) o
Damit hat f ein lokales Maximum in 1 und ein lo- . 1 2 3
kales Mznlmum Zn _% Well f(l‘) — 0 fUT xTr — :tOO A2 f und das Vorzeichen von f’.

sind es sogar globale FExtrema.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung, wenn sie existiert, kann man oft sehen, ob man es
bei f'(x¢) = 0 mit einem Minimum oder einem Maximum zu tun hat.

Lemma 12.6 Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und xo € (a,b).
1. Wenn f'(zo) =0 und f"(zo) > 0, dann hat f ein (lokales) Minimum in x.
2. Wenn f'(zo) =0 und f"(z9) <0, dann hat f ein (lokales) Mazimum in x.

Beweis. Weil f’ differenzierbar ist, ist f’ auch stetig. Weil f”(z) > 0, gibt es € > 0, so
dass f'(z) > f'(xo) = 0 fiir x € (29,20 +¢) und f'(z) < f'(zo) = 0 fiir x € (g — €, x0).
Fiir x € (29, o + €) gilt wegen des Mittelwertsatzes, dass es T € (x, z) gibt mit

f(x) — f(zo) = (z — x0) f'(Z) < 0.

Ebenso gibt es fiir z € (29 — €,2¢) ein & € (x,x() mit

f@) = f(wo) = (x — m) f(T) <O.

Sowohl z — x und f'(Z) sind jetzt negativ. |
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Definition 12.7 Fine Funktion f : (a,b) — R heifit konvex, wenn fir alle z,y € (a,b)
und 6 € (0,1) gilt
flOz+(1—0)y) <0f(x)+(1-0)f(y).

f

X

Bei einer konvexen Funktion liegt jeder Verbindungsstrich von zwei Punkten auf dem
Graphen, oberhalb von (oder auf) diesem Graphen.

Lemma 12.8 Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und f"(xz) > 0
fir alle x € (a,b). Dann ist f konvex.

Beweis. Betrachte die Funktion g : [0,1] — R mit
9(0) = [ (0z + (1 = 0)y) = 0f(x) = (1 = 0) f(y).

Dann gilt g(0) = g(1) = 0 und wir miissen zeigen, dass g(f) < 0 gilt fiir alle 6 € (0,1).
Man hat

gO) = (x—y) f(0z+1-0)y) - flz)+ fv),
> 0.

g'0) = (z—y)" ' (z+(1—-0)y) (12.1)
Wenn ¢(6y) > 0 wére, dann gibt es 6, € (0, 6,) mit
g (o) —g(0) _ g (o)
/ 0 — —
g(0) By — 0 b 0
und es gibt 0, € (6p, 1) mit
g(1) —g(0) —g(bh)
"(03) = = :
g(62) 1— 6, g, ~0
Dann gibt es auch 65 € (01, 65) mit
'(62) — g'(61)
"00.) — g( 2
g ( 3) 92 _ 01 < 07
und das ist ein Widerspruch zu (12.1]). [ ]

Bemerkung 12.8.1 Konvexe Funktionen miissen nicht zweimal differenzierbar sein; so-
gar nicht mal einmal. Die Funktion x — |x| : R — R ist nicht differenzierbar in 0 und
doch konvex.
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12.2 Die Umkehrfunktion

Definition 12.9 Sei I C R und f : I — R eine Funktion. Dann heifst f° : f(I) — R

eine Umkehrfunktion zu f, wenn
f™ o f(x) =z fiir allex € 1.
Hier setzt man f(I) ={y € R;3r € I mit y = f(x)}.

Bemerkung 12.9.1 Die Umkehrfunktion fir f wird auch mit f=% notiert. Das kénnte
verwirrend sein, denn die Umkehrfunktion zu x — 22° ist nicht x — (2m3)_1/

Wenn f : I — R injektiv ist, zum Beispiel weil f streng monoton ist, dann gibt es
eine Umkehrfunktion.

Theorem 12.10 (Satz zur Umkehrfunktion)
Sei I C R ein Intervalll] und sei f : I — R eine Funktion.

1. Wenn f stetig und streng monoton ist, dann ist J = {f(z);x € 1} ein Intervall und
es gibt eine Umkehrfunktion f™° : J — I. Diese Umkehrfunktion f™ ist stetig und
streng monoton.

2. Wenn auperdem f differenzierbar ist in @ € I° und f'(Z) # 0, dann ist f° diffe-
renzierbar in g = f(x) und es gilt

(fmv) (g) = f’(i‘)

Beweis. 1) Die Existenz: Wenn eine Funktion streng monoton ist, dann ist sie injektiv.
Surjektivititdt von I zum Wertebereich J = f(I) ist selbstverstandlich. Also die Umkehr-
funktion f" : J — I existiert. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass .J ein Intervall
ist.

2) Die strenge Monotonie von f" beweist man auch sofort. Weil f streng monoton
ist, sagen wir wachsend, dann gilt fiir 1, x5 € I, dass

x> 19 = f(x1) > f(22).

Dies impliziert

T > w = f(x1) > f(22)
und weil 7 (@ < b) identisch zu a > b ist, findet man als die gleichwertige logische Umkeh-
rung:

f(z1) < f(x2) = 21 < 20

IMit einem beliebigen Intervall I ist gemeint [a, b], (a,b], [a,b), (a,b), (=00, b], (—00,b), [a, o), (a,0)
oder (—00,00) mit a,b € R und a < b. Wenn die Randpunkte zum Intervall I gehéren, dann nennt man
das Intervall abgeschlossen; wenn nicht, dann nennt man es offen. Ubrigens, oo ist kein Punkt und dann
auch kein Randpunkt.

Man kann jedes Intervall abschliefen (man schreibt ) und “6ffnen” (man schreibt 1°).

I: [a,b] | (a,b] | [a,b) | (a,b) | (—o0,b] | (—00,b) | [a,00) | (a,00) | (—00,00)
I: [a,b] | [a,b] | [a,b] | [a,b] | (—o0,b] | (—00,b] | [a,00) | [a,00) | (—00,00)
I°: || (a,b) | (a,b) | (a,b) | (a,b) | (—00,b) | (—00,b) | (a,00) | (a,00) | (—00,00)
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Setzt man x; = f" (y;) und a9 = f" (y5), so folgt
i <y2 = [ () < 7 (1)

3) Die Stetigkeit: Sei b € J und setze a = f™(b). Wir nehmen an, dass a im Innern von
I liegt. Sei € > 0 und nehme an, dass (a —€,a + ¢) € I. Sonst betrachten wir £y € (0,¢)
mit (a — ep,a + &¢) € I. Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt:

r€(a—eat+e) = f(r)e(fla—e),fla+e)).
Wenn f monoton fallend ist, dann gilt:
re€(a—ca+e) = f(r)e(flat+e),fla—¢)).

Wir setzen

0 = min(|f (a) = f(a—¢)|,|f (a+e) = f(a)])
und weil f streng monoton ist, gilt 6 > 0. Fiir |y — b| < § liegt y zwischen f (a — &) und
f (a+¢€), und es folgt, dass f (y) € (a — &,a + ), ander gesagt, dass

[f7 (y) = f ()] < e

flate) p————————————————————————————————————————————————
S i

f(a)

f(@)—6 = f(a—g) [ ——————————————m

a-g a ate

Wenn a ein Randpunkt von [ ist, bekommt man das Ergebnis, indem man einseitige
Umgebungen benutzt.

4) Die Differenzierbarkeit: Sei {y,} -, eine beliebige Folge mit y, — 7 und y, # ¥.
Setze x, = f"(y,). Dann gilt wegen der Stetigkeit, dass z,, — f"(y) = &, und wegen
der strengen Monotonie, dass z,, # . Es folgt

o ) PG i
. 1 1 1
Tn=2 n—oo  InTT

Weil {y,,},-, eine beliebige Folge ist, gilt
inv _ finv(5 1
i L) = f ()

=7 y—1 fr(@)



136 Woche 12, Differentialrechnung 11

Bemerkung 12.10.1 .

Wenn f : I — J mit I ein Intervall, eine umkehr-
bare und stetige Funktion ist, dann ist f monoton.
Stetigkeit oder Monotonie sind aber nicht notwen-
dig fiir die Ezistenz einer Umkehrfunktion. Betrachte
f:[=1,1] = [-1,1] mit

x fir z € (0,1],
f(:p)—{ —1—a firzel[-1,1].

Diese Funktion ist nicht stetig und nicht monoton.
Sie ist aber umkehrbar. Es gilt sogar, dass f™° = f.

Beispiel 12.11 Die Niederldndische Polizei wendet den Mittelwertsatz und die Existenz
einer Umkehrfunktion an beir einem Typ von Geschwindigkeitskontrollen, der sogenann-
te ,, Trajectcontrole “. Setze die Fahrzeit t als Funktion der Distanz s: t = T(s), und die
Umkehrfunktion S = T™ gibt die Distanz als Funktion der Zeit. Dann gilt fiir die Ge-
schwindigkeit

v(t) = v (T (s)) = S(T(s)) =

Mt digitalen Kameras werden die Zeiten gemessen an zwei Kontrollstellen a und b mit
einer genau bekannten Entfernung von mehreren Kilometern. Die Software identifiziert
passierende Nummernschilder und kombiniert diese mit den Zeiten. Der Mittelwertsatz
liefert den Beweis, dass es eine Stelle gibt, wo die Geschwindigkeit
gleich 1 b—ua [A13]

v = =

=T T(b) - T(a) Ay f

a

Trajectcontrole

war. Ist v etwas gréfier als angegeben, bekommt man ein Schreiben.

12.2.1 Beriihmte Umkehrfunktionen I, der Logarithmus

Die Funktion exp : R — R ist stetig und streng wachsend und hat also eine stetige streng
wachsende Umkehrfunktion. Weil exp(R) = R* ist die Umkehrfunktion definiert auf R*.

Definition 12.12 Der natiirliche Logarithmus

In: RT — R mit In(z) = exp™(x).

Man findet

() = ! = ! ! iir v € R™
() = exp'(In(x))  exp(In(x)) =« f e R
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Eine Eigenschaft des Logarithmus, die sich oft verwenden lésst, ist:
Lemma 12.13 Fiir a,b € R* gilt
In (ab) = In(a) + In(b).
Beweis. Man benutzt

ab = exp (In (a)) exp (In (b)) = exp (In (a) + In (b))
und nochmals die Umkehrfunktion. [

Schlussendlich definieren wir noch:

Definition 12.14 Fiir a € RT und z € R:

a®* =exp(zlna).

Man hat
a® = exp(0lna) = exp(0) = 1,
a' = exp(llna)=exp(Ina) = a,
a’a” = exp(zlna)exp(wlna) = exp ((z + w)Ina) = a*
a’b* = exp(zlna)exp(zInd) =exp(zIna+ zInd) =
= exp (zIn(ab)) = (ab)*,

und findet so die alt-bekannten Regeln fiir Exponentenrechnung und auch, dass diese
letzte Definition z — a* den schon bekannten Exponenten fiir z € R nicht widerspricht.
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12.2.2 Beriihmte Umkehrfunktionen II, die zyklometrische Funk-
tionen oder Arcusfunktionen

Der Arcussinus

Der Sinus ist nicht monoton und sogar nicht ein-eindeutig (injektiv). Er hat also keine
Umkehrfunktion. Die sogenannte Inverse, die man oft sieht, ist dann auch nicht die Inverse
zu z + sin(z) : R — R sondern eine Umkehrfunktion zu z + sin(z) : [—imir] — R.
Diese Einschrdnkung vom Sinus kann man auch beschreiben durch sinj_y/o.r/9) und diese

Funktion hat eine Umkehrfunktion.
Definition 12.15 Der Arcussinus ist definiert durch:
arcsin : [—1,1] — R mit arcsin(z) = (sin[_ﬁ/gm/Q])mv (x).

Man findet

_ _ f ~1.1).
arcsin’(z) sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) irze(-11)

Aus (cos(y))® + (sin(y))* = 1 folgt

cos(y) = £1/1 — (sin(y))*.

Weil man sich aber beschrinkt auf y € [—3m; 47|, gilt cos(y) = /1 — (sin(y))* und es

folgt

1
arcsin’(r) = = = fir v € (—1,1).
V1 - Gsin(aresin(z))?  V1=7
Ln
3V3 1.
3V2 !
: 5
1.
2 -1
e 1p 1g 1r Wl ol
N E §,_.
Y = sinp_r /2,79 () y = arcsin(z)
-1
1.
2

Der Arcuscosinus

Wie beim Sinus muss man auch die Cosinus Funktion einschrénken, insofern es ihr Defi-
nitionsgebiet betrifft, wenn man eine Umkehrfunktion haben mochte.

Definition 12.16 Der Arcuscosinus ist definiert durch:

arccos : [—1,1] — R mit arccos(z) = (Cos[gm])mv (x).
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Ahnlich wie beim Arcussinus findet man

arccos' (1) = ———— fiir v € (—1,1).
1 — a2

139

Dieses Ergebnis folgt iibrigens auch aus arccos(z) = im — arcsin(x) fiir alle z € [—1,1].

2
Das letzte folgt wiederum aus

™

cos(y) =sin (37 — y) fiir alle y € R.

[N NI

vl E ay

Y = COS[0,] ()

vl
3

ol
Bl
ol
3
S
3
3

3

3

3

o= NI

y = arccos(z)

Der Arcustangens

SRS

Wl & é»-‘

Und ebenso hat der Tangens ein Problem, wenn man sein Definitionsgebiet nicht ein-

schrankt.

Definition 12.17 Der Arcustangens ist definiert durch:

arctan : R — R mit arctan(x) = (tan(,ﬂ/h/g))im ().

Man hat fiir alle z € R:

1
~ tan’ (arctan z)

arctan’(z)

(cos (arctan z))?

(cos (arctan ) + (sin (arctan z))? -

= (cos (arctan x))* =

V3 - 1 B 1 1
1 1+ <sin(arctanx))2 1+ (tan (arctan :L’))2 1+22
13 cos(arctan x)

NE]
ol
5]
wl

eine zu y = arctan(x).

/2

/3
/4
/6

Links findet man eine Skizze zu y = tan(_. 2 »/2)(x) und unten

l\g
B

—m/2
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Es gibt auch einen Arcuscotangens und der ist meistens definiert durch

arccot : R — R mit arccot(z) = (cot(om))mv ().

Wenn man jedoch Mathematlca x > arccot (cot(x)) zeichnen 148t, findet man ein
Ergebnis, das zu einer anderen Definition gehért. Welche?

A A
n 7 n/n

12.2.3 Beriihmte Umkehrfunktionen III, die Areafunktionen

Der Areasinus hyperbolicus

Der Sinus hyperbolicus ist streng wachsend: x — exp(x) und z — — exp(—z) sind streng
wachsend und so auch
exp(z) — exp(—7)

5 :

x +— sinh(z) =

Setzen wir y = sinh(x) und multiplizieren mit 2 exp (x), dann findet man
2ye” = (")’ —1 e (" —y)’ =y’ +1e e =y+/12+ 1.
Weil e* > 0 findet man e* = y + \/ﬁ und
z=In (y + \/m) .
Die Umkehrfunktion der Sinus hyperbolicus nennt man den Areasinus hyperbolicus:

arsinh : R — R mit arsinh(z) = In <x + va?+ 1) :
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2} y = arsinh(x)

y = arcosh(x)

2 1 i 2 5 2 1 1 2 3
= (coshy_ow,0) ™ (@)

-3

y = sinh(x)

Der Areacosinus hyperbolicus

Der Cosinus hyperbolicus ist monoton, wenn beschrinkt auf R oder R;. Man hat

exp(x) + exp(—7)
2

cosh(x) =

und es folgt
y = cosh(z) & 2ye® = (*)’ + 1o e® =y + /32 — 1.
Man definiert den Areacosinus hyperbolicus durch (cosh[om))mv, das heifit
arcosh : [1,00) — R mit arcosh(z) = In (:v + Va2 — 1> :
Die linke Halfte hat auch eine inverse Funktion:

(cosh(,ooyo])mv :[1,00) = R mit (cosh(,ooyo])mv =In (x —Va? — 1) )

Ubrigens gilt

ln<x—m>:—ln<x+m> firz > 1.

Der Areatangens hyperbolicus

Der Tangens hyperbolicus ist streng monoton wachsend auf R, denn

/
r __ ,—x 4
tanh’ (z) = i = 5 >0
er +e " (e 4+ e™?)
und hat horizontale Asymptoten:
lim tanh(z) = lim £ 7% _1und lim tanh(z) = lim S
T—00 z—o0 e¥ 4+ e~ % T——00 z——o0 e¥ 4+ e~ %

Man setzt in( )
sinh(x et —e "
— tanh = = 12.2
y = tanh(z) cosh(z) e +e?’ (122)
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und kann die Gleichung in (12.2)) nach z 16sen:

— et —e” = (m+ —m) R e AN
y—m € (& y==e€ €
(e +1)y=e"-1 & l4+y=e"(1-y)

1
& x:%ln(ﬂ>.
-y

Bemerken Sie, dass y = tanh (z) € (—1,1) impliziert, dass 1 —y > 0 und 1 + y > 0. Die
Umkehrfunktion zu tanh ist:

— 2

1—=x

1
artanh : (—1,1) — R mit artanh(z) = £ In ( i x) :

y = artanh(x)

y = coth(x)

y = arcoth(x)

Der Areacotangens hyperbolicus

existiert auch noch. Die Liebhaber diirfen ihn selber studieren.

12.3 Taylorpolynome

12.3.1 Aussagen und Heuristik

Bei der Definition von der Ableitung einer Funktion haben wir gesehen, welches Polynom
von Grad kleiner oder gleich 1 ,,am besten passt“, wenn man eine Funktion z — f(z) um
a approximieren mochte, namlich z — py(z) = f(a)+ (z — a) f'(a). Mit ,,am besten* war

gemeint
i 1) = (F(@) + &~ 0) F'(@)

r—a r —a

=0.

Frage: Konnen wir auch ein Polynom ps vom Grad kleiner oder gleich 2 finden, so dass

lim f(x) — p22($)

T—a (JJ — a)

=07 (12.3)
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Das einzige Polynom p, vom Grad 2 oder kleiner, bei dem die nullten, ersten und
zweiten Ableitungen von f und ps fiir = a identisch sind, wére

pa(2) = f(a) + (x = a) f'(a) + 5 (z — a)” f"(a),
denn nur so gilt
pa(a) = [fla)+(z—a) f(a) + 5 (x —a)" f"(a)],_, = fla),
+

phla) = (x—a) f"(@),_y = f'(@),
p(a) "(@)],_0 = " (a).

Wir werden zeigen, dass wenn f zweimal differenzierbar ist, p, tatséchlich so ist, dass die

Identitdt in ((12.3)) gilt.

Theorem 12.18 (Satz von Taylor) Sei I ein Intervall, a € I° und n € NT. Nehme
an, die Funktion f : 1 — R ist n mal differenzierbar in 1°, und setze

") (g .
pn(x)zzf @) (o oy~ (12.4)

Dann gilt

Bemerkung 12.18.1 Das Polynom in heifst das n-te Taylorpolynom von f beziiglich
der Stelle a.

y = f(z) und y = p1(z), y = f(r) und y = pa(7), y = f(r) und y = p3().

Bemerkung 12.18.2 Anders formuliert: p, ist das einzige Polynom vom Grad kleiner
gleich n, wobei in der Grafik der vertikale Unterschied zwischen y = f(x) und y = p,(x)
fiir x — a schneller nach 0 geht als |z — a|”.

Korollar 12.19 Sei I ein Intervall und a € 1°. Nehme an, die Funktionen f,qg: 1 — R
sind n-mal differenzierbar in 1° und

f®a) = g™ (a) =0 fiir k=0,1,2,...,n — 1.

Falls g™ (a) # 0, gilt
- fl@)  f"(a)
M) " ga)’
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Beweis. Schreiben wir py,, und pg,, fiir die n-ten Taylorpolynome von f und g beziiglich
der Stelle a. Weil f*)(a) = 0 fiir k = 0,1,2,...,n—1 hat man p;,,(v) = # (x —a)" f™(a)
und py(z) = £ (z — )" g™ (a). Mit dem Theorem (12.18 hat man

p S@) (@) = ppa() + 5 (@ = @) f*(a)

( T —
z=a g() a—a (l’) Py (2 ) o (2 —a)" g (a)

lim Ty (
lim &) —Pon(@) %g(n)<

T—a (z—a)"

a

)_
-

a

Bemerkung 12.19.1 Korollar|12.19 kann man oft statt des Satzes von de I’Hopital ver-
wenden. Sowohl dieses Korollar als auch der Satz von de I’Hopital sind mit Vorsicht zu
geniefSen. Betrachten wir als Beispiel

lim S22

x—0 x

Mit f(z) = sin(x) und g(x) = x, findet man, wenn man weifl, dass sin’(0) = cos(0) = 1
qgilt,
lim sin(x) _ cos(0)
z—0 T 1

Woher wissen wir, dass sin’(0) = cos(0) = 1?2 Dazu betrachten wir die Ableitung vom
Sinus in 0:
sin’(0) = lim sin(z) —sin(0) lim Sin(x).
x—0 x—0 z—0 €T

Also lim Smm(x) =1, weil sin’(0) =1,

z—0

Theorem 12.20 (Satz von Taylor mit dem Restglied von Lagrange) Sei [l ein In-
tervall, a € I° undn € N*. Nehme an, die Funktion f : I — R ist n+1 mal differenzierbar
in I° und sei p, wie in . Dann gibt es 0, zwischen x und a, so dass

f(n+1)(9x)

D) (x —a)"". (12.5)

f(x) = pn(z) +

Bemerkung 12.20.1 Wenn f™+1(0,) beschrinkt ist in einer Umgebung von a und man
nicht die genaue Formel braucht, wird auch das Landau-Symbol O verwendet:

f(@)=pa(2)+ 0 ((x—a)""") firz—a.
Dies bedeutet: es gibt 6 > 0 und M € R derart, dass

[ —al <& = |f (2) = pa ()| < M |(z — )"
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12.3.2 Beweis des Taylorschen Satzes
Wir beweisen erst folgendes Lemma:

Lemma 12.21 Sein € N und f : [a,b] — R stetig und f differenzierbar auf (a,b).
Dann gibt es fiir jedes x € (a,b) ein &, € (a,x) mit
@)= fla) _ ()
(@=a)" (g —a)"

Beweis von Lemma Wir setzen (z — a)" = y und g(y) = f(a+ /y). Dann folgt
f(x) = fla) _ g(y) = 9(0)

(. —a)" y

Weil g : [0, (b —a)"] — R stetig ist und g auf (0, (b — a)") differenzierbar ist, konnen wir
den Mittelwertsatz anwenden und finden, dass es ¢ € (0,y) gibt mit

Definieren wir £, = a + {/c, dann folgt £, € (a,z) und

o) f@) S
T

Beweis von Theorem [12.18, Wenn wir dieses Theorem beweisen kénnen fiir > a,
dann folgt via f(—z) = f(z) auch das Ergebnis fiir z < a. Ohne Verlust der Allgemeinheit
diirfen wir uns also beschrénken auf den Fall x > a.
Wenn x > a benutzen wir Lemma fir f(z) — pu(z). Weil f(a) = p,(a) gibt es
x1 € (a,x), so dass
f(@) —pulx)  (f(x) = pa(2)) = (f(@) —pula)) _ [(21) = phle)

(z—a)" (v —a)" n(v;—a)" "’

Wenn n > 1 gibt es, weil f'(a) = p/,(a) gilt, zo € (a,x1), so dass
f'(@) —po(n)  (f'(21) —pu(e1) = (f(a) = ph(a))  f"(x2) — pi(2)

(w1 —a) T

(21 —a)"" (n—=1)(zz —a)""
Wenn n > 2 gibt es, weil f”(a) = pl/(a) gilt, x5 € (a,x2), so dass
f"(w2) = pu(a)  (f"(w2) = phlw2)) = (f"(a) = pila)) _ f"(ws) — pi(ws)

(g — a)"_2 (n—2) (z3— a)n_S’

usw. Ein gediegener Beweis wiirde hier vollstédndige Induktion benutzen.
Nach n — 1 Schritten haben wir x,,_; € R gefunden mit

(x2—a)"

A< Tpo < Tpo < <71 <7,

so dass

f(@) — pnlz) 1 SO (@) = pi ™ ()
(x —a)" nn—1)(Mn-2) ... 2 Tpo1—a
1 £ @) = (£ (@) + (s = 0) (@)

= . 12.6
n! Tpo1 — Q ( )
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Weil =1 differenzierbar ist in a, gilt

=D () — ( FO-D(0) - (2 — a) £ (a
@) = (107 + - ) 1)

T—a r—a

und wegen ((12.6]) also auch

=0

]
Beweis von Theorem [12.20] Statt wie im vorhergehenden Beweis werden wir jetzt

f(x) = pn(2)

(.%‘ - a)n+1

betrachten. Bemerke, dass im Nenner jetzt die Potenz n + 1 statt n steht. Ahnlich wie
vorher haben wir nach n Schritten ein Z,, € (a, x) gefunden so, dass statt ((12.6)) folgendes
gilt:

@)=l 1 ) ) 1 O~ fPa)

(z—a)""  (n+1) In—a T (n+1)! in—a
In noch einem extra Schritt liefert der Mittelwertsatz die Existenz von 6, € (a, &,,) derart,
dass 3
fl@)=pale) _ 1 f&) — f"() 1 £ (.Y,
(gj—a)n+1 (n+ 1)' Tp, — @ (n+1)!
Diese letzte Identitét liefert genau ((12.5)). ]

12.4 Taylorreihen

Wir haben Potenzreihen verwendet um einige Funktionen einzufithren. Dann kann man
sich auch die folgende Frage stellen:

Ist jede Funktion als Potenzreihe zu schreiben?

Die einfache Antwort lautet nein, wenn wir nicht zuséitzlich die Bedingung stellen,
dass so eine Funktion unendlich oft differenzierbar sein soll. Denn, wenn eine Potenzreihe
einen positiven Konvergenzradius hat, dann ist sie innerhalb von dem dazugehorenden
Kreis unendlich oft differenzierbar.

Wenn wir annehmen, dass f unendlich oft differenzierbar ist in @ und und wenn wir

pn wie in (12.4)) nehmen, folgt
—~ [®(a)
pule) =3 T (o oy
k=0

= fla)+ (x—a) f'(a) + 5 (. —a)* f"(a) + 3 (x —a)’ f"(a) + -+ + & (z — )" f™(a).
Mit Theorem [12.20] findet man

lim p,(x) = f(z) & lim w

o n+1 _

wobei 6, zwar existiert und sogar zwischen a und x liegt, aber nicht konstruktiv gegeben
ist. Konstruktiv, aber nicht sehr scharf, ist folgendes Ergebnis.
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Lemma 12.22 Sei I ein offenes Interval in R, a € I und f : I — R unendlich oft
differenzierbar. Wenn es ¢, M € Rt g¢ibt, so dass

’f(n)(x)} <c M" firallex el undn € N,

dann gilt
lim p,(z) = f(x) firx € 1. (12.7)

n—o0

Bemerkung 12.22.1 Wenn wir die etwas dubiose Schreibweise bei Reihen benutzen,

dann heifst genau

Y f(k];(a) (x —a)* = f(z) firzel (12.8)
k=0 '

Die Reihe auf der linken Seite von heifst die Taylorreihe von f beziiglich der Stelle

a.
Beweis. Wenn | /()| < ¢ M* fiir alle z € I und k € N, dann gilt

f(0,)

c M™x — a\"“

n+1 .
- —0f — 00.
CF (x —a) CF ir n — 0o
Wie oben schon bemerkt, liefert Theorem [12.20] die Konvergenz. [ ]

12.4.1 Zusammenhang zwischen Taylor- und Potenzreihen

Manche Funktion kann man als Taylorreihe schreiben. Wir haben auch Funktionen, die
als Potenzreihe definiert wurden.

f  ——> Taylorreihe
f €—— DPotenzreihe

Haben Taylorreihen und Potenzreihen etwas miteinander zu tun?

Die Antwort lautet ja. Wenn f als eine Potenzreihe (mit einem positiven Spektralradius
R) definiert ist, sagen wir

f(z) = icn (x —a)" fir |x —a| <R,

n=0

dann wissen wir aus Theorem [11.15] dass

> n' n—k .
f®(z) = Cn (x —a) fir |x —a| <R,
; (n—k)!

und so folgt, dass
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Umgekehrt, wenn die Taylorreihe ) % (x —a)" nach f(x) konvergiert fiir z €
n=0

(a — d,a+ 0) und irgendein 6 > 0, dann ist diese Taylorreihe selbstversténdlich formal
eine Potenzreihe. Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R, der so ist, dass diese
Reihe innerhalb vom Radius absolut konvergiert und sie aulerhalb divergiert. Damit folgt
R > 4, also dass

— " (a) n e .
E ' (z —a)" konvergiert fiir z € C mit |z —a| < 6.
n!

n=0

Ein kleiner Haken verbirgt sich hinter der Bedingung:
. fn)
Z f_'(a) (x —a)" konvergiert nach f(z).
n!
n=0
Es gibt Taylorreihen, die zwar konvergieren, aber nicht unbedingt nach f(z). Ein Beispiel
folgt.

Beispiel 12.23 Die Funktion f: R — R mait

[ exp(—a?) firz £0,
f(x)—{ 0 fiir x =0,

st unendlich differenzierbar, denn auflerhalb von 0 ist sie die Zusammensetzung bekannter
differenzierbarer Funktionen und in 0 verwendet man

1

Wy J an(3)exp(=x7?) firz #0,
f()(x)—{ 0 fiir x =0,

fir irgendwelche Polynome q,, vom Grad 3n, und
k/2

lim 2~ exp (—x’Q) — lim £ =0 fiir jedes k € N.

z—0 y—oo eY

Jedes Taylorpolynom beziiglich O wird so
LGOI
() :Z—f ( )xk:O.

Es madge deutlich sein, dass die Taylorreihe nicht nach f
konvergiert. FEin Bild zu y = f(x) steht hier rechts. Man
sieht, dass f bei O sehr flach verliuft (aber nicht gleich 0
ist!), obwohl sogar die y-Achse skaliert ist.

-4 -2 2 4

Beispiel 12.24 Hat f : R — R mit f(x) = 2% eine konvergente Taylorreihe um x = 07
Weil 2° = exp (xIn2), bekommt man f™(z) = (In2)"exp (rIn2) = (In2)" 2% und die
Taylorreihe wird

3 (lnn?)nx". (12.9)

Weil fir |z| < K gilt
79(@)] = [(n2)" 27] < 2 (1n2)"

konvergiert die Taylorreihe in nach 2% auf jedem Interval (—K, K), also auf R.
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Beispiel 12.25 Wir wollen Taylorpolynome und die Taylorreihe von f : (—1,00) — R
mit f(z) =In (14 z) um x =0 betrachten. Dazu erstmal die Ableitungen:

n 0 1 2 3 . n
1 ~1 —1) (=2 ~1)" ! (n—1)!
f™@(z) || In(1+z) 5 (=1 3> (=1) (nn )
lte | (1+2)° | (1+a) (1+x)
F™(0) 0 1 -1 2 e =)
po() f(0)=0
pi(z) = fO)+f(0)x=0+=
pa(x) = f(0)+ f(0)z+3f"(0)2* =0+ — 327
ps(z) = f(O0)+ f(0)x+ 5f"(0)2* + 5" (0)2® = 0+ & — 3a° + $2°
B n f(’f)(O) . n (_1)k—1 . B
pulz) = Zk:O 0 L T2 YT L
— 4 (=)' n /7
= vt g’ — e+ S I8
Lemma konnen wir nicht benutzen, jedoch hat man 1 7,
direkt A
’ By
(=1)"n! n ’
wxnﬂ _ |40 | | T A —— B :
(n+1)! (n+1)! 1+6, n+1 \pg
und dieser Ausdruck geht nach 0 fiirn — oo dann, und nur 74 -

T P1

1+6,
liegt fir jedes n (denn 0, hdingt auch von n ab!), bringt
diese Bedingung uns wenig weiter, aufler dass v > —1

dann, wenn ‘ < 1. Weil wir nicht wissen wo 0, genau

notwendig ist fir Konvergenz und —% < x < 1 reicht fir B ‘;"’ N
Konvergenz. B "‘
Wenn man vergisst, woher sie kommt und man die Reihe :/
an sich betrachtet, sieht man, dass sie konvergiert fiir x € D, 3
(_17 1] EZ
Pi1o ?
Beispiel 12.26 Wir berechnen
T —14+In(1—
lim I 2+. n(l =)
@0 Zx?sin(27)
Dazu verwenden wir die Taylorpolynome:
fiir e® : pu(@) =1+ a4 52> + ga® + - + La,
n—1
fiir (1 +2) : po() =2 — §a? + 32 — - 4 E—am,
fiir sin(z) : pont1(z) =0 — 32° + s’ — - + (gfi)l)!x%“.
Fir f(x) =e*—1+4+1In(1 — ) gilt
flz) = (I+az+32”+ 1% +2'Ri(2)) — 1 — (x4 327 + 12° + 2" Ry(2))

= —12° + 2" Ry(w),
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und fir g(z) = sa?sin(2z) gilt

12%sin(2z) = 2° + 2" Ry(z).

Hier sind R; irgendwelche Funktionen, die definiert sind als konvergente Potenzreihen
um x = 0. Es reicht, um zu wissen, dass die dazugehorenden Konvergenzradien vererbt
werden. Das heifit, fir Ri(.) (von exp) und R4(.) (von sin) sind die Konvergenzradien oc.
Fiir Ro(.) (von x — In (1 + x)) und Rs(.) (das Minimum von denen zu R;(.) und Rs(.))

sind die Konvergenzradien gleich 1. Wir finden so:

e —1+In(l—2) . —z®+a'Ry(x)
lim 5 = lim =
e=0  sa?sin(2r) e=0 13 4 15 Ry(7)

1 .
—ita Ry(x) _ o tlme Ra@)

250 14 72 Ry(z) 1—|—lin%a:2 Ry(z) 6
Tr—r

Ubrigens brauchen wir fir dieses Ergebnis nicht mal Taylorreihen. Wenn man gut hin-
schaut, sieht man, dass Korollar reichit.
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Bevor wir auf eine fundamentalere Weise Integrale betrachten werden, schauen wir
uns mal an, was wir eigentlich mochten. In erster Instanz handelt es sich bei Integralen
um Langen, Oberflichen, Inhalte und verwandte Sachen. Dafiir méchten wir verniinftige
mathematisch definierte Begriffe haben.

Ein Beispiel dazu ist der Flacheninhalt von einer Kreisscheibe mit Radius 1. Wenn man
davon ausgeht, dass ein Rechteck mit Seitenldngen « und b den Flacheninhalt ab hat,
dann lautet die Frage: wie kénnen wir den Flédcheninhalt von dieser Kreisscheibe damit
vergleichen. Diese Quadratur des Kreises hat die Mathematik ldngere Zeit beschéftigt.

Q /_\ t\ \\ \\ \\\ \\\ ‘Ill‘.‘l ‘II"\I‘
NN R va T =T —

Abbildung 13.1: In oo-vielen Schritten kann man sich iiberzeugen, dass ein Kreis den
gleichen Flacheninhalt hat wie das Rechteck.

Solche Bilder lassen einen schnell davon iiberzeugen, dass der Fliacheninhalt A wohl
7 sein wird, aber sogar dieser geometrische ,,Beweis® braucht lim,sin(x)/z = 1. Wie-
so wire sonst die Lange von der langsten Seite des Rechtecks gleich 77 Die Zahl 7 ist
festgelegt als die erste positive Nullstelle vom Sinus und so, wenn man die geometrische
Darstellung kennt, als die Lédnge vom halben Einheitskreis. Damit ist die Hohe von jedem

dieser Gebilde, als 2" mal die Hohe des 2"-ten Teils von einem halben Einheitskreis, gleich
2" sin (2%) Es folgt, dass

o .
A= lim 2"sin (21”> =7 lim M — 7 1lim sin (z) _

n—00 n—+00 N )0 x

13.1 Motivation

Wir sind hier interessiert am Flacheninhalt von einem
zwei-dimensionalen Gebiet, beschrieben durch

{(z,y) eR}a<z<bund 0<y < f(z)} (13.1)

mit f einer positiven Funktion und a,b € R mit a < b. a

151
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Wir wollen erst den Flacheninhalt unter einer positiven Funktion definieren und listen
erst mal einige Eigenschaften auf, die wir haben mochten.

e Wenn f eine konstante Funktion ist, wollen wir den Flidcheninhalt wie beim Rechteck
haben. Fiir f(x) = h > 0 wire das

A=h(b—a). (13.2)
Auch fiir eine Funktion, die (nicht-stetig!) definiert ist durch f(x) = hy > 0 fiir

r € [a,xz1] und f(x) = hy > 0 fiir x € (21,b], wenn z; € (a,b), will man den
Flacheninhalt in ((13.1)) berechnen durch

A:hl(:cl—a)+h2(b—x1).

hy

hy

a b a X1 b

Fiir allgemeine Funktionen méchte man die folgenden Eigenschaften:

e Nehmen wir an, wir haben {z;};", C (a,b) mit a = 29 < 21 < 29 < -+ < x, = b.
Wenn A; der Flicheninhalt von {(z,y) € Rz <x <z und 0 <y < f(z)} ist
und A der von {(z,y) € R% z; <z < ;41 und 0 <y < f(z)}, dann wollen wir, dass

A=Ag+A + -+ A, (13.3)

A A A

e Auch wollen wir, dass fiir f(z),g(x) > 0 fiir z € [a, ] gilt, fir die dazugehérenden

Fldcheninhalte gilt
Aprg=Ar+ Ay (13.4)

Fiir eine positive Funktion h soll A; der Flacheninhalt sein von

{(z,y) eR% 2 <z <y und 0 <y < h ()}

y=f (x)+g(x) y=f (x)+g(x)

_L-y=g0 - y=g0

y=f(x) y=f(x)
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Insbesondere sollten der Flacheninhalt des Gebietes zwischen f und f + g und der
Flacheninhalt zwischen der z-Achse und g gleich sein.

y=f(x)+g(x)
y=g(x)

y=f(x)

13.2 Riemann-Integrale

13.2.1 Definition fiir Treppenfunktionen

Fiir rechtwinklige Gebiete kann man die Oberfliche in Rechtecke teilen und so die gesamte
Flache berechnen. Fiir andere Gebiete kénnen wir versuchen, die Fléche in ((13.1) mit
Rechtecken zu approximieren.

Dazu werden wir erst das Integral definieren fiir sogenannte Treppenfunktionen.

Definition 13.1 Die Funktion f : [a,b] — R heifit eine Treppenfunktion, wenn es {:EZ}:ZT C
R gibt mit

=21 < Ty < - <Tp <Tpy1=>o

und {h;};_;, C R, so dass

flz) = h; firze (v,z41) undie€ {1,2,...,n},
f(x) = 0 firx<ax
f(x) = 0 firz>x,4.

Bemerkung 13.1.1 Man bemerke, dass f nicht festgelegt wird fiir v € {xl}:jll Wichtig

st aber, dass diese Menge nur endlich viele Stellen enthdlt. Die Menge {xz}:fll heifst eine
Zerlegung von |a, b.
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hy

hs

hs

h,

a=x; X3 X3 X4 X5 Xg=b

Definition 13.2 Sei f eine Treppenfunktion wie in Definition [153.1. Dann setzen wir

b n
/ f(z)dx = Z (Tit1 — ;) hy. (13.5)

Bemerkung 13.2.1 Wir haben vorhin von Flicheninhalten geredet und positive Funk-
tionen betrachtet. In Definition sind auch negative Werte h; erlaubt und dann st
., Flacheninhalt “ nicht ladnger zutreffend.

hy

hs

a=x; X3 X3 Xa X5 Xg=b

hy

h;

Proposition 13.3 Wenn f,g : [a,b] — R beides Treppenfunktionen sind und A\, u € R,
dann ist auch \f + ug : [a,b] — R eine Treppenfunktion und

[ s s ngen e =2 [ @ n [ gt

Beweis. Wenn {xl}fz eine Zerlegung fiir f und {y;}7" ! eine Zerlegung fiir ¢ ist, kom-
biniere man diese beiden Mengen zu einer neuen Zerlegung, die sowohl fiir f als auch fiir
g passt. Der Rest ist elementare Buchfiithrung. [ ]

Proposition 13.4 Wenn f,g : [a,b] — R alle beide Treppenfunktionen sind und f(x) <

g(x) auf [a,b], dann gilt
b b
/ f(x)dx S/ g(x)dx.

Beweis. Man benutzt Proposition [13.3mit A = —1 und p = 1:

/ m—/f m-/((%&@Mx

und g(x) — f(x) > 0 liefert nicht-negative ,Hohen“ h; in ((13.5) und es folgt, dass
b
J. (g(x) — f(z))dx > 0. n
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13.2.2 Definition fiir mehr allgemeine Funktionen

Wenn man den Fldcheninhalt wie in dem Bild im Paragraphen approximieren
mochte, hat man nicht im Griff, wie nahe man herankommt. In dieser grauen Zone liegt
sowohl etwas driiber als auch unterhalb von dem Graphen. Die Losung dafiir ist, nicht
eine Approximierung wie in diesem Bild zu machen, sondern sowohl eine Approximierung
von oben als auch eine Approximierung von unten zu machen. Fiir die Flicheninhalte
wiirde man ,,geometrisch“ sagen:

Auntere Treppe S AFunktion S Aobere Treppe-

£ £

©
o
Q
o

Wenn man die Treppenstufen noch etwas schméler macht, wiirde man erwarten, dass
eine bessere Approximierung rauskidme.

£ £

)
o
Q

o

—— - x —— x
a b a b

Diese Idee werden wir verfolgen und diese geometrischen Uberlegungen handfest ma-
chen. Dazu brauchen wir Unter- und Obersummen.
Definition 13.5 Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

e Dann heifst m € R eine Untersumme beziglich f auf |a,b], wenn es eine Treppen-

funktion typen : [a,b] — R gibt, mit

b
tunten() < f(2) fiir x € |a,b] und / tunten(T)dx = M.



156 Woche 13, Integralrechnung I

e Dann heifft M € R eine Obersumme beziglich f auf [a,b], wenn es eine Treppen-
funktion topen : [a,b] — R gibt, mit

b
f(x) < topen(x) fiir x € [a,b] und / toben(x)dx = M.
Lemma 13.6 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und sei m und M respektive eine Unter-
und eine Obersumme beziiglich f auf [a,b]. Dann gilt m < M.
Beweis. Seien tyen Und topen die Treppenfunktionen die m und M liefern. Dann gilt

tunten () < f(2) < foben()

und wegen Proposition folgt

b b
m :/ tunten (T)dz S/ toben(T)dx = M.

Damit bekommt man das gewiinschte Ergebnis. [

Dieses Lemma zeigt, dass jede Untersumme eine untere Schranke liefert fiir die Menge
aller Obersummen. Ebenso liefert jede Obersumme eine obere Schranke fiir die Menge aller
Untersummen. Weil jede nicht-leere, nach unten beschrinkte Menge in R ein Infimum hat,
und weil jede nicht-leere, nach oben beschrankte Menge in R ein Supremum hat, ist die
folgende Definition gestattet.

Definition 13.7 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und seien m und M respektive eine
Unter- und eine Obersumme beziiglich [ auf [a,b].

e Man definiert das obere Integral von f auf |a,b] durch
—b
/ f(z)der =inf {M € R; M ist eine Obersumme beziiglich f auf |a,b|} .
e Man definiert das untere Integral von f auf [a,b] durch
b
/ f(z)dz = sup {m € R;m ist eine Untersumme beziglich f auf [a,b]} .

o Falls oberes Integral und unteres Integral existieren in R und/ f(z)dx = / f(z)dx,

dann heifit f Riemann-integrierbar auf |a, b].
Dann definiert man das Integral von f auf [a,b] durch

/ab fla)da = be(x)dx - Zif(a:)da:.

Bemerkung 13.7.1 Weil fiir jede Untersumme m und Obersumme M beziiglich [ auf
la,b] gilt m < M, folgt

1 b fla)de < Zb f(a)da. (13.6)
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Bemerkung 13.7.2 Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls Re f :
la,b] = R und Im f : [a,b] — R Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x)dx = /abRef(I)dx‘H/abImf(x)dx,

Die erste Frage, die man sich stellen sollte, wére, ob diese neue Definition des Integrals
mit der fiir Treppenfunktionen iibereinstimmt.

Sei f eine Treppenfunktion mit ,, Treppenintegral s = """ | (241 — x;) h;. Weil f eine
Treppenfunktion ist, ist s sowohl Unter- als auch Obersumme fiir f beziiglich [a,b] und
man hat

b —b
s < sup {Untersummen} = / f(z)dx < / f(z)dx = inf {Obersummen} < s.

—a

Diese Frage lasst sich also bejahen.
Als néchstes wollen wir mal schauen, ob die gewiinschten Eigenschaften tatséichlich
gelten.

Theorem 13.8 Seia,b € R mit a < b und nehmen wir an f,g : [a,b] — R.

1. Angenommen [ und g sind integrierbar auf [a,b]. Dann ist \f + pg integrierbar auf
la,b] fir alle X\, p € R und

/ (M (@) + pg()) do = )\/ f(z)dz +M/ o(x)dz. (13.7)

2. Sei c € (a,b). Es gilt: f auf |a,b] ist integrierbar, dann und nur dann, wenn f auf
la,c] und f auf [c,b] integrierbar sind. Auferdem gilt

/abf(x)dm = /acf(x)dx + /cbf(x)dx. (13.8)

3. Wenn f und g integrierbar sind auf [a,b] und f(z) < g(z) gilt fir x € |a,b], dann
qilt auch

/a " Hayde < / ' g(2)d. (13.9)

Beweis. 1. Wenn A > 0 und g > 0, dann kann man zu jedem Paar Obersummen My
von f und M, von g beziiglich [a,b] eine gemeinsame Zerlegung zusammensetzen und
eine Treppenfunktion zu Af + pg konstruieren mit der Obersumme AM; + pM,. Ebenso
benutzt man Untersummen und bekommt

b —b
g gy < [ O@) @) do < [ (@) + pg(a) de < AMy + i,

Nimmt man das Infimum von My und von Mg, findet man

—=b

/a (Af(z) + pg(z)) do < A/abf(as)das + u/abg(x)dx.
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Auf dhnliche Art liefert das Supremum von m; und von my, dass

/ F(@)de + g / g(2)ds < / (@) + () d,

und weil so das obere Integral gleich dem unteren ist, ist man fertig.

Wenn A > 0 und g < 0 geht man auf eine dhnliche Weise vor, aber vertauscht my und
M,: wenn M, eine Obersumme beziiglich f auf [a,b] ist, dann ist —M, eine Untersumme
beziiglich —g auf [a, b] . So hat man

b —b
g iy < [ (@) + pg(e))de < [ (M () + gla)) do < ANy + pim,,

—a

und bekommt
b

[ @) + ot e < Azbﬂm)dm ouf :qu:)da: 3 [ st [ gt

usw.

2. (=) Wenn t, (t,) eine Treppenfunktion ist, die auf [a,b] oberhalb (unterhalb) von
[ liegt, dann ist Z,|jq, (fuo|la,q) €ine Treppenfunktion, die auf [a,c| oberhalb (unterhalb)
von fliegt. So hat man schon eine endliche Ober- und Untersumme beziiglich f auf [a, c].
Man bekommt sogar, nachdem man ¢ in die Zerlegung einfiigt, dass

/a (@) — / Moo () = / *(tao () — o () i <
b b b
< / (to(:v)—tu(x))dx:/ to(x)dx—/ tu(x)dx. (13.10)

Dann folgt aus ((13.10]), wenn wir das Infimum {iber alle solche ¢, nehmen, dass

e ¢ ¢ ¢ (13.10)
f(x)dx—/ tu[a,q(fﬂ)dfﬁéi?f{/ tolfac] (2 )de} /tu[a,q(ﬂf)dl‘ <
’ b ’ b ’ b "
< i?f{/ to|[a,c}($)dx}—/ tu[a,c](x)dx:/ f(x)dx—/ tulfaq(x)dz.  (13.11)

Das Supremum iiber passende h, liefert mit (13.11f), dass

Zcf(a:)dx — lzf(x)dx < 7Cf(x)dx — sup {/ ullas (T )dzx} 1?:11
/abf(x)dx—sgp{/a tulfa, (2 } / fz dl'—/ f(x

und mit (13.6]) folgt o
[ s@ie = [ payia,

und so die Integrierbarkeit. Ahnlich geht man vor auf [c, b].
(<) Diese Richtung ist eher geradeaus. Man kombiniert eine Treppenfunktion ¢; ober-
halb von f auf [a, c] mit einer Treppenfunktion ¢ oberhalb von f auf [c,b] und benutzt,

dass ([13.8]) gilt fiir Treppenfunktionen:

_abf(x)dx < /actl(x)dx + /Cb to(z)dz.
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Nimmt man rechts das Infimum, dann erreicht man

be(x)dx§/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

/ baf(fc‘)dx > [ s [ s

und das Ergebnis folgt mit der Abschitzung (13.6). Gleichzeitig hat man jetzt ((13.8))

bewiesen.

3. Jede Obersumme M|, beziiglich g auf [a, b] ist eine Obersumme beziiglich f auf [a, b].
Also findet man

Ahnlich bekommt man

b b
/ f(z)dx = inf {Obersummen fiir f} < inf{Obersummen fiir g} = / g(x)dz.

13.3 Integrierbare Funktionen

Proposition 13.9 Seia,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine Funktion.

o Fs existiert eine Obersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann, wenn
f nach oben beschrinkt ist auf |a, b|.

o [s existiert eine Untersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann, wenn
f nach unten beschrankt ist auf [a,b].

Beweis. Wenn f nach oben beschrénkt ist, sagen wir f(z) < K, dann ist K (b—a)
eine Obersumme. Wenn M eine Obersumme ist, dann gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit
endlich vielen ‘Stufen’ h;, passend zu der Zerlegung a = xg < r; < -+ < T, < Tpy1 = b,
und

flz) <t(r) < K :=max { max h;, max t(ajz)} .

0<i<n  0<i<n+1

Man bemerke, dass dieses Maximum existiert, weil es endlich viele Terme hat. [

Bemerkung 13.9.1 Bemerke, dass f : [a,b] — R bedeutet, dass fir jedes x € [a,b]
gilt f(z) € R. Also oo konnen nicht als Bild auftreten. Das heif§t selbstverstandlich
nicht, dass f auf [a,b] beschrinkt sein muss. Wenn wir aber f Riemann-integrierbar
haben maochten, dann sagt diese Proposition, dass Beschrdinkheit notwendig ist.

Proposition 13.10 Seia,b € R mit a < b und sei f : [a,b] = R eine Funktion.

Die Funktion f ist Riemann-integrierbar auf [a,b], dann und nur dann, wenn es fir jede
e > 0 eine Obersumme M € R und eine Untersumme m € R beziiglich f auf [a,b] gibt
mit M —m < e.
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Beweis. (=) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Obersumme M € R mit fab f(x)de > M — e
und eine Untersumme m € R mit f; f(z)dx < m + %5.

(<) Weil eine Obersumme M; und eine Untersumme m; in R existieren (das heift:
endlich sind), ist die Menge der Obersummen nach unten und die Menge der Untersummen
nach oben beschrankt. Das heifit

/ f(z)dz = inf {M Obersumme} € R und / f(z)dz = sup {m Untersumme} € R.

Y _a

Auflerdem haben wir angenommen, dass es fiir jedes € > 0 eine Obersumme M, und eine
Untersumme m,. gibt derart, dass

OS/f(x)dx—/ flx)de < M, —m. <e¢

Weil diese Ungleichung gilt fiir jedes £ > 0, haben oberes und unteres Integral den gleichen
Wert und es folgt so, dass f integrierbar ist. [ ]

Wir betrachten die Funktion in Beispiel (9.17]).
Beispiel 13.11 Die Funktion f : R — R, definiert durch

fz) =

= wenn x =2 mitn € Z, m € N* und ggT(|n|,m) =1,
0 wennz € R\Q,

st nicht stetig auf jedem Intervall. Diese Funktion ist aber Riemann-integrierbar auf jedem
Intervall. Hier steht nochmals eine Skizze zu dieser Funktion:

0.8
0.6

0.4

o fe020 o e e Ce

Weil diese Funktion periodisch ist, ist sie auf jedem beschrinkten Intervall [a,b] inte-
grierbar, wenn sie es ist auf [0, 1]. Wer werden uns die Integrierbarkeit auf [0, 1] anschau-

en.
Die Funktion t,(x) = 0 ist eine Treppenfunktion mit t,(x) < f(x). Damit findet man

1 1
0< / tu(x)dz < / f(z)dz.
0 20
Sei jetzt k € N\ {0}. Man ordnet die Menge
Qk:{ﬁ; mit0<n<m<k undnEN,m€N+}
m

zu einer Zerlequng und definiert
falls xr ¢ Qk7

fow() = { falls © € Q.

Dann ist t,x(x) fir jedes k € Nt eine Treppenfunktion (mit endlich vielen Stufen!) und
es gilt f(x) <t,x(x). So findet man

el L

keNt

1
/0 f(z)dx < kierll\]f+/0 tor(z)dr = inf 7= 0.

Weil das obere Integral und das untere tbereinstimmen, ist f integrierbar auf [0, 1].
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Beispiel 13.12 Die Funktion f :[0,1] — R mit

L firx >0,
_ ) vz
fla) = { 0 firx=0,

erfillt auf [0, 1] nicht die Bedingungen aus Deﬁmtion denn die einzig magliche Ober-
summe wdare oo. Weil man fir die Zerlequng bei einer zugelassenen Treppenfunktion das
Intervall nur in endlich viele Stiicke teilen darf, gibt es ein Intervall (0,0) mit 6 > 0.
Die einzige Treppenstufe die da passen wiirde, hdtte eine unendliche Hohe. Dieses Ergeb-
nis ist unbefriedigend und wir werden spdter sogenannte ‘uneigentliche Riemannintegrale’
definieren.

Beispiel 13.13 Die Funktion f :[0,1] — R mit

1 falls x € Q,
fz) =
0 falls z € [0,1]\Q,
erfillt auf [0,1] auch nicht die Bedingungen aus Definition . Jetzt existieren zwar
endliche Obersummen (und Untersummen), aber man findet

Iof(x)dx =0 und Zlf(x)dx = 1.

Hier wird das uneigentliche Riemannintegral nicht helfen. Weil die Menge weg von 0 doch
ziemlich dinn ist (abzihlbar), mochte man die eigentlich ausschlieffen. Beim Lebesque-
Integral, dass wir (viel) spater anschauen werden, passiert das.

Theorem 13.14 Sei f : [a,b] — R eine monotone Funktion. Dann ist f auf [a,b] inte-
grierbar.

Beweis. Es reicht, wenn wir annehmen f ist wachsend. Erst kldren wir mal, dass es eine
endliche Obersumme und Untersumme hat. Weil f wéchst, ist (b — a) f(b) eine Obersum-
me und (b — a) f(a) eine Untersumme.

Wenn wir zeigen kénnen, dass es zu jeder £ > 0 eine Obersumme M und eine Unter-
summe m gibt derart, dass M —m < e, dann hat man, dass f auf [a, b] integrierbar ist.
Wir wéhlen nun £ € N derart, dass

(b—a) (f(b) — f(a)) < ke,

und betrachten die Zerlegung {a + % (b — a)}::o'

f f

X X
a b a b

Auf dem Intervall [a + 2 (b —a),a+ 2 (b — a)] gilt
flatib—a) < fz)<flat 2t (0-a)

und wenn man genau diese Werte benutzt fiir eine Treppenfunktion h, < f und fiir eine
Treppenfunktion h, > f, hat man
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b k-1
e cine Untersumme / hy(x)dx = baf(a+%(b—a)), und
a n=0
b k-1 k
e cine Obersumme/ ho(z)de =) 22f (a+ 2 (b—a)) = Z baf(a+2(b—a))
a n=0 n=1

Es folgt, dass

b b
/ho(a:)da:—/hu(x)dx = afa+E(b—a)—22f(a+2(b—a) =
b
(

Wir bekommen

b b
/ﬂx)dwé f(x)de/ f(x)de + ¢

—a

und weil das fiir beliebige ¢ > 0 gilt, gleicht das obere Integral dem unteren. ]

Korollar 13.15 Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stiickweise monoton ist. Dann ist
f auf |a,b] integrierbar.

Bemerkung 13.15.1 Die Funktion f heifit stiickweise monoton auf |a,b], wenn es eine
Zerleqgung a = g < 11 < -+ < Tpyq = b gibt derart, dass [, e, firi € {0,n} monoton
15t.

Beweis. Benutze n-mal Theorem [13.8}2 und Theorem [13.14] [ ]

13.4 Stetigkeit auf [a,b] liefert Integrierbarkeit.

Der Titel dieses Abschnitts enthélt explizit ein abgeschlossenes Intervall. Wir werden
zeigen, dass man diese Bedingung braucht.

Korollar [13.15| reicht dafiir nicht, denn eine Funktion wie f : [0,1] — R mit

T sin (%) fir x > 0,

flo) = { 0 fiir z = 0, (13.12)

ist stetig, aber nicht stiickweise monoton. Weil die Menge der stetigen Funktionen noch
viel mehr komische Genossen enthélt, ist ein Beweis von der Behauptung im Titel des
Paragraphen nicht einfach. Wir brauchen vorher den Begriff gleichméfig stetig.

Definition 13.16 Eine Funktion f : I — R heifit gleichméBig stetig auf I, wenn es fir
jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass fir alle x,y € I gilt:

1=yl <0 =|f(z) - fly)l <e

Bemerkung 13.16.1 Wenn man diese Definition zum ersten Mal liest, dann wundert
man sich, wo jetzt der Unterschied zu der Definition von gewohnlicher Stetigkeit liegt.
Wir fassen nochmals zusammen:
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o f: I — R ist stetig auf I heifit:

VeeIVe>030>0Vyel:|z—yl <d=|f(z)— fly)| <e. (13.13)

o f: I — R ist gleichmdf$ig stetig auf I heifst:

Ve>030>0VeelVyel:|lz—yl<d=|f(x)— fly)] <e. (13.14)

Bei gewdhnlicher Stetigkeit ist es erlaubt, dass 0 nicht nur von £, sondern auch von x
abhdingt. Bei gleichmdfliger Stetigkeit muss fiir jedes € > 0 ein & > 0 existieren, welches
zu allen x passt.

Beispiel 13.17 Die Funktion f : (0,1] — R mit f(z) = L ist stetig aber nicht gleichmdpig

T

stetig. Stetigkeit soll klar sein. Nicht gleichmdflig stetig ist die Verneinung von (13.14),
das heifst

>0V >0dzelIyel:(lz—yl<dund |f(x)— fly)|=>c¢). (13.15)

Nimm € = %, dann hat es fiir jede § > 0 ein n € NT, mit

1 1 1 1 1
— — — | = =1>c.
n n+1‘ n<n+1><5“”d’f(n) f(n+1>‘ t=e

Das heifit, v = & und y = — erfillen die Bedingung 2u ,,nicht gleichmdfig
stetig “.

Beispiel 13.18 Die Funktion f : (0,1] = R mit f(x) = sin (%) ist stetig und beschrinkt,
aber nicht gleichmdfig stetig.
1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

Um zu zeigen, dass sie stetig ist in x € (0, 1], muss man fiir jedes e > 0 ein § > 0 (also
d = d.4) finden, so dass fir alle y € (0,1] mit |y — x| < § gilt |f(z) — f(y)| < €. Das
klappt, weil f die Zusammensetzung zweier stetiger Funktionen ist (denn x # 0). Man
kann auch direkt finden, dass

. 1 . 1 Mittelwertsatz
sm|— ) —sm| — S
2 Yy

1
2

11 _ly== (13.16)
Ty Ty '

und damit, dass 0., = min( T, %x%) passt. Fir |z —y| < %CE gilt

1

y> 5, (13.17)

und kombiniert man (13.16), (15.17) und |z — y| < 2%, folgt

1 1 — — Ly2e
sin (—) — sin (—)‘ < [y — 2] < |$1 yl < 21 =c.

x Yy Ty 512 512
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Die Funktion ist nicht gleichmdf$ig stetig. Dazu miissen wir e > 0 finden, wobei es kein
0 > 0 gibt, das zu allen x und y mit |x —y| < 6 passt. Sei e € (0,1) und § > 0. Wihle

— 1 -1 )
n € N so, dass n > 1 5, und setze v = P und y = P Es gilt
I e it— - < 1 < 0 und
2mn+im  2ant3w (27rn+%7r)(27rn+%7r) n
1 1 — i 1) g 3.\ —
‘f <2m+%ﬂ) —f <2m+%ﬂ>‘ = |s1n (27rn + 27T) sin (27rn + 2%)‘ =2>c.

Theorem 13.19 Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
ist [ auch gleichmdfig stetig auf [a,b].

Beweis. Wir geben einen indirekten Beweis und nehmen an, dass f stetig aber nicht
gleichméBig stetig ist auf [a,b]. Nicht gleichméBig stetig bedeutet, dass es ein € > 0
gibt, wobei zu jedem 6 > 0 es x und y gibt mit |z —y| < 0 und |f(z) — f(y)| > €. Sei
e > 0 derartig. Dann kann man auch zu jedem n € Nt Zahlen x,,y, € [a,b] finden
mit |z, — yo| < . Wegen des Satzes von Bolzano-Weierstra$$ (Theorem gibt es
eine konvergente Teilfolge {x,, },- , sagen wir z,, — Z. Weil das Intervall abgeschlossen
ist, gilt z € [a,b]. Weil man |z, —yn,,| < i hat, konvergiert auch {y,,},., nach z.
Anschliefend verwendet man die Stetigkeit von f in Z, und es gibt K, K5 € N so, dass

k> Ky = |f(zn,) — f(@)] <3 wd k>K=|f(y,,)— f(T)| < 3¢
Fiir £ > max (K3, Ks) gilt dann
5§|f(xnk)_f(ynk)|§|f(xnk> f@)|+|f(z) - (ynk)|<5

ein Widerspruch. [

Theorem 13.20 FEine stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf [a, b].

Beweis. Weil f stetig ist, ist auch | f| stetig und es gibt M = max {|f(z)|;z € [a,b]} € R.
Dann ist M (b — a) eine Obersumme und —M (b — a) eine Untersumme. Wegen[13.19ist f
gleichméBig stetig und wir kénnen zu jedem £ > 0 ein 6. > 0 finden, so dass fiir z,y € [a, b|
mit |z —y| < . gilt [f(x) — f(y)| < €. Nehmen wir 01¢/pp—a und konstruieren wir eine

[o— al

Zerlegung {xy};_, mit z; = a + k===, wobei wir n € N so wéhlen, dass

|b —al
—— < Olefppal-
Als néchstes definieren wir
1
to(r) = f(ap)+ ms falls z € [, Tpy1) ,
1

tu(z) = f(x) =

mg falls x € [Ik,$k+1) .

Man zeigt sofort, dass die Treppenfunktionen ¢, und ¢, eine Obersumme M und eine
Untersumme m liefern und weil

T2 b — a|€’
folgt

b
1
M —m= / z)dr — / ty(z)de = J€<e

Proposition [13.10] schlie3t den Beweis. [ ]
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13.5 Eigenschaften von Integralen

Ganz formell kann man das Integral betrachten als eine Abbildung Z : R [a,b] — R. Mit
R [a,b] werden die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] gemeint, und Z ist jetzt

b
Z(f) = / f(z)dz fur alle f € R|a,b].

Eine Abbildung, die definiert ist auf Funktionen, wird meistens ‘Operator’ genannt. Der
Operator Z heifit linear, wenn

ITAf+pg)=AXZ(f)+nZ(g) firalle f,g € £y und \,u € R (oder C).  (13.18)

Theorem 1 sagt genau, dass dieses Z ein linearer Operator ist. Diese lineare Eigen-
schaft ist giiltig fiir A, p € R und auch fiir A\, p € C.

Bemerkung 13.20.1 Wenn man A € R ersetzt durch eine Funktion in , bekommt
man fast immer Unsinn, denn fir fast alle Funktionen und b # a hat man

[ e £ @ [ o,

(links ist x nur Notationshilfe und rechts auch noch Variable?) und auch

[ e £ [ e [ owa

Die Versuche, in Klausuren und Seminaren trotzdem angeblich existierende Identititen
in dieser Richtung zu verwenden, fiihren bei dem Unterichtspersonal zu Stirnrunzeln und
Haarausfall und kénnen sogar leichte Depressionen auslosen. Haben Sie Mitleid!

Obwohl es beim Integral des Produkts zweier Funktionen keine direkte Rechenbezie-
hung gibt zu den beiden einzelnen Integralen, kann man schon etwas sagen:

Proposition 13.21 Wenn f, g : [a,b] — R integrierbar sind auf [a,b], dann ist auch f-g
integrierbar auf [a,b].

Beweis. Wenn [ integrierbar ist, dann ist f beschriankt (Proposition [13.9)), sagen wir
|f(z)] < F €R fiir € [a,b]. Ebenso darf man annehmen, dass |g(z)| < G fir z € [a,b].
Fiir jedes € > 0 gibt es Untersummen my, m, und Obersummen My, M, fiir f und g

derart, dass
€ €

d My —my < ————.
4G +1 T T e S gp
Nennen wir die dazugehérenden Treppenfunktionen h,, ¢, ho s, Iy g und h, 4. Wir diirfen
annehmen, dass

Mf — My < (1319)

—F < hyp(z) < f(z) < hog(z) < F

und auch
—G < hyy(r) < g(x) < hog(r) <G

Leider kann man nicht einfach die beiden unteren Treppenfunktionen multiplizieren um
eine Treppenfunktion unterhalb von f-g zu bekommen. Das Vorzeichen kann da Probleme
verursachen. Deshalb benutzen wir einen Trick. Wir werden nicht f - g, sondern (f + F) -
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(9 + G) betrachten. Sowohl f + F als g + G sind positiv. Dann haben wir nicht-negative
Treppenfunktionen (hy ¢ + F) - (hyg + G) und (ho s + F) - (hog + G) mit

0< (hys+F)(hyy+G) <(f+F)(9g+G) <(hoy+F)(hoyg+G).

Mit den in ((13.19)) gewédhlten Ober- und Untersummen fiir f und ¢ hat man nun eine
Obersumme M* und eine Untersumme m* fir (f + F) - (g + G) derart, dass

b b
Mt — /(ho,f+F)(h0,g+G)dx—/ (has + F) (huy + G) d =

(bei Treppenfunktionen darf man neu kombinieren)

b b
= / (hot + F) (hog — hug) dz + / (ho,f — hug) (hug + G)dx <

(positive Glieder und Abschétzen bei Treppenfunktionen)

b b
/ 2F (ho,g — hu’g) dr + / (ho’f — hu’f) 2Gdx =

= 2F(Mg—mg)+2G(Mf—mf) <

E E
< 2F 2G < e.
s Ep A tCe T tE

IN

Proposition [13.10] liefert, dass (f + F') (g + G) integrierbar ist. Jetzt brauchen wir noch
ein Argument, damit f - g integrierbar ist. Weil

fg=(+F)(g+G)—Fg—Gf — FG (13.20)

und weil F' und G Konstanten sind, konnen wir Theorem [13.8| verwenden. Weil die rechte
Seite von (|13.20)) nur integrierbare Funktionen enthélt, steht auch links eine integrierbare
Funktion. -

Proposition 13.22 Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch |f|
integrierbar auf [a,b]. Auferdem gilt

/abf(x)dx

Beweis. Definieren wir fiir z € [a, b],

fH(x) = max (0, f(x)) und f~(x) = —min (0, f(z)).

Die Funktionen f* und f~ sind nicht-negativ und man hat f = f*—f~und |f| = fT+f".

Wenn hg und h, Treppenfunktionen oberhalb und unterhalb von f sind, dann sind
max (0, h,) und max (0, h, ) passende Treppenfunktionen fiir f*. Fiir die dazugehorenden
Ober- und Untersummen zeigt man

< / I (2)] da. (13.21)

Mpe —mypr < My —my.

Wenn man My — my beliebig klein bekommt, wird auch M+ — m+ beliebig klein. Also
ist fT Riemann-integrierbar.

Fiir f~ sind — min (0, h,) und — min (0, h,) passende Treppenfunktionen oberhalb und
unterhalb (in dieser Reihenfolge!). Die Integrierbarkeit von |f| = f* 4 f~ folgt dann aus

Proposition [13.10]
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Weil — |f (z)] < f(z) < f(z) folgt aus Theorem [13.8/3 und die Linearitit des Inte-

grals, dass
b b b
/|f o= [ =lr@ldr< [ fdes 17 @)
und so auch (13.21)). =

Theorem 13.23 (Mittelwertsatz fiir Integrale) Sei a < b. Wenn f : [a,0] — R
stetig ist auf [a,b], dann gibt es £ € [a,b] mit

/f dz = (b—a) [(€).

3
Die rote Linie gibt die mittlere Héhe.
Beweis. Weil f : [a,b] — R stetig ist, existiert wegen Theorem
my =min{f(x);x € [a,b]} und my = max {f(z);z € [a,b]}.
Es folgt, dass

my (b— a) S/ f(z)dz < mgy(b—a)

und dann auch, dass (b — a) f f(z)dz € (mq, ms).

Seien x; und zs derart dass m; = f(x1) und my = f(x2). Der Zwischenwertsatz
(Korollar [10.21)) fiir f ergibt, dass fiir jede Zahl ¢ € (my, my) ein € zwischen x; und
existiert mit f(§ |

) =
Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a b|, dann ist f auch integrierbar auf [a, z]
fur jedes x € [a,b]. Also ist die Funktion F': [a,b] — R mit

/ f(s (13.22)

Theorem 13.24 Wenn f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist F :
la,b] = R in stetig und sogar Lipschitz-stetig.
Beweis. Weil f : [a,b] = R Riemann integrierbar ist, gibt es M € R mit |f(x)| < M. Sei
xg € la,b). Dann gilt fir = € (xq,b], dass
—|[ fes)as
T

JRL ds—/f

Eine dhnliche Abschéitzung folgt fiir z € [a, xy). Dann ist F' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante M. Lipschitz-stetig impliziert stetig. ]

wohldefiniert.

|[F(z) — F(z0)| =

< [ 17)lds < M@ - z0).
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Beispiel 13.25 Nehmen wir f:[—1,1] — R mit

—% fir x € [-1,0),
flz) = % fdrmé{O,%,%},
1 sonst

dann findet man

Ubrigens hat man F' # f. In 0 existiert F' sogar nicht.

1¢—o——o0— 1 1

-1 1 \ 1 -1 1
B f roo F




Analysis 1, Woche 14

Integralrechnung 11

14.1 Der Hauptsatz der Integralrechnung

In der letzten Woche haben wir angeschaut, wie man das Integral definieren kann. Damit
lasst sich zwar ein Fldcheninhalt approximieren, aber einfache Rechenregeln fehlen noch.
Jetzt vermutet aber jeder, dass Integrieren etwas mit Riickwérts-Differenzieren zu tun
hat. Es sei aber betont, dass Integrieren nicht nur das Finden einer Stammfunktion ist.
Der Hauptsatz der Integralrechnung beschreibt genau diesen Zusammenhang.

Theorem 14.1 (Hauptsatz der Integralrechnung I) Sei f : [a,b] — R integrierbar
auf |a,b], und definiere F : [a,b] — R mit

Fla) = / F(5)ds. (14.1)
Wenn f stetig ist in ¢ € (a,b), dann ist F' differenzierbar in ¢ und F'(c) = f(c).
Bemerkung 14.1.1 Man kann sogar folgendes beweisen:

o Wenn f rechtsstetig ist in ¢ € [a,b), dann ist F' rechtsdifferenzierbar in ¢ und
Fi(c) = f(o).

o Wenn f linksstetig ist in c € (a,b], dann ist F' linksdifferenzierbar in ¢ und

Bemerkung 14.1.2 Wenn [ stetig ist auf [a,b], dann ist F differenzierbar in (a,b),
rechtsdifferenzierbar in a und linksdifferenzierbar in b, und F'(c) = f(c) fir ¢ € (a,b),

Fi(a) = f(a) und F.(b) = f(b).

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage in Bemerkung [14.1.1] Die zweite Aussage zeigt
man fast genau so. Kombiniert man beide Ergebnisse, dann hat man ein Beweis von
Theorem [14.1]
Fiir einen Beweis dieser ersten Aussage miissen wir zeigen, dass
lim F(x) — F(c) — £(¢) = lim F(c+h)—F(c)
zlc Tr —C hl0

~ f(@)=o.

169
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Bemerkt man, dass f(c) = % fcc+h f(c)ds, dann folgt aus den Eigenschaften, die wir in
Theorem [13.8| aufgelistet haben, dass

F(c+h)—F(c)
h

—fle) =

[ f(s)ds — [ f(s)ds 1 [eth B
h - E/c f(e)ds =

1 c+h
- 5[ -

Wenn f rechtsstetig ist in ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 7. > 0 derart, dass fiir alle
x € (c,c+90) gilt

[f(x) = flo)] <e.
Nehmen wir h € [0, d.) dann haben wir, mit Proposition [13.22] dass

ct+h cth
g%/ |f(s)—f(c)|ds§%/c eds = <.

Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 (zum Beispiel d;./, um eine starke Ungleichung zu
bekommen), so dass

F(c+h) — F(c)
h

— f(c)

O<h<d=

‘F(c+ W@ _

<eg/2<e.
Das ist genau das, was wir zeigen sollten. [ ]

Definition 14.2 Sei (a,b) ein Intervall in R. Nehme an f,F : (a,b) — R (oder C) sind
Funktionen und F ist differenzierbar in (a,b). Wenn

F'(z) = f(x) fir alle x € (a,b)
dann nennt man F eine Stammfunktion zu f.

Lemma 14.3 Wenn F und G : (a,b) — R (oder C) beide eine Stammfunktion zu f sind,
dann gibt es eine Konstante k € R (oder C) derart, dass

F(z) = G(z)+ k fir alle x € (a,b) .

Beweis. Nehme 21,29 € (a,b) mit x; < x5. Dann sind F und G stetig auf [z, 2], und
der Mittelwertsatz besagt, dass es £ € (x1, z2) gibt mit

(F(xa) = Ga2)) = (F(21) = G(21))

T2 — T1

= F'(§) = G'(§) = f(§) — f(§) =0.

Setzen wir k = F(xy) — G(x) fiir irgendein zy € (a, b), so folgt F(z) — G(x) = k fiir jedes
x € (a,b). |

Bemerkung 14.3.1 Es wird oft gesagt, dass In|z| eine Stammfunktion zu % ist. Diese
Aussage ist nicht sehr genau. Wenn man die Funktion x — i : Rt — R betrachtet, dann
ist ©— In|z| : RY = R eine Stammfunktion. Wenn man die Funktion v —  : R~ — R
betrachtet, dann ist x — In|z| : R— — R eine Stammfunktion. Die Formeln sind zwar
gleich, aber weil Stammfunktionen auf einem zusammenhdngenden Intervall definiert sind,
sagt man nicht x — * : R\ {0} = R hat © — In|z| : R\ {0} — R als Stammfunktion.
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Oben sahen wir, wie man zu [ formell eine ,,Stammfunktion” F' findet. Das Komple-
ment zu diesem Theorem ist, wie eine Stammfunktion bei Berechnen des Integrals hilfreich
ist.

Theorem 14.4 (Hauptsatz der Integralrechnung II) Sei F' : [a,b] — R stetig diffe-
renzierbafl| auf [a,b]. Setze f : [a,b] — R mit

F'(a) firz=a,
flx) =< F'(z) firz e (a,b), (14.2)
F'(b) firxz=b.

Dann gilt N
/ f(s)ds = F(x) — F(y) fiir alle x,y € [a,b] .

Beweis. Weil F stetig differenzierbar ist, ist f stetig. Dann ist f auch integrierbar und
G : [a,b] = R ist durch
G(z) = / f(s)ds
Yy

wohldefiniert; y € [a,b] ist fest gewéhlt. Aus Theorem folgt G'(x) = f(x) und mit
Lemma folgt F(z) = G(z) + k fiir alle x € [a,b]. Nehmen wir z = y, so folgt
F(y) = G(y) + k = k, und das heifit

F(z)=G(z)+ F (y) = /w f(s)ds + F(y) fir x € [a,b].

14.2 Partielle Integration

Proposition 14.5 Wenn F,G : [a,b] — R stetig differenzierbar sind, und F'(x) = f(x)
und G'(z) = g(x) mit f,qg: [a,b] — R sind stetig, dann gilt

b . b
[ @6 = F@e@E - [ gt
Bemerkung 14.5.1 Hier wird die folgende kurze Notation benutzt:
[F(2)G(2)]"=" = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Beweis. Man hat
(F-G) (x) = f(x)G(x) + F(x)g(x)
und mit Theorem folgt
b
| @6 + F@g) ds = (#-6) () - (F-6) (o)

'Die Funktion F' : [a,b] — R heifit stetig differenzierbar auf [a, b], wenn gilt: F ist stetig auf [a, b],
F ist differenzierbar in (a,b), die rechte Ableitung F” (a) und die linke Ableitung F’ (b) existieren, und

f:]a,b] = R mit
F' (a) firz=a,
f(x)=1< F'(z) firax € (a,b),

F'(b) fiir z =0,
ist stetig.
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™

Beispiel 14.6 Berechne/ xsin(x)dz.

0
Wir nennen G(z) = x und f(x) = sin(x) und bekommen

/Oﬂ“inwfc = [& (= cos(@)]i5) — / "1 (= cos(a)) dx =

= —mcos(m)+ 0cos(0) + /07r cos(x)dx =
= 7w+ [sin(x)]i_y = 7.

s

Beispiel 14.7 Berechne/ e’ sin(x)dx.

Wir nennen G(z) = €” Ound f(z) = sin(x) und bekommen
/Wem sin(z)der = [ (—cos(x))] 5 — /7r e’ (—cos(z))dr =
0 0
= " +1+ /O7r e® cos(x)dx.
Nochmals, jetzt mit G(x) = e* und f(z) = cos(z),
/Wez cos(z)dr = [e* sin(x)],_; — /7T e’ sin(x)dr =
0 0
= — /7r e’ sin(x)dz.
0
Zusammen liefert es
/Wex sin(z)der =¢e" +1— /7r e’ sin(z)dz
0 0

und

™ T 1
/ e’ sin(zr)dr = il :
0 2

14.3 Substitutionsregel

Proposition 14.8 Wenn g : [a,b] — R stetig differenzierbar ist und f : gla,b] — R

stetig ist, dann gilt
b
/ (fog)(z x)dxr = / fly (14.3)

Man schreibt g la,b] = {y € R;3x € [a,b] mity = g(z
Bemerkung 14.8.1 Grob gesagt: wenn y = g(x) ersetzt wird, muss man auch dy =
d(g(z)) = ¢'(v)dx ersetzen. Im Moment hat ein loses dy, d (g (x)) und dz ohne Integral

keine Bedeutung. Als Trick funktioniert es.

Beweis. Definiere F' : g[a,b] — R durch
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und H : [a,b] — R durch

H(z) = (F o) ( / 7(s

Wegen Theorem [14.1] ist F' differenzierbar, also ist wegen der Kettenregel auch H diffe-
renzierbar, und es gilt

H'(z) = F'(9(x)) ' (x) = (f o g) (x) ¢'(2).
Dann gilt auch

Bemerkung 14.8.2 Wir sind davon ausgegangen, dass man bei einem Integral fab f(z)dz
die Grenzen so anordnet, dass a < b. Bei dieser Substitutionsregel ist es verniinftig auch

a > b zu erlauben: )
[ 1w == [ s

Wenn g monoton wachsend ist, dann wird (-)

g(b)

dy = e} xX ’:cda:: ’ o T /x dx;
[ was= [Ge @ d@ar= [ (o) W@

wenn sie monoton fallend ist, bekommt man

fw)dy = / (o) (@) o (x)de =

g(a)
g(b)
b b

=~ [Gen@ @iz = [ (fog)@) Iy d

Fiir monotone Funktionen g kann man diese beiden Identititen zusammenfassen in:

/ f(y)dy = / (fog) (@) |g'(x)]dz. (14.4)
([a,b]) [a,b]

Fiir nicht-monotone Funktionen g ist auch giltig. Fir und allgemeine f ist
es jedoch notwendig, dass g monoton ist. Ubrigens folgt auf einem Intervall die Monotonie
von g, wenn man annimmt, dass g injektiv ist. Die Stetigkeit von g, die man dazu auch
braucht, folgt aus der Differenzierbarkeit.

T

Beispiel 14.9 Berechne/ seds.

0
Man nimmt g(x) = 2* und findet

s L [F e 1 - ¢ 1 net_1—e™
—s _ -5 _ - _ — o
/se ds-i/e 28d8—§/ e dt—i[—e }0— 5 .
0 0 0

1
Beispiel 14.10 Berechne/ Va2 + xtdx.
-1
Man nimmt g(x) = 1 + 2% und findet

1 1 1
/v:v2+x4dx = / |a:|\/1+x2d$:2/:v\/1+x2dx:
—1
_ /fdy_ [247)° = \/___
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14.4 Kalkiil bei Integralen

Bis vor 30 Jahren war das Berechnen von expliziten Formeln fiir Stammfunktionen ein
wichtiger Bestandteil von jedem Anféangerkurs in Mathematik. Heutzutage iiberldsst man
diese Arbeit meistens Maple, Mathematica oder anderen Programmen in dieser Richtung.
Diese Programme laufen iibrigens nicht durch auferirdische Inspiration, wie einige zu
vermuten scheinen, sondern werden entworfen mit mathematischer Transpiration. Aber
wie schlau man auch programmieren mag, viele Funktionen haben keine Stammfunktion,
die sich schreiben lésst als Zusammensetzung bekannter Funktionen. Ein erster Versuch,
trotzdem explizit-aussehende Losungen zu haben ist, weitere Funktionen zu definieren.
Wir haben schon Sinus und Cosinus eingefiihrt und da kénnte man noch mehrere definie-
ren. Das Benennen von neuen Funktionen fithrt zu nichts, wenn man nicht gleichzeitig die
Eigenschaften dieser Funktionen studiert. Dann sind wir wieder dort angekommen wo wir
schon waren. Wir werden in diesem Paragraph einige Integrale vorstellen, bei welchen sich
explizit eine Stammfunktion beschreiben ldsst mit Hilfe bekannter Funktionen. Wenn wir
auf irgendeine Art eine Stammfunktion mit Hilfe bekannter Funktionen finden konnen,
konnen wir oft auch leichter Eigenschaften ableiten.

> int(x*2,x); .- Integrate [x%, x]
x3 x3
3 =5
> int (sin(x) ,x) - mz- Integrate [Sin[x], x]
—cos(x) supr —COS [X]

[> int (exp (-x*2) ,x); «u- Integrate [Exp[-x?], X]

Y- N Ry 7. B SN [y N7 [ S [y S [ S—" |
L 1L 1L 1L )

1 1
5 n erf(x) saplr \r Erf [x]
> int(1/1n(x),x) ; «- Integrate[l /Log[x], x]
—Fi(1, —In(x)) s LogIntegral [X]

Abbildung 14.1: Einige Stammfunktionen, die Maple (links) und Mathematica herausge-
ben. Ei hat nichts mit Huhn zu tun, sondern ist eine Abkiirzung von dem sogenannten
‘exponential integral’.

14.4.1 Integration von rationalen Funktionen
Wir erinnern uns noch mal daran, dass eine rationale Funktion r folgende Vorschrift hat:

x

r(z) = P&

q()

wobei p und ¢ Polynome sind. In diesem Paragraphen mochten wir zeigen, wie man zu r
eine Stammfunktion findet.

Bevor wir etwas integrieren, werden wir eine Erweiterung des Logarithmus definieren

auf C\ (—oo,0]. Dazu verwenden wir eine Argumentfunktion arg(z) : C\ {0} - R
ara(2) = { Arg(z) fiir Arg(z) € [0, 7],

Y

Arg(z) — 2r fiir Arg(z) € (7, 2m) .

Das heifit, fiir z = r (cos(¢) + ¢sin(p)) mit ¢ € (=, 7] und r € R gilt arg(z) = ¢.
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e e ey
L —~—FT 7 ——A
I FZ T

arg

W e N
Z=> S
e e | ]

A A e~ ]

Abbildung 14.2: Eine Skizze zu der Funktion arg:C — R

Definition 14.11 Wir definieren Log : C\ (—o0,0] — C durch
Log(z) = In(|z|) + i arg(z).

Dieser Log ist injektiv und weil Log (C\ (—00,0]) = R 4 i (—m, ), gibt es eine Um-
kehrfunktion. Diese Funktion ist eine alte Bekannte. Weil

exp (Log(z)) = exp (In(|z])) exp (i arg(z)) = [z] (cos (arg(z)) + isin (arg(z))) = 2
gilt '
Log"(z) = exp‘RH(fﬂm)(z).

So hat man
Log(z) = —— o= o]
exp’ (Log(z))  exp(Log(z)) =

und es gilt auch fiir die reelle Ableitung von =z — Log(x + w) : R — C, oder = +—
Log(z + w) : R\ (—oo0, —w] — C falls w € R, dass

1

(Log(z +w))" = T

Lemma 14.12 Sei w € C\R und f(z) = (x4 w)~". Dann ist F(x) = Log(z + w) eine
Stammfunktion.

Bemerkung 14.12.1 Eine genaue Formulierung dieses Lemmas miisste das Definitions-
gebiet der Funktion einschlieffen. Fir w € C\R ist sowohl f als auch F auf ganz R
definiert als Funktion von R nach C.

Bemerkung 14.12.2 Fir w € R kann man entweder die Funktion f : (—w,00) — R
oder die Funktion f : (—oo, —w) — R betrachten. Die Vorschriften der dazugehorenden
Stammfunktionen sind F(z) =In(x +w) und F(x) = In|z + w|.

Es ist niitzlich folgende Eigenschaft von diesem erweiterten Logarithmus festzuhalten.
Lemma 14.13 Fir z,w € C\ (—00,0] mit zw ¢ R~ gibt es k € {—1,0,1} derart, dass

Log(zw) = Log(z) + Log(w) + 2kmi. (14.5)
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Beweis. Der Beweis ist geradeaus und verwendet, dass In(|zw|) = In(|z]) + In(|w]|) gilt,
und, wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dass

arg(zw) = arg(z) + arg(w).
Wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dann gilt sogar
Log(zw) = Log(z) + Log(w). (14.6)

Wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dann gilt arg(zw) = arg(z) + arg(w) £ 27 und man

bekommt ([14.5)). |

Fiirn € Nmitn > 2 zeigt man, dass fiir F: C\ {~w} — Cmit F(z) = =% (z + w) "™
gilt F'(z) = (2 +w) ". Solches gilt fiir die reelle Ableitung. Mit der Partialbruchzerle-
gung kann man jede rationale Funktion p(x)/q(x) schreiben als eine Summe von einem
Polynom und singuldren Termen ¢; (x — w;)” . Wenn wir eine solche Zerlegung finden
konnen, kennen wir also auch eine Stammfunktion.

Beispiel 14.14 Wir suchen eine Stammfunktion fir f: R — R mit f(x) = ﬁ Wenn
1

wir uns erinnern, dass arctan’(r) = ; Tz, sind wir fertig. Wenn nicht, dann kann man
wie folgt vorgehen:

1; 1.
1 B 1 L 3t

T 1+ (i) (w+i) ati ax—i

/()
FEine Stammfunktion findet man wie folgt:

F(z) = 3i Log(z 4+ 1) — 2i Log(z — 1) =
=ti(In|z+i| +iarg (z +1i)) — 2i(In|z — i +iarg (z — i) =
=—larg(z+i)+Sarg(z—i) = —arg(z +1i) =

=— (g — arctan (x)) = arctan (z) — 3.

Die letzten Gleichungen findet man, wenn man sich die Darstellung in C anschaut. Selbst-
verstindlich ist auch F (z) = arctan (z) eine Stammfunktion.

Man sieht in diesem Beispiel, dass der Umweg iiber komplexe Funktionen uns am
Ende doch wieder zum Reellen zuriickfiihrt. Selbstversténdlich soll das so sein, denn das
Integral von einer reellen Funktion, wenn es existiert, ist definiert als eine reelle Zahl. Dass
auch dieser Umweg da kein Problem ist, kann man verstehen, wenn man sich erinnert,
dass komplexe Nullstellen mit nicht-trivialem Imaginérteil eines reellen Polynoms immer
paarweise auftreten, in dem Sinne, dass die komplex Konjugierte einer Nullstelle auch
eine Nullstelle ist. Das fiihrt dazu, dass auch in der Partialbruchzerlegung einer rationalen
Funktion mit reellen Koeffizienten die singuldren Terme paarweise erscheinen:
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Rezeptur: Das Rezept fiir eine Stammfunktion einer rationalen Funktion f(z) =

f}%, also p und ¢ sind Polynome, ist dann wie folgt:

1. Partialbruchzerlegung (die immer existiert, jedoch nicht immer explizit
zu berechnen ist);

2. Stammfunktionen von Polynomen und von z + (r —w) " sind bekannt:

| f@) | F()
n € N: " ——
(x—w)™" | Log(z —w)

neNt: | (z—w) ™! =L (z—w)™"

3. Das Ergebnis wieder umrechnen nach einer reellen Stammfunktion.

14.4.2 Integration von trigonometrischen Polynomen

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Verkniipfung von:

x +— (cos(z),sin(z))

0<k<m
0<n<m
mit a, , € C. Zum Beispiel
g(x) = 1 + cos(w) + 3sin(z)? cos(z)? (14.7)

ist ein trigonometrisches Polynom.
Auch hier hilft der Weg iiber komplexe Funktionen. Erinnern wir uns, dass
] eia: _ e—ix eia: + e—ia:
sin(r) = ———— und cos(z) = ————
(1) =" ()= "2
dann folgt sofort eine Stammfunktion fiir ein trigonometrisches Polynom, wenn wir eine
Stammfunktion fiir eine bestimmte rationale Funktion finden kénnen.

Fiir das Beispiel in ([14.7)) findet man eine Stammfunktion via

621‘ + 6—2:(: eZCC _ e—lx er _|_ e—'Lx
g(z) = 1+ ——F—+3 < . > ( ) =

2 24 2
_ 11 1 iz 1 —ix _ 3 4dix _ 3 —dix
= J§ T3¢ t+3¢ 16°¢ 6¢
namlich
_ 11, 1. iz 1, —ix 3 4 3 —dix __
G(r) = Jx— i+ 5ie ™ + gie sle =

_ 1 . 3
= ST +sin(x) — 55 sin(4x).

Man kann es auch ohne komplexe Schreibweise mit dem Exponent l6sen, aber man muss
sich dann gut auskennen bei den Eigenschaften von Sinus und Cosinus.



178 Woche 14, Integralrechnung I1

14.4.3 Integration von rationalen Funktionen mit Exponent
So eine Funktion mit Exponent, die wir meinen, ist eine Zusammenstellung von

T > e
y - 2

Wenn man bemerkt, dass die Substitutionsregel ergibt, dass

[H [T

ist man zurtick bei einer Stammfunktion fiir eine rationale Funktion.
Auch fiir eine Funktion mit der Vorschrift

1

cos(x)

g(z) =

kann man so eine explizite Stammfunktion finden auf (—%7‘(’, %7‘(‘)2

iT

T 1 T 2 T 2 S 1 e 2
/ ds = / — ds = / erS - _./ 2 dt =
o cos(s) g €8 +es o (e)"+1 )1 tt+1

T

- /1 <t41ri_ti¢> dt = [Log(t—}-i)—Log(zﬁ_Z’)]jz:

1 et +i 141 1 cos () + i (sin (z) + 1)

= n - — In =

er—q1l—i cos (x) + i (sin (z) — 1)
\/COS(ZE)2+ sin (z) + 1)°

= In

(
\/cos (2)® + (sin (z) — 1)
lln 2+28%Il(1’) _ lln 1 —i—s?n(x) '
2 2 — 2sin (x) 2 1 —sin(x)
In der dritten Zeile haben wir ((14.5) verwendet. Weil wir wissen, dass das Ergebnis reell
sein muss, brauchen wir uns nicht zu kilmmern um den Imaginérteil (ist sowieso Null).
Auch gibt es noch eine komplexe Zahl als Grenze im Integral und das haben wir nicht

definiert. Egal, beim Kalkiil und in der Liebe ist alles erlaubt, wenn am Ende blof§ alles
richtig ist:

Gln (1 +Sin(a:)))/ _ %H: cos (z) (1 — sin (z)) — (1 + sin (2)) (= cos (z))

2 1 — sin(x) 1_;23 (1 —sin(z))?

1 2 cos (z) 1

" 2(1+sin(x)) (1 —sin(z))  cos(z)’

Im Prinzip kann man so auch eine Stammfunktion finden fiir

h(x) = m

Es wire einfacher, wenn man sich an die Ableitung von z +— tan(z) erinnern wiirde.
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Beispiel 14.15 Man suche eine Stammfunktion fir

fla) = ——

~ cos(z) sin(x)?’
Formal hat man zum Beispiel als Stammfunktion auf (O, %W) die folgende Funktion:

v 1
Fa) = ﬁw cos(s) sin(s)QdS’

4

Wir versuchen diese Funktion zu vereinfachen:

T T 2 : 2
/ 1 Qs — / cos(s)” + sin(s) gs —
1

1. cos(s) sin(s)? 1. cos(s)sin(s)?

[ )
- /iﬂ Scl(r)ls((ss))2 ds+ ﬁﬁ cosl(s) ds =

4
1 1 (1+si
_ Fyn () 4

sin(z) | 2 1 — sin(x)

Was genau dieses c ist, ist nicht weiter wichtig. Wir suchen blof$ eine Stammfunktion.
Wenn man eine Konstante addiert, hat man wieder eine Stammfunktion.

14.4.4 Integration bei quadratischen Wurzeln aus Polynomen
von Grad 2

Wir mochten erinnern an einige Umkehrfunktionen, denen wir schon begegnet sind.

e Der eingeschréinkte Sinus @ + sinj_r /s /() hat als Umkehrfunktion den Arcussi-
nus arcsin : [—1,1] — R und
1

V1—a22

e Der Sinus hyperbolicus x — sinh(x) hat als Umkehrfunktion den Areasinus hyper-
bolicus sinh™ : R — R mit sinh”™(z) = In (z + v22 4+ 1) und

sinh™(z) = In (x - \/m>

arcsin(z) =

! 1 x 1
I R
a:+\/x2+1( \/x2+1) vz +1

e Der eingeschriankte Cosinus hyperbolicus « — coshjy «) () hat als Umkehrfunktion
coshfgf)o) :[1,00) — R mit coshfggo)(x) =In(z++v2?>—1) und

cos fgﬁ’;o) () =1In <x +va?—1

! 1 T 1
) :13+\/x2—1( \/:L‘z—l) 2 —1

1 1

Wir finden so nicht nur Stammfunktionen fiir T Vit und \/x;_ =, sondern wir
finden verniinftige Substitutionen fiir eine ganze Reihe von Beispielen. Oft hilft es dabei

sich die Termen in ein rechteckiges Dreieck anzugeben. Fiir

[ =
———dx
0 1— 1‘2
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V1—2a?

funktioniert es wie folgt.
Mit Hilfe des Dreiecks findet man

T

x =sin(p), V1 —122=cos(p) und tan () = it

Dies liefert uns ,,dz = cos (¢) dp* und

arcsin(t)

arcsin(t)
/ N x2_dx - /arcsm(o) cos ( COS () dp = /0 ldp = arcsin (t) .

Beispiel 14.16 Man suche eine Stammfunktion fiir

Weil

scheint y =

T

0= rre

2x+

1

3 7
\/1+x—|—:c2 3 1

iy 1+ +

75 eine verniinftige Substitution zu sein. Ein Versuch kann nicht schaden:

2z+41

2

/m \/_/ 3 f) \/_
\f

/;f (é\/g\/ﬁyf%\ﬂl 2)ciy:

WaVTTF - 1 (ywﬁ)]

20 + 1 27 + 1 20 +1\2
§\/§\/1+<$\/g>—%1n i—i— 1+(m+) te=

Sl

V3 V3
v1+x+x2—%ln(x+%+v1+x+x2)—i—é.

Fast immer gibt es kiirzere Wege zum Ziel. Bevor man den kiirzesten Weg kennt, soll man
aber mindestens einen Weg kennen.
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Beispiel 14.17 Man suche eine Stammfunktion fir

Nl

fla)=(1=2%)"

auf dem Intervall (—1,1). Ob man geradeaus zuriickgreifen kann auf eine dieser oben
genannten Funktionen ist nicht klar, aber man kénnte an den Arcussinus denken. Das
heifft y = arcsin(x) oder x = sin(y) setzen. Wir substituieren arcsin(s) = t, also s = sin(t),
m

/:1: (1 2)_% p /:)3 1 1 p arcsin(z) 1 "
— S S = S = _—— e
0 0 1—87y/1—s2 0 1 —sin(¢)?

arcsin(z) 1 arcsin(z)
— /0 Wdt = [tan(t)]o = tan (arcsin(z)) =

_ sin (arcsin(z)) _
)

cos(arcsin(x

T

V1—2a?

Auch hier gibt es Abkiirzungen. Die Abkiirzung durch den Hof des Nachbarn ist in einer
Klausur nicht gestattet.

Beispiel 14.18 Man suche eine Stammfunktion fiir

Va2 —4x

T

fz) =

auf dem Intervall (4,00). Weil

m:mzz\/G;Q)Q_l

konnte % = cosh(t) eine verniinftige Substitution sein. Denn durch

\/<x;2)2_1:\/mzsmh(t) fiirt >0

wiirde die Wurzel verschwinden. In diesem Beispiel werden wir auch mal eine iibliche
Schreibweise vorfihren. Weil man bei einer Stammfunktion immer eine Konstante addie-
ren kann, schreibt man das Integral ohne Integrationsgrenzen:

2 =2)" 1
/—‘”x Yie = 2/—2 d(%52) =

a1 5
. h . h 2
_ 5 / S oh(t) = 2 / _sinh (1)" , _
cosh(t) + 1 cosh(t) + 1
cosh(t)? — 1
= 2 —F——dt =2 h(t) — 1) dt.
/ cosh(t) + 1 /(COS (t)—1)
Das Gleichheitszeichen bedeutet hier: wenn wir % = cosh(t) annehmen, stimmen die

Klassen der Stammfunktionen tiberein (also modulo Konstanten). Das letzte Integral kénnen
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wir explizit losen:

t
2/ (cosh(1) — 1) dr = 2sinh(t) — 2t = 24/cosh(t)? — 1 — 2t =
0

-2
= 24/cosh(t)? — 1 — 2arccosh (%)

2 2 2
- m_zln(x_z+m)+m(4>.
Eine Stammfunktion ist also
F(x)zM—Zln(m—2+m>.

Als Alternative konnte man es auch mit einer Substitution trigoniometrischer Funktionen
versuchen, die man mit Hilfe des Dreiecks finden wiirde. In diesem Fall wiirde das heiffen:

sin(p) =

cos(p) = =

Man findet so
2 _ =2)
[ /Ld(w-a):

tzlm () d<cos1 >:2/ sin (p)  sin (@)2d¢:

() 14 cos (¢) cos ()

- 2/10%(?@@d90:2/((005¢)2_0051(€0)> o=

Stammfunktionen zu diesen beiden Termen hatten wir schon mal.
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15.1 Uneigentliche Integrale

Flécheninhalt und Umfang (die Lénge des Umrisses) verhalten sich nicht gleich. Verdop-
pelt man die Langen, verdoppelt sich auch der Umfang; der Inhalt aber vervierfacht sich.
Das gibt Anlass zu der Vermutung, dass Umfang Ug und Flicheninhalt Ag fiir (zweidi-
mensionale) Gebiete sich verhalten als

Ug ~ Ag.

Wenn man dieses Verhéltnis etwas lénger betrachtet, dann sieht man, dass es so nicht
stimmen kann. Zwar gilt
Ué Z 47 AG

fiir jedes zweidimensionale Gebiet, aber es gibt keine Konstante, so dass eine umgekehrte
Ungleichung stimmen wiirde. Ein einfaches Beispiel bekommt man bei Rechtecken. Setze
G =[0,n] x [0, 1] und man hat

1
U3 = 2n+2— — oo fiir n — oo,
n
1
Az = n—=1firallen € N*.
n

Das Gebiet muss iibrigens nicht mal den Anschein haben grof§ zu werden. Auch ein be-
schrinktes Gebiet kann einen unendlich grofien Rand haben. Ein bekanntes Beispiel ist
,,Koch’s snowflake“, die Limesfigur, die man bekommt, wenn man folgende Konstruktion
oo fortsetzt.

A X % ¥ k% X

Ahnliches gibt es bei Integralen. Die Definition des Riemann-Integrals erlaubt uns nur
beschréankte Funktionen und beschrinkte Intervalle. Es gibt aber beschrinkte Flédchen-
inhalte, ohne dass der Umfang beschrinkt ist. Wir geben zwei Beispiele:

G = {(z,y) eR}0<z<1und 0<y’r <1},
Gy = {(x’y)GRQ;léxundOSnygl}.
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Die Flacheninhalte dieser beiden Gebiete mochte man doch als Integral
darstellen, das heifft, man mochte Riemann-Integrale so erweitern, dass
auch

/1Ld:cund /ooid:l;
5 0 \/E @

eine Bedeutung bekommen. Man macht solches, indem man Limes und
Integral kombiniert. Man setzt

1 1
—dg =i —d
/0\/595 o Jy v

und u
> 1 1
/ —dz ;= lim —dx.
1

0.8
0.6
0.4
0.2

15.1.1 Das uneigentliche Riemann-Integral der ersten Sorte

Definition 15.1 Sei a,b € R mit a < b und f : (a,b] — R eine Funktion, die fir jedes
d > 0 Riemann-integrierbar ist auf [a 4+ 6,b]. Wenn

b
(= lim x)dx existiert,
im [ 1)

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b] und man schreibt

/abf(a:)dx =/.

Bemerkung 15.1.1 Wenn f unbeschrdnkt bei b wird, kann man bedenken, dass man f
uneigentlich Riemann-integrierbar auf |a,b] nennt, wenn

b—6
(=1 d stiert.
im i f(z)dx existier

Bemerkung 15.1.2 Wenn f an mehreren Stellen unendlich wird und man mdochte un-
eigentliche Riemann-integrierbarkeit untersuchen, soll jede Stelle abgesondert betrachtet
werden. Siehe auch die folgenden Beispiele.

Beispiel 15.2 Betrachte f, : (0,1] = R fiir o > 0 mit
falz) =277

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 1], dann und nur dann wenn
0 <a< 1. Denn fird >0 gilt

1 [%xk“} L 2 (16" falls a #1,
/ e — -« . 5 -«
§ [ln(x)h = —1In(9) falls a =1,

und der Grenzwert existiert nur wenn 1 — o > 0.
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Beispiel 15.3 Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 272
Wenn 0 < a <b oder a <b <0 ist f Riemann-integrierbar auf [a,b] und

b
1
/ r%dr = - —
a a

Wenn a < 0 < b gilt, dann ist f nicht Riemann-integrierbar auf [a,b], auch nicht im
uneigentlichen Sinne, denn wenn f so sein wiirde, miisste sowohl

S =

-0 b

lim x 2dx  als auch  lim x 2dx  existieren.
sl J, 510

Man sieht sofort, dass

=0 —177° 1 1
lim 2 2dz = lim [—] =lim-+-=0
510 J, 50 | 500  a

Beispiel 15.4 Betrachte f : R\ {0} — R mit f(x) = L. Diese Funktion ist nicht un-
eigentlich Riemann-integrierbar auf [—1,1]. Wenn sie Riemann-integrierbar auf [—1,1]
wire, sollte

-4 1
lim —dz und lim —dx existieren.
60 1 s 640 5 xXr
Weil
1
lim | —dr=—limIn() = oo
sl Js x 510

existiert das Integral auch nicht im uneigentlichen Sinne.

Beispiel 15.5 Sicher werden einige bemerkt haben, dass es so aussieht, als ob im letz-
ten Beispiel links und rechts gleich grofle Fldicheninhalte stehen wiirden und wegen des
unterschiedlichen Vorzeichens man die doch eigentlich gegenseitig kiirzen konnte. Dabei
wiirde man oo — oo gleich 0 setzen und das ist leider nicht sehr verniinftig. Was wdre
denn (14 00) — oo und 1 + (0o — 00)? Weil es manchmal doch niitzt, beide ‘Seiten’ zu
vergleichen, wird folgendes definiert fiir eine Funktion, die bei O Schwierigkeiten macht:

1
71f( dx—lgg]l(/ f(z dx—i—/f da:).

P.V. heifit (Cauchy’s) Principal Value oder Valeur Principal (V.P.). Dieser Hauptwert
unterscheidet sich von dem uneigentlichen Integral. Man hat zum Beispiel:

. f_ll %d:n ist nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar,

o aber fir Cauchy’s Hauptwert:

' 91 1
P.V./ —dr = lim </ —da:+/ —d;g) =
1 Z 410 1 X 5 T
-5 1
= i ([t ] + )] ) 0.
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Fiir g : R — R differenzierbar kann man zeigen, dass g : R — R mit

i) = —g(x);g(()) falls x # 0,
g 0 falls x = 0,

Riemann-integrierbar ist auf [—1,1] und dass

p.v./l de:/ll 92) =90y,

1 x

Beispiel 15.6 st cot : [0, 7] — R uneigentlich Riemann-integrierbar? Sowohl in 0 als
auch in © wird die Funktion unbeschrinkt. Das heifst, um die Frage zu bejahen,
soll sowohl

1 T—09
ly = 1‘%1/5 cot(x)dx  als auch fly := 1561/1 cot(x)dx

existieren. Ubrigens darf die Zahl 1 willkiirlich gewdhlt werden innerhalb (0, ).
Weil fiir x € (0,1] gilt

cos(z)

cos(1) > cos(1)

cot(z) = sin(x) x

sin(z) =

(cos(1) > 0) hat man

1 1
/ cot(x)dx > / Cos(l)d:c = —cos(1) In(d) = oo wenn § | 0.
5 5

i

cz Also ist der Cotangens nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 7).
B Was bei ™ passiert, muss man nicht mal mehr betrachten.

Das letzte Beispiel fiithrt zum néchsten Lemma:

Lemma 15.7 Seia,b € R mita <bund f,g: (a,b] - R Funktionen, die fir jedes § > 0
Riemann-integrierbar sind auf [a + J,b]. Nehme an, dass

0 < f(z) < g(x) firx e (a,b].

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar auf |a, b].

Beweis. Wenn g > 0 uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a, b], gilt

/ab g(z)dx <, = /abg(:c)d:c < 00.

+4

b
Weil f > 0 auf (a,b] hat man, dass f(z)dz monoton zunimmt fiir 6 | 0. Auch ist
a+d

b
f(z)dz gleichméBig beschrinkt, denn es gilt
a+d

b
f(x)dz < 4.
a+d
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Die Monotonie und die Beschréanktheit liefern, dass

b
=i d
s = lim a+5f(w) x

existiert. ]

15.1.2 Das uneigentliche Riemann-Integral der zweiten Sorte

Definition 15.8 Sei a € R und f : [a,00) — R eine Funktion, die fir jedes T > a
Riemann-integrierbar ist auf [a,T]. Wenn

T—o00

T
¢ := lim / f(z)dz ezistiert,

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,o0) und man schreibt

lmf@szﬁ

Beispiel 15.9 Betrachte f, : R™ — R fiir o > 0 mit

folz) =277

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [1,00), dann und nur dann
wenn 1 < a. Denn firT > 1 gilt

1

T

4 (et = (T =) fallsa £ 1,
/ " %dxr = T

| nco]” = i e =1,
1

und der Grenzwert existiert nur, wenn 1 — o < 0.

Beispiel 15.10 Ist g : Rt — R mit

9%) = 23 cosla)

uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00) ¢

Hoffnung auf eine explizite Stammfunktion existiert nicht. Wir vermuten, dass fiir

grofe x diese Funktion sich fast verhdlt wie *. Weil * auf [10,00) nicht (un)eigentlich

Riemann-integrierbar ist, wird g es auch nicht sein. Das wollen wir aber prdziser haben.
Dazu zeigen wir, dass eine Teilmenge von

A= {(a:,y) eR%z>0 undogygg(x)}

schon Fldacheninhalt oo hat. Wir verwenden, dass fiir x > 1 gilt

T Tz _Z 1
22 +cos(x) ~a?+1 7 22422 22’
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und man also fir T > 1 die folgende Abschditzung hat:

T 1 T
x x x
/—dx - /—dx+/ L —

o 2+ cos(z) o 22+ cos(x) 1 2?2+ cos(x)

T T 1
/ T > / Zdr = ~In(T).
1 22+ cos(x) L 2w 2

Die Integrale f017 ——~——dx und f117 Ldx sind hier abgebildet:

z2+cos(x) 2z

Weil 1 In(T) — oo wenn T — oo, folgt

N
lim —————dr = oo.
T—oo Jo 2% 4 cos(x)

Die Funktion g ist also nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00) .
Auch hier formulieren wir ein Lemma dazu.

Lemma 15.11 Sei a € R und f,g : [a,00) — R Funktionen, die fir jedes T > a
Riemann-integrierbar sind auf [a, T]. Nehme an, dass

0 < f(x) < g(x) firz € |a,00).

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,o0), dann ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar auf [a, o0).

Beweis. Weil es dhnlich wie beim Beweis von Lemma [15.7] ist, {iberlassen wir es dem
Leser. [

Beispiel 15.12 Ist ffooo —Lo—dx uneigentlich Riemann-integrierbar? Dann muss man

22+ Jx
erstens die Problemstellen inventarisieren. Neben oo muss man dazu die Nullstellen

vom Nenner bestimmen:

P4+ V=0 & 1*=—-Yzx
\

r(z°+1)=0 & 25=-z

Es gibt nur zwei reelle Nullstellen: v = 0 und x = —1. Insgesamt hat man so aber 6
uneigentliche Problemstellen:

{—00, —1 links, —1 rechts, 0 links, 0 rechts, +o0} .

Wenn man Maple oder Mathematica die Funktion skizzieren ldsst, erkennt man die Sin-
gularitdten:
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-7.5 -5 -2.5

-6 L

Die Problemstellen muss man einzeln anschauen. Wenn aber eine davon schon dafiir
sorgt, dass das dazugehorende uneigentliche Integral nicht existiert, ist man fertig. Fangen
wir rechts an:

° Th—En f10 xghfdx fuir grofie x sollte man vergleichen kénnen mit 2 und das wiirde

uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

° lgf[f)lf 2+fdx falls 0 < © < 1 sollte man vergleichen kénnen mit \/5 und das

wiirde uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

1
[ ] El\{loflf 2+f

tiw!) und das wiirde unezgentlzch Riemann-integrierbar bedeuten.

\/— (nega-

) lggjlf Cip $2+§[dx falls —1 <z < —5 sollte man vergleichen konnen mit —= (ne-

gativ!) und das wiirde ,,nicht uneigentlich Riemann-integrierbar“ bedeuten. Blngo!

° lggf IQ_,’_\FdI; ....................
° SEIPMIS x2+\fdx ....................

Wir versuchen ,,nicht uneigentlich Riemann-integrierbar“ hinzukriegen, und schauen

1
. 75 1 . — _ . . . .
uns l;ﬁ]l f71+p —x2+%dx an. Um zu verstehen was bei x 1 passiert, miissen wir die
Funktion g(x) = x* + /x untersuchen bei x = —1. Um abzuleiten schreiben wir

W=

g(z) =" = (—x)

und finden so

win

g(z) =22+ 3(-2)"
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Dann folgt ¢'(—1) = =2 +% = —g > —2. Aus der Stetigkeit von ¢' auf (—o0,0) finden
wir, dass ¢'(x) > —2 in einer rechten Umgebung von v = —1 und mit dem Mittelwertsatz,
dass in dieser rechter Umgebung gilt

g(x) —g(-1) =g (0) (x — —=1) > =2 (z + 1).

Man kann sogar zeigen, dass

g(x) > =2(x+1) firze (—1,—%) :

1| « .

Y= —2(LL' + 1) -4

-5
Ausschnitt vom Bild auf Seite
mit der Abschitzung.

Dann gilt auch

und das liefert

SIS
N|=

- _1
/;H—p x? ": \?’/de = —1+p mdw - [_% n (m + 1) ] *f+p == 1n<%) + 3 ln(P)
Weil In(p) — —oo fiir p | 0, folgt
-1 1
/_1+pmdx—> —o0 flirpl 0

_1
und f_f mdz existiert nicht als uneigentliches Integral.

15.2 Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale
Manchmal lassen Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale sich vergleichen.
Lemma 15.13 Wenn f : RT™ — R folgende Bedingungen erfiillt:

1. f ist positiv: f(x) >0 fir alle x € RT;
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2. f ist monoton fallend: v >y > 0= f(z) < f(y);

3. lim f(x) =0,

T—r00

dann gilt fiir jede N € N*

> s < [ s <Y g

191

(15.1)

T T T t
10 11 12 13 14

N
N
w
I
[&]
o
~
@
©

15

15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Beweis. Man bemerke, dass fiir die Ganzzahlfunktion = — [z] folgendes gilt:
] +1 >z > [x].
WEeil f monoton fallend ist, gilt
[l +1) < fl) < f([a]) fiir 2 > 1.

So gilt auch

N-1

St = [ fal+0de < [ o< [ ez =3 o)

n=1

Die Bedingung lim f(z) = 0 wird nicht benutzt.
T—00

Korollar 15.14 Sei f wie in Lemma|15.15 Dann gilt folgendes.

15

Die Reihe Y ", f(n) konwergiert, dann und nur dann, wenn [ f(x)dx konvergiert.

Beweis. Man benutze die Abschéitzung ([15.1]) aus Lemma [15.13]

Beispiel 15.15 So kénnen wir nun sofort sehen, dass die harmonische Reihe divergiert:

N

1 N1
Z_Z —dz =1In(N) — oo wenn N — oo.
n*ln (I
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