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Analysis 2, Woche 1 Q 2
Kurven 1

1.1 Der n-dimensionale Euklidische Raum
Darunter versteht man fiir eine Zahl n € NT
R™ := {(x1,22,...,2,); mit x; € R fiir allei € {1,...,n}}.

Ebenso gibt es auch C" := {(z1, 22, ..., 2,); mit z; € C fiir alle s € {1,...,n}}. Elemente
von R"™ nennt man Vektoren. Man kann Vektoren miteinander addieren, und man kann
sie multiplizieren mit Zahlen aus R. Fiir x,y € R™ und ¢ € R setzt man

(1751,3527---,9571)4'(y1>y2a--->yn) = (x1+y1ax2+y27"'7l'n+yn)a (11)
t (x1,22,...,T,) = (tx1,t xo,... tT,). (1.2)

Die Struktur, die man so bekommt, werden wir allgemeiner beschreiben.

Definition 1.1 (V,+,K,.) heifit ein Vektorraum iber K, mit K ist R oder C, wenn
folgendes gilt. Die Addition und die Multiplikation mit Skalaren sind wohldefiniert:

teKundz,yeV=ac+yecV undt.x eV,

und haben die folgenden Eigenschaften:
(V,+) ist eine kommutative Gruppe:

1. Assoziativitdt: fir alle v,y,z €V gilt v+ (y+ 2) = (x +y) + 2,
2. Neutrales Element: es gibt ein 0 € V' derart, dass fir alle x € V' gilt © + 0 = x,
3. Inverses Element: fir jedes x € V gibt es —x € V derart, dass v + (—x) =0,

4. Kommutativitdt: fir alle v,y € V gilt x +y =y + x.
Fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt auflerdem:
5. Assoziativitat: fir alle t1,to € Kund x € V qilt t1 . (ta . x) = (t1t9) . 7,

6. Unaitdres Element: fir allex € V qilt 1.0 =z,
7. Distributivitdt: fir allet e Kund x,y € V gilt t.(x +y) = (t.x)+ (t.y).

Bemerkung 1.1.1 o (R™, +,R,.) mit der Addition aus und der Multiplikation
mit Skalaren aus st ein Vektorraum. Oft schreibt man kurz R™.

1



2 Woche 1, Kurven I

o Auch (C",+,C,.) mit der Addition aus und der Multiplikation mit Skalaren
aus st ein Vektorraum.
Der Beweis dieser Behauptungen ist direkt und wird den Lesern tiberlassen.

Weiter definiert man fiir z = (1, x9,...,2,) € R" und y = (y1,92,...,yn) € R™

e die Linge (oder Gréfe) von z:

ol == \fa? + a3 + -+ 2 (1.3)
e die Distanz zwischen = und y:
d(z,y) = [lz —yll.
e das Skalarprodukt der Vektoren z und y:

Ty =Ty + Toys + -+ Tpln. (1.4)

Bemerkung 1.1.2 Wenn klar ist, dass x € R, schreibt man oft auch |x| statt ||x||. Fiir
R stimmen Betrag und Linge sowieso tiberein.

Wenn wir x € R” schreiben, werden wir ab jetzt x; fiir die k-te Koordinate schreiben.

Definition 1.2 Sei (V,+,K,.) ein Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V — R, die folgende
FEigenschaften hat, nennt man eine Norm.:

1. Positiv-Definitheit: fir alle x € V gilt ||z|| > 0 und ||z|| =0 < x =0,

2. Homogenitit: fir allet € K und x € V gilt |

tex|| = [t [|],
3. Dreiecksungleichung: fir alle v,y € V gilt ||z +y| < ||lz]| + ||y

Lemma 1.3 Die Linge ||.||, definiert in (1.5), ist eine Norm auf (R™,+,R,.).
Man nennt (R™, 4+, R, ., ||.||) einen normierten Vektorraum.

Die ersten beiden Eigenschaften kann man sofort zeigen. Wir werden dies dem Leser
iiberlassen. Nur der Beweis der Dreiecksungleichung ist etwas aufwendiger und folgt noch.

Definition 1.4 FEin inneres Produkt (.,.) fir den reellen Vektorraum (V,+,R,.) ist
eine Funktion von V x V nach R mit folgenden Eigenschaften:

1. Positiv-Definitheit: fir alle x € V gilt (x,x) > 0 und (x,z) =0 x =0,

2. Symmetrie: fir alle v,y € V gilt (z,y) = (y,z) ,

3. Linearitdt: fir alle v,y,z € V und s,t € R gilt (sex+t.y,z) =s(x,2)+1t(y,z2).
Lemma 1.5 (z,y) = x -y, mit x -y definiert in , ist ein inneres Produkt fir R™.

Der Beweis ist elementar.

Bemerkung 1.5.1 Fiir z,y,z € R” gilt z -z = ||z|>.
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Bemerkung 1.5.2 Fiir Vektorraume tber C ersetzt man die Symmetrie in Definition

durch
27 {x,y) = (y, ) fir alle z,y € V.

Die Definition der Ldnge und des komplexen inneren Produktes wird fir z € C™ wie
folgt gemacht:

Izl = Vazi+zzm+ -+ 2k, (1.5)

(z,w) = 2 Wi+ 29W3 + ++ + 2, W,

Es folgt sofort, dass Bedingung 2’ erfillt ist.
(C", +,C, ., |I.llc) ist ein normierter Vektorraum tber C.

Lemma 1.6 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir alle x,y € R™ gilt

z-y <zl lyll- (1.7)

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass ||y|| # 0. Man betrachte f : R — R, definiert durch
f(t) = ||z + ty|* und findet

0 < f(t)=(z+ty)- (z+1y)
= x-x+ty-r+ax-ty+iy-ty
= la|® + 2tz -y + 2 y)*.

Die Funktion f beschreibt eine Parabel und hat ein nichtnegatives Minimum, wenn
f/(t) =0, also wenn 2 x -y + 2t ||y||> = 0. Anders gesagt, fiir

Ty
yl?

0=
Es gilt

0 < Jlo + toy]? = ||| +2( . H) 'y+( 7 “) ol = el - (u ||)

und so auch

(o 9)? < el Iyl
Man findet |z - y| < ||z| [|y||, und damit ist bewiesen. n
Fiir alle z,y € R™\ {0} gilt so
Ty

< <1,
][ [yl

und das erlaubt uns, den Winkel ¢ zwischen zwei nicht trivialen Vektoren wie folgt zu

definieren:
-y
p = Z(x,y) := arccos ( ) .
] Iyl

Diese Definition stimmt iiberein mit unserer geometrischen Vorstellung vom Winkel zwi-
schen zwei Vektoren in R? oder R3. Insbesonders ist sie nicht abhingig von der Gréfie der
Vektoren.
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Lemma 1.7 (Die Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y € R" gilt
2+ yll < [lz]l + llyll- (1.8)
Beweis. Wir quadrieren, benutzen Bemerkung und Cauchy-Schwarz:

2 2 2
|z +yll” = |=||" + 22 -y + [ly]|” <
2 2 2
< lzl|” + 2|zl [yl + llyl” = (=]l + lyl})"

Weil die Terme positiv sind, folgt ([1.8)). [ ]

1.2 Die Definition einer Kurve

Definition 1.8 Sei I C R ein Intervall.

o Fine Funktion f : I — R™ heifit stetig, wenn jede Komponente fi. : I — R stetig ist.

e Fine Funktion f: I — R™ heifit differenzierbar, wenn jede Komponente f. : I — R
differenzierbar ist. Die Ableitung f' int € I wird wie folgt definiert:

F1(@) = (f1@), f5(8), - fu(t)) -

o Line Funktion f : I — R"™ heifit stetig differenzierbar, wenn die Ableitungen f :
I — R stetig sind.

Bemerkung 1.8.1 f; : [ — R ist stetig, wenn f;, definiert im Innern I° von I, auf dem
Rand OI zu einer stetigen Funktion erweitert werden kann. Man nehme an dem Rand die
linke beziehungsweise rechte Ableitung.

Bemerkung 1.8.2 Fbenso lifit sich zweimal differenzierbar, zweimal stetig differenzier-
bar, stickweise differenzierbar, rechtsdifferenzierbar usw. definieren.

fil-m 7] - R? f: [—7r;7r] — R? fi]-m7] >R
f(t) = (tcos(5t), tsin(|5t]))  f(t) = (e' cos(bt), e sin(5t))  f(t) = (tcos(bt), tsin(5t), t)

Abbildung 1.1: Drei Beispiele von Kurven und ihre Spuren

Definition 1.9 Se:r [ C R ein Intervall. Fine stetige Funktion f : I — R™ nennen wir
eine Kurve. Das Bild f(I) nennt man die Spur.
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o Wenn f differenzierbar ist auf I, nennen wir die Kurve differenzierbar. Der Vektor
f'(t) heifit der Tangentialvektor zur Kurve f an Parameterstelle t.

o Wenn f stetig differenzierbar ist auf I und ||f'(t)|| # 0 fir alle t € I, nennen wir
die Kurve glatt.

Definition 1.10 Sei f : I — R" eine glatte Kurve und y = f'(t) € R" der Tangential-
vektor an der Parameterstelle t.

o T = H_zH nennt man den Tangentialeinheitsvektor zur Kurve f an Parameter-
stelle t;
o jeden Vektor v € R™ mit ||v|| =1 und v - 7 = 0, nennt man einen Normalenein-

heitsvektor zur Kurve f an Parameterstelle t.

In zwei Dimensionen kann man aus einem Tangentialeinheitsvektor 7 sehr einfach
einen Normaleneinheitsvektor konstruieren:

()=(0)

f:[-1,1] - R?
f(t) = (t°,1%)

Abbildung 1.2: Die Neilsche Parabel

Beispiel 1.11 Die Neilsche Parabel f : [—1,1] — R mit f(t) = (¢3,1%) ist eine differen-
zierbare Kurve, die nicht glatt ist. Dies zeigt sich auch durch den Umkehrpunkt in der
Spur.

Wenn t die Zeit darstellt und f(t) die Position eines Teilchens in einem Koordina-
tensystem R? oder R? zur Zeit ¢, dann stellt f/(¢) den Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢
dar. Die Geschwindigkeit, genauer gesagt die Grofie der Geschwindigkeit, ist || f/(¢)]]. Die
zweite Ableitung f”(t) stellt den Beschleunigungsvektor zur Zeit ¢ dar und || f”(t)| die
Beschleunigung.

Bemerkung 1.11.1 Die gleiche Spur kann man durch mehrere Kurven bekommen. Zum
Beispiel liefern f : [0,7] — R? mit f(t) = (cost,sint) und g : [—1,1] — R? mit g(t) =

(—t, V1-— t2) die gleiche Spur.
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0.4
0.3 f:]0,5.5] — R?
0.2 ft) = ( t— ﬁt?’, 510t2)
0.1

-0.4 0.2 0.2 0.4

Abbildung 1.3: Position, Geschwindigkeit (blau) und Beschleunigung (rot)

Abbildung 1.4: Eine Spur mit einem Polygonzug

1.3 Bogenlinge

Ein Polygonzug ist eine Kette von Geraden, die man benutzen kann, um die Lange einer
Kurve zu approximieren. Sieche Abbildung

Setzt man die Knotenpunkte 2, (M .. 2(®) dann ist die Linge dieses Polygonzuges
gleich

k
(=3 []29 =2t
j=1

Wenn man solche Knotenpunkte verteilt iiber eine Kurve f : [a,b] — R", indem man
das Intervall [a, b] aufspaltet in a =ty < t; < -+ < ty = b, dann hat der dazugehérende
Polygonzug durch die Knotenpunkte f(to), f(t1), ..., f(tx) die Lange

= 2 I50) = e~ 2= ) 1S J1||~/Hf M. (19)

Formulierungen wie ~ vermitteln eine Idee, aber bedeuten mathematisch eigentlich nichts.
Man kann es sich jedoch etwas genauer iiberlegen. Wenn die Komponenten f; zweimal
differenzierbar sind auf [a, b], dann sagt der Satz von Taylor

fity) — filtizn) = (t5 — tj—1) £ (tj—1) + (t; — t;—1)* Ry
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wobei die R;; gleichméfig beschrénkt sind. Angenommen |R;;| < M, dann gilt genau
gesagt

k
=35 = -0 1 -0 <nMZ (t; = t;-1)* < 0 (b= a) pua (8 — ;1)
]:
Indem wir die t; geniigend nahe zusammen legen, kann man die rechte Seite so klein
bekommen, wie man mochte. Die Approximation Z?:l (t; —tj—1) || f (t;—1)|| ist eine Rie-
mannsumme, die, wenn man wiederum max;<;<y (t; —t;—1) nach 0 gehen lésst, das Inte-
gral rechts in ([1.9) approximiert. Diese Uberlegungen fithren zu folgender Definition.

Definition 1.12 Sei f : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Die Bogenlinge
von f diber das Intervall [a,b] wird definiert durch

b
(= / L (0] dt.

Bemerkung 1.12.1 Obwohl die Bogenlinge fiir alle differenzierbaren Kurven f : [a,b] —
R™ definiert ist, heifst das nicht, dass man diese Ldnge immer mit Hilfe der diblichen
Standardfunktionen explizit berechnen kann.

Beispiel 1.13 Wir méchten die Bogenlinge von f : [0,27] — R3 mit f(t) = (t cost, tsint,t)
berechnen.

Man hat f'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1) und es folgt

1F @ = \/(cost — tsint)? + (sint + tcost)® +12 = VP + 2.

So bekommt man
27
! = / Vi2 +2dt =1n (\/§7T—|— Vo2 + 1) +V2rV2or? + 1.
0

Beim Berechnen des Integrals kann man die Substitution t = V2 sinh 2 verwenden.

Wenn zwei Kurven die gleiche Spur liefern, sind die dazugehorenden Bogenlédngen
gleich? Wenn das Wort Bogenldnge verniinftig gewéhlt ist, sollte das so sein.
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Beispiel 1.14 Die Kurven f : [—1,1] — R? mit f(t) = (cos(27t?),sin (27t?)) und
g : [-1,1] = R? mit g(t) = (cos (nt),sin (nt)) liefern beide den Einheitskreis als Spur.
Trotzdem gilt

1 1
b = / \/(—47rt sin (27t2))? + (4rt cos (2mt2))?dt = / A |t| dt = 4m,
1 1

l, = /_11 \/(7r sin (mt))” + (m cos (t))*dt = /1 wdt = 2.

-1

Was ist hier los?

Die Bogenlénge ist nur gleich bei Kurven, bei denen die Spur genau einmal durchlaufen
wird. Genauer wird es formuliert im néchsten Lemma.

Lemma 1.15 Wenn f : [a,b] — R™ und g : [¢,d] — R"™ glatte Kurven sind und aufSerdem
qgilt:

o die Spur ist identisch: f ([a,b]) = g ([c,d]),
e fund g sind z'njektizﬂ
dann sind auch die Bogenlingen identisch.

Statt dieses Lemma direkt zu beweisen, parametrisieren wir auf Bogenldnge um. Fiir
eine glatte Kurve f : [a,b] — R"™ setzen wir

s(t) = / 1)l dr.

Fiir diese Funktion s(.) gilt, dass s(¢) die Lange der Kurve ist zwischen f(a) und f(t),
und fiir die Bogenlénge von f gilt dann £; = s(b).
Weil f glatt ist, sind die Komponenten differenzierbar und es gilt

S(t) = £ @ >o.

Wegen des Satzes fiir inverse Funktionen ist o = s wohldefiniert auf [0, ¢;], sogar
differenzierbar, und es gilt

11
S (o) NF @@l

0(0) =a, o(f;) =bund o'(t) =

o Wir setzen
Q. [O,Ef] — R" mit p(t) = foo(t). (1.10)

Diese Kurve ¢ heifit die Umparametrisierung auf Bogenléinge von f.

Die Funktion ¢ beschreibt die gleiche Spur wie f, und physikalisch gesagt, lauft mit
konstanter Geschwindigkeit durch diese Spur:

le'Ol = [[(F o) @) = 1f (o (@) O =o' @) I (e ()] =1.

Man findet / ' (7] dr = / dr = t. Mit Geschwindigkeit 1 diese gleiche Spur durch-

0 0
laufen liefert also die Bogenlédnge /.

IMan kann isolierte Stellen als Ausnahme zulassen.
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e Wir konnen eine Parametrisierung auch umorientieren. Fir f : [a,b] — R" glatt,
setzt man

fumorientiert . [a, b] — R™ mit fumorientiert (t) — f (b +a— t) . (111)

Die Spur von fumerientiert jot oleich der Spur von f, wird aber umgekehrt durchlaufen.

Um auf einen Beweis vom Lemma zuriickzukommen: man hat fiir die zu f, ¢, fumerientiert
und Urerentiert gohsrenden Bogenldngen, dass

g(p - gf — gfumorientiert — Ewumorientiert.
Weil £, nicht abhéngt von der spezifischen glatten Kurve f, sondern nur von der Spur

und der Bedingung, dass sie glatt und injektiv durchlaufen wird, folgt das Ergebnis im
Lemma.

1.4 Flacheninhalt

In diesem Paragraphen beschrinken wir uns auf die zweidimensionale Ebene.

Lemma 1.16 FEin Dreieck mit den Ecken (0,0), (x1,x2) und (y1,y2), orientiert gegen den
Uhrzeigersinn, hat den Flicheninhalt

1 T2
I = %det ( ) )
Yyr Yo

(0,0)

Beweis. Man benutze die Eigenschaften von Determinanten und schaue sich folgende
Bilder an.

1 2 3 T 1 1 2 3 T 1 1 2 3 1 1 1 2 3 1

Die Dreiecke haben den gleichen Flécheninhalt. Fiir die dazugehorenden Determinan-
ten gilt, wenn ys # 0, dass

T — 2
%det(xl yl)z%det( 1 ggyl yl):
T2 Y2 T2 — Y2 Y2

1 Ty — ﬂyl U1 1 T — y_le 0 « 1 »
— Lot 2 — Lot 2 — < Ly
G e G B

mit b = ‘Breite’ = x; — %xz und h = ‘Hohe’ = y5. Wenn y, = 0 gilt, und x5 # 0, kann
man dhnlich vorgehen. Wenn y, = x5 = 0 gilt, ist der Flédcheninhalt 0. [
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X2

Wenn man einen Polygonzug mit Knotenpunkten 2, 2 . 2® hat, dann wird der
von dem Fahrstrahl aus (0, 0) iiberstrichene Fldcheninhalt die Summe der Flacheninhalte

von Dreiecken und das liefert:
k-1 ; ;
Sy a0
“ 2 xéﬂ) xéﬁrl)

Wie im letzten Paragraphen bei der Bogenlénge setzt man () = f (¢;) und findet mit
Hilfe einer Eigenschaft von Determinanten, dass

k—1
_\"1 filts)  fi(tivn) 1) filtivn) — fi(ts)
I = ; 5 det ( fa(ts)  faltiva) ) Z det ( (ti)  fa(liva) — fo(ts) ) ’

und anschliefend, mit dem Satz von Taylor fiir stetig differenzierbare f und mit der
Integral-Approximaton durch Riemann-Summen, dass

—1 fit) S1tiv1)—f1(ti)
o 1 ? tiv1—t;
Iy = 3 det £y L2 z++11) fa(t:) (tinr — 1)
f2( 7/) tir1—t;

fi(t:) > 1/ ( filt) fi@) )

tiv1 — b 5 det dt.
) ) e R0 A0
Die ungenauen Aussagen mit =~ geben eine heuristische Erkldarung. Einen genauen Be-
weis braucht erstens die Fehlerabschétzung vom Taylorschen Theorem und fithrt zweitens
zuriick zu der Definition des Integrals. Das Riemann-Integral bekommt man indem man

die Streuung {a = tg, t1, s, ..., tx = b} feiner macht, das heifit, mehr und mehr Zwischen-
punkten nimmt, und den zugehorigen Limes berechnet.

x>

7=

~ 13 (0

N

(2

—— O

Lemma 1.17 (Sektorformel von Leibniz) Sei f : [a,b] — R? eine glatte Kurve. Wenn
der Fahrstrahl aus (0,0) an dieser Kurve ein Gebiet einmal iberstreicht, dann gilt fir den
orientiertert] Flicheninhalt

r=t [aa (B 4O an )

Bemerkung 1.17.1 Ausschreiben der Determinante liefert

et (0 5O Y=t [ (nsio - rosico) a

2 Der orientierte Flicheninhalt® heifit hier: von dem in einer Bewegung nach links iiberstrichenen
Gebiet wird der Standard-Flicheninhalt genommen und von dem in einer Bewegung nach rechts
iiberstrichenen Gebiet wird der Flécheninhalt mit einem Minuszeichen genommen.
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Wir werden keinen Beweis vom Lemma geben und es bei dieser heuristischen Erklarung
belassen.

Bemerkung 1.17.2 Dieser und der letzte Paragraph haben eine dhnliche Struktur. Ein
wesentlicher Unterschied ist, dass Bogenlinge als Definition erscheint und dass der Flichen-
inhalt in einer Behauptung auftaucht. Der Grund ist, dass Bogenlinge neuw ist, und Fldchen-
inhalt, jedenfalls fiir Flichen {(x1,22);a <21 <bund 0 < x5 < f(x1)}, schon als Inte-
gral definiert worden ist. Diese alte Definition kénnte man erweitern auf Flichen, die defi-
niert sind mit Hilfe eines Fahrstrahls an einer Kurve. Ein Beweis von Lemma|l.17 wiirde
dann bedeuten, dass man zeigt, dass das Ergebnis dieser alten Definition dibereinstimmt

mit dem Ergebnis in .
Bemerkung 1.17.3 Wenn man eine Kurve mit Polarkoordinaten beschreibt, das heifst
[ a,b] = R? mit
f(t) = (r(t) cos(t), r(t) sin(t)),
wobei r : [a,b] — R, dann vereinfacht sich die Formel in 2u

b b
1 r(t) cost r(t)sint 1 2
I'= 5/ det ( r'(t)cost —r(t)sint  r'(t)sint + r(t) cost) dt = 5/ (T<t)) dt.
a a

Korollar 1.18 Sei f : [a,b] — R? eine glatte geschlossene Kurve. Geschlossen heift
f(a) = f(b). Wenn sie linksherum orientiert ist und fiqp) ist injektiv, dann gilt fir den
Flicheninhalt I vom wmschlossenen Gebiet die Formel in (1.17).

Beispiel 1.19 Betrachten wir die Kurve oeuf : [0, 27] — R? mit 2

= (§-20521)

Diese Kurve st geschlossen wund linksherum orientiert. Wir

mochten den Flicheninhalt vom umschlossenen Gebiet berechnen.
Mit der Formel aus findet man ‘L

1 (2 —sint)cost (3 —sint)sint

2
I = 2/0 det(—(2—sint)sint—(cost)2 (S—Sint)cost—costsint)dt:
13 13

27 27
/0 (%—%sint—%cos2t+}lsin3t)dt:/0 Idi:?ﬂ'.

N[
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Kurven 11

2.1 Definition der Kriimmung

Wenn wir eine Kurve ¢ — f(t) : [a,b] — R™ betrachten, und dabei ¢ als Zeit sieht, hat
man physikalisch gesehen das folgende:

e f(t) ist der Ortsvektor zum Zeitpunkt t;
e f'(t) ist der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢;

e f"(t) ist der Beschleunigungsvektor zum Zeitpunkt ¢.

Wenn man statt f die Umparametrisierung auf Bogenldnge ¢ betrachtet, bedeutet
das, dass man durch die Spur lduft mit konstanter Geschwindigkeit, genauer gesagt
mit Geschwindigkeitgroffe 1. In dem Fall bekommt man auch mit ¢” eine geometrische
Grofle. Denn, wenn die Geschwindigkeitsgrofle konstant ist, muss der Beschleunigungvek-
tor seitwérts gerichtet sein. Das sieht man auch wie folgt. weil ||| = 1 gilt, folgt

2 /
¢ =) =L (I91?) =5 () =o.

Beispiel 2.1 Betrachten wir als Beispiel den Kreis (x —my)” + (y — ms)® = R?. Diesen
Kreis kann man auf Bogenlinge parametrisieren durch

¢ :[0,27R] — R? mit ¢ (t) = (my + Rcos (t/R),ms + Rsin (t/R)).
Man findet direkt, dass
¢ (1) = (—sin (t/R) ,cos (¢/R)) wnd | ()] = 1.
Auch findet man

o) = (TS, 2R o 0] =

Es gilt ' (t) - ¢" (t) = 0 und auch, dass ||¢" (t)||”" den Radius vom Kreis ergibt. Beim
Kreis definiert man die Kriimmung r durch k = R™'. Also gilt k = ||" (1)]|.

13
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Auch fiir Kurven in R"™ kann man, wenn die Kurve glatt ist und zweimal differenzierbar,
mit Hilfe der Umparametrisierung nach Bogenlinge so die Kriimmung definieren. Diese
Kriimmung & soll so sein, dass man mit R = x~! den Radius des Kreises findet, der sich
‘am besten anschmiegen’ lasst an diese Kurve bei der Stelle ¢ (t). Dieser Vorgang fiihrt
zu der folgenden Definition.

Definition 2.2 Sei ¢ : [0,7] — R" eine zweimal stetig differenzierbare Kurve mit
' ()|l =1 firt e [0,T]. Dann definiert man an der Parameterstelle t:

e die Kriimmung: x(t) = ||¢"(t)]],

und falls ©"(t) # 0:

" (t)
e den Hauptnormalenvektor: v(t) = — ——,
" ()]
den Krii dius: (1) = —
e den Kriimmungsradius: r(t) = ,
" (@)
) . (1)
e den Krimmungsmittelpunkt: m(t) = ¢(t) + ” ”(t)HQ-
¥

Falls ¢"(t) # 0 fir alle t € [0,T]

e die Evolute: die Kurve m : [0,T] — R™ mit m(t) wie oben.

Der Kreisbogen, der ¢ (t) fiir ¢ nahe an ¢, so am Besten approximiert, wiirde man
dann parametrisieren durch

¢ (t) = m (to) + Rsin (%) ¢’ (to) + Rcos (t ;%to) [@j’)’/;t(z;I)I 2
mit 1
SR

und dass dies auch tatsédchlich stimmt, sieht man im folgenden Lemma.
Lemma 2.3 Sei ¢ : [0,¢] — R™ eine zweimal stetig differenzierbare Kurve, mit

o || (V)] =1 fir allet € [0,¢], und

o cs gibt ein tg € (0,€) mit ||¢" (to)|| # 0.

Sei ¢ definiert in . Dann folgt

L 2B =)

>~ =0.
t—to (t — to)
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Beweis. Fiir jede Komponente von ¢ und deshalb auch fiir ¢ selber, gilt wegen des Satzes
von Taylor, dass

o £ =@ (t0) = (£ = ) &' (1) — § (¢ — to) ¢ (t0)
t—to (t - t0)2

~0. (2.2)

Weil

) S N, po (t=h) =g _
C“““(“W+HW%MJ**% (f%>mﬁwwM| o to)

t—to

) = es(TF) A =

1" —1 l— t0> _30// (t())
c' (t = ——CO0S —_—
W = g Tl

und weil man auch Taylor auf ¢ anwenden kann, folgt

c(t) — ¢ (to) — (t —to) ¢’ (to) — 5 (t —to) " (o)

— (p// (to)

li =0. 2.3
Kombiniert man (2.2)) und (2.3)), so folgt auch das gewiinschte Ergebnis. [ ]

Beispiel 2.4 Wir betrachten die Kurve f :[—2,2] — R? mit
f(t) = (t* — 1,43 — t). Man findet

£ =@+ (22— 1) =2 +1
und

t
s(t) = /2 1f/(@) dt = 3%+t + L.

Die ]m}ers s st definiert von [O, %} nach R und wird .
verwendet fiir die Parametrisierung auf Bogenlinge: ¢ C><
[0,2] — R? mit o(t) = f(s™(7)). In Abbz’ldung sieht |

man die Spur von f, ¢ und die dazugehdrende Fvolute m.

1

NN

-1

Abbildung 2.1: Vom Fisch zur Fledermaus: Die Spur zu f (und ¢) in schwarz; rechts
zusammen mit ihrer Evolute m in griin.

!Die Formel von Cardano gibt sogar eine explizite Losung:

B V2  V/VOrT—84r +200 + 14 - 37
Y/V9rZ — 847 + 200 + 14 — 37 V2 '

Sinv (7_)
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2.2 Kriimmung bei beliebigen Kurven

Die Integrale, die erscheinen wenn man eine Kurve auf Bogenlédnge umparametrisiert, sind
selten explizit zu losen. Deshalb méchte man die Kriimmung berechnen ohne umzupara-
metrisieren. Das gehen wir in diesem Paragraphen an.

Sei f : [a,b] — R™ eine glatte, zweimal stetig differenzierbare Kurve und ¢ : [0, ;] —
R™ die auf Bogenléinge umparametrisierte. Das heift, fiir

G

ft) = (pos)(t).

hat man

Daraus folgt
F(0) = (¢ os) (1) (1) und o
f1(t) = (" 0s) (1) ()" + (¢ 0s) (1) s"(1). '

Lassen wir die Variable ¢ weg. Man hat
s = HfH >0 (2.5)
| = f'- f', folgt 2¢'s”" = 2f" - f" (siehe FuBnot und also
§! — (S/)—l f/ . f”- (26)
Kombinieren wir (2.4)), (2.5 und (2.6)), so folgt
S0// 05— (S/>_2( " (gpl o S) S//) _ (S/)—Q (f” o (S,)_l f/ S//)
W=y

| ( ff)f>: TR

Mit Hilfe dieser Formel, mit der ¢” sich durch f-abhédngige Terme ersetzen ldsst, konnen
wir alle in Paragraph definierten Groflen jetzt allein mit Hilfe von f schreiben. Wir
brauchen also ¢ nicht explizit zu berechnen.

und mit (s’)

’

(2.7)

f

e Weil man fiir den Zéhler in (2.7 folgendes hat

s = (=) (] - o) -
o i o
gilt fiir die Kritmmung am Punkt ¢ (s(t)) = f(¢), dass
e IR = g gy

L Tk 28)

2Fiir zwei differenzierbare Vektorfunktionen a, 3 : I — R™ gilt

(Z akﬂk) = Z aBy +apfy) =o' - Bra-p

k=1
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e Den Hauptnormalenvektor findet man, wenn man (2.7)) dividiert durch ([2.8)).
e Der Kriimmungsradius ist immer noch x~! und x kennen wir aus (£2.8]).

e Fiir den Kriimmungsmittelpunkt bekommt man

-y

= f4 _
m=t TGk

(p//OS B ’
lrosP !

Fassen wir zusammen:

Lemma 2.5 Sei f: [ — R" eine glatte Kurve. Dann gilt fiir die Krimmung

R -y

, 2.9
7T 2
fiir den Hauptnormalenvektor
|/ ey
H”f ” Fr=(f
und fir den Kriimmungsmittelpunkt
— (1) f
=/+ : 2.10
=1 e 210

Bemerkung 2.5.1 Wenn f' (t) und f" (t) unabhingig sind, dann gilt die strickte Cauchy-
Schwarz Ungleichung, also

- wl< | o)1 ol (2.11)

und folgt, dass der Zdihler in ungleich 0 zst Dze strenge Ungleichung in
besagt, das die Projektion von f” auf f', das heift L f’ i LI 1 eine strickt kleinere Lange als
f" hat:

fl . fl/ f/ f// H
|2 =5 i < B gy =,
Die Formel in kann man tbrigens auch mit Hilfe dieser Projektion schreiben:
’ 2 f” - fl/.f,/’ f/
m=f+ Hf H I (2.12)

1. £ 2
f// . J}/.J}l f/

Bemerkung 2.5.2 Diese Formeln lassen sich vereinfachen fiir die Ebene. Die Krimmung
wird

V«wﬂw;ﬁ«ﬂf+w>)<ﬁ BB\ - B

i ((f:{)2 + (fé)Z) - ((f{)2 + (fé)2)3/2'

Fiir den Hauptnormalenvektor gilt

()= smUis AR ()
& ot N
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und fir den Krimmungsmittelpunkt
(1) +(f2)) - ﬁm/+ﬁw>:
!/
)

(%)::(ﬁ)+§P_ ( E; 1Y) = B+ fif2)
- (5)+ i ”> (=g )
- (1) T ().

Die sign-Funktion ist definiert durch

+1 fallst > 0,
sign (t) = 0 fallst =0,
—1 fallst < 0.

Beispiel 2.6 Wir betrachten f : [0,67] — R® mit f(t) = (tcost,tsint,t). Die Spur der
Kurve und deren Evolute sind in Abbildung[2.9 dargestellt.

10

Abbildung 2.2: Spur und Evolute in 3D.

Bemerkung 2.6.1 Sei f : I — R? cine glatte, zweimal differenzierbare Kurve. Am Punkt
f(t) kann man jetzt einen Tangentialvektor und einen Hauptnormalenvektor konstruieren.
Will man ein komplettes Dreibein an dieser Stelle f(t) haben, kann man einen zweiten
Normalenvektor bekommen durch das Vektorprodukt:

Uy Uy up v € UV — U3V
U9 X Vo = det U Vo éQ = U3V — U1V3 . (213)
us U3 uz vs €3 U1V2 — U2Vy

Hier sind {&;,8&,,83} die drei Standardeinheitsvektoren. Wenn ¢ eine Parametrisierung
auf Kurvenlinge ist, dann hat man ein Dreibein {¢'(t), ¢"(t),¢'(t) x ¢"(t)}. Siehe Abbil-

dung[2.3.

Das Vektorprodukt in R?, auch Kreuzprodukt genannt, hat folgende Eigenschaften:
Sei u,v,w € R? und s,t € R.

e uXUvV=—vXu,alsouxu=0;
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Abbildung 2.3: Die Spur einer Kurve mit Parametrisierung auf Bogenldnge ¢ und das
Dreibein {¢'(t), " (t), ' (t) x ¢"(t)} an der Stelle p(t).

o (suttv) xw=s(uxw)+t(vxuw);

o |luxol = |lu||v]sin(ZuOv) ist der
Fldacheninhalt vom Parallellogramm mit
den Ecken O, u, u + v und v;
e {u,v,u x v} ist positiv orientiert (Rechterhandregel);
o uXx (vxw)=(u-w)v— (u-v)w, de GraBman-Identitit;
o (uxwv)-w = det(u,v,w) mit u,v,w als Spaltenvektoren. Wenn {u,v,w} positiv

orientiert ist, gleicht det (u,v,w) dem Inhalt des Parallelepipeds (wird auch Spat
genannt),
P ={ciu+ cov+czw; 0 <¢; <1}.

Beweise finden Sie bei der Linearen Algebra.

u x v

Abbildung 2.4: Darstellung vom Vektorprodukt (Kreuzprodukt) in R?
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3.1 Eine Einleitung

Eine Differentialgleichung beschreibt eine Beziehung zwischen Ableitungen einer Funktion
oder Vektorfunktion und dieser Funktion selbst. Die Gleichung wird meistens geliefert
durch ein physikalisches Modell. Das Finden des richtigen Modells oder das Modellieren ist
eine Kunst an sich, ist aber keinesfalls unabhéngig von den mathematischen Ergebnissen,
die aus der Differentialgleichung folgen. Nur wenn diese Ergebnisse sich umsetzen lassen
in verniinftige Aussagen fiir das physikalische Problem, kann das Modell passend sein.

Modellieren Differential-
Problem .
> gleichung
\L Testen \L Losen
Ubersetzen
Ergebnis ) Funktion

Abbildung 3.1: Das Modell ist nicht die DGI und die Lésung ist nicht das Ergebnis.

Beispiel 3.1 Beschrinktes Wachstum liefert die logistische Differentialgleichung:

d'(t) =d(t)(1—d(t)). (3.1)
Beispiel 3.2 Das idealisierte Federpendel ohne Reibung:

u"(t) = g — CHooke u(l). (3.2)

Beispiel 3.3 Das Pendel einer Uhr (ohne Reibung):

@ (t) = = sin(p(1)). (3.3)

21
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Beispiel 3.4 Das Auto bei einer Vollbremsung:
2" (t) = —Cpeifen sign(z'(t)). (3.4)

Statt selber Losungen zu suchen, konnte man Computer-Algebra-Systeme verwenden.
Fiir diese vier ersten Beispiele folgen die Ergebnisse von Mathematica und Maple in
Abbildung [3.2] und [3.3] Ein totales Vergniigen ist es nicht.

(> dsolve (diff(d(t), t) =d(t)- (I— d(t)));
1

() =——————
@ 1477 1

> dsolve(diff(d(1), 1, 1) = g—c-d(1)):

dct) =sin(:Je t) C2+4 cos(xJet) CI+ f

> dsolve(diﬁ”(q;(t), t,t) :f%sin((p(t)));

(1) 0
[ ! datC20,{ - ! da—t— C2=0

1 (2gcos(_a) + CI1l) — 1 (2gcos(_a) + CI1l) —

> dsolve(diff(x(0), 1, £) = —c-sign(diff(x (1), D))
x(1) = f%ct2+7CJl+7C2

Abbildung 3.2: Die Losungen von Maple

inf}= DSelve[d'[t] =d[t] (1 -d[t]), d[t], t] 11
T et -

ouiii= {{d[c] = Pl ]

2= DSolve[u''[t] == g - cpocke u[t], u[t], t] j

outzi= [{uit] - ci2] cos |t vV moge | + CI1] Sinlt v Crooge | + —0— 1} j

o B - - - CHooke =~ 1

In[3L= DSolve[qp' [E] = —% sin[e[t]], e[t], t] ]

K|

Solve::ifun :
Inverse functions are being used by Solve, so scme solutions may not

be found; use Reduce for complete sclution information. More..

Outf3l= n; [t] = 2 JacobiRAmplitude

WZgti-1lt2c[l] -4gtcl2]-21tc[llcl2] =2gCl2]2-1c[1]C[2]2

24T !

4 P -
% by {wlt] = 2 Jacobifmplitude
2g-1cp1] -0t t
W2gtZ-1t2c[il] -4gte2]+21tc(l]c[2] =2gc(2]2+-1cli]c[2]?
24T ’
4qg
2g+1c[1l] “°” ]
In[4}= DSolve[x'[t] = -Creiren Sign[x[t]], x[t], t] 7]
. 1 . <
Solve::eqf : -Re| ———— | <0 is not a well-formed equation. More..

1-ox[t]

Abbildung 3.3: Die Losungen von Mathematica

3.1.1 Lo6sungsbegriff

Die Differentialgleichungen, die verwendet werden beim Modellieren von physikalischen
Groflen stellen immer eine Grofle von etwas dar, das sich stetig verdndert. Daher ist es
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iiblich, dass man Losungen versteht als Funktionen, die nicht nur die Differentialgleichun-
gen erfiillen, sondern auch auf eine zusammenhéngende Menge definiert sind.

Definition 3.5 Sei F': R*! — R cine stetige Funktion. Man nennt die Funktion x eine
Losung der Differentialgleichung k-ter Ordnung

a®(t) = F (2% V), 2572@),.... 2 (t),2(t),1), (3.5)

1. es ein Intervall I in R gibt derart, dass x : I — R eine k-mal differenzierbare
Funktion ist, und

2. die Funktion x fir alle t € I die Gleichung erfillt.

Schauen wir uns jetzt mal an, welche Resultate diese Computer-Algebra-Systeme uns
gebracht haben und vergleichen wir sie mit den moglichen Losungen.

Fortsetzung von Beispiel 3.1 Die Lisungen, die Mathematica und Maple gefunden
haben fir d'(t) = d(t) (1 —d(t)), sind als Formeln erschienen. Klar fehlt bei Maple und
Mathematica die Losung d(t) = 0. Bei Mathematica fehlt noch mehr, es sei denn, man
erlaubt C[1] € C. Wenn man alle Losungen von betrachtet, das heifit als Funktionen
d: I — R, mit ] CR einem Intervall, dann bekommt man:

I. firc<0, d:R—R mit d(t) = -

II. firec>0, d:(logc,o0) =R mit d(t) = efic

III. fire>0, d:(—oo0,loge) =R mit d(t) = efic
IV, d:R—>R mit d(t) = 0
V. d:R—R mit d(t) =1

Man sieht, dass es Lisungen gibt mit (einseitig) beschrinktem Definitionsgebiet und mit
dem ganzen R als Definitionsgebiet. Das zusammenhdngende Definitionsgebiet fiir eine
Losung wird das Existenzintervall genannt. Ein Bild mit der Skizze einiger Lésungen
folgt. Obwohl sich diese unterschiedlichen Losungen dem Anschein nach beriihren, sind
sie in Wirklichkeit tiberall verschieden.

Fortsetzung von Beispiel 3.2 Die Differentialgleichung u”(t) = g — Crooke u(t) enthdlt
Ableitungen zweiter Ordnung und in der Lisungsformel stehen 2 Konstanten. Wenn die
Differentialgleichung nicht entartet ist, gilt solches allgemein. Eine nicht-entartete Dif-
ferentialgleichung, die eine Ableitung n-ter Ordnung enthdlt, hat n freie Konstanten in
threr allgemeinen Losungsformel.
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Fortsetzung von Beispiel 3.3 Diese Differentialgleichung ©"(t) = —4%sin (¢(t)) ldsst
sich nicht explizit losen mit Hilfe der tiblichen Funktionen. Anscheinend kennt Mathema-
tica eine Funktion, die Maple nicht kennt.

Fortsetzung von Beispiel 3.4 Fiir dieses Beispiel gibt Mathematica eine unverstdandliche
Antwort, die eine ganze Seite braucht (und weggelassen ist) und Maple gibt eine falsche
Losung. Man muss gestehen, dass man den Standardlosungsbegriff fir diese letzte Diffe-
rentialgleichung x”(t) = —Cpeifen Sign(a2’(t)) erweitern muss. Die Funktionen, die man als
Losung zulassen mdchte, sind ndamlich nicht iberall zweimal differenzierbar:

CReifen ’

volvo| - vl
5 urt > ——.
+ 2CReife7L f — CReifen

( { To+ vyt — %sign(vo) CReifen t* fiir 0 <t < vol
T =

Hier ist vy die Anfangsgeschwindigkeit. Man sieht, dass sich der Bremsweg ‘quadratisch’
zu vy verhdlt. Ein Bild mit Skizzen von einigen Losungen t — x (t) und die dazugehdrende
v =2a' findet man unten. Fir die Konstante cpeifen, ist 1 gewdhlt. Und wer fuhr rickwdrts?

x v

15
100
12.5
80 10
60 7.5
40 5k
.- N
- 2.5 >

20 - S~

L S N .

- > : t

. 5 10 15 20
””””” 5 1o IS T 20

Beispiel 3.6 Das Sprungbrett im Schwimmbad, auf dem einige Leute bewegungslos ste-
hen:

u(z) = f(x).
Die Gewichtsverteilung wird durch f gegeben. Die Auslenkung wird durch die Lésung u
vertreten. Die Liosungen findet man durch viermal Integrieren, und das liefert uns:

u(x) = é/ (x — 8)° f(s)ds + co + 10 + coa® + ez,
0

Beispiel 3.7 Das Lorenz-System:

mit «, 3,7 € R (meistens RY ). Explizite Losungen gibt es kaum. Fir bestimmte Parame-
ter zeigen die Losungen (numerische Approximation) chaotisches Verhalten. Es hat viele
Mathematiker dazu gebracht, derartige Systeme genauer zu studieren.

Im Allgemeinen sieht so eine gewéhnlicheﬂ Differentialgleichung aus wie

F(z"(t), 2D (),...,2"(t),2'(t),x (t) , t) = 0.

lGewohnlich wird als Gegensatz zu partiell benutzt. Eine partielle Differentialgleichung gibt ei-
ne Beziehung zwischen partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer Verédnderlichen. Zum Beispiel
%x(t, s) + %x(t, s) = z(t, s). Wir werden hier nur gewohnliche Differentialgleichungen betrachten.
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Die hochste Ableitung die erscheint, heifit die Ordnung der Differentialgleichung. Wenn
man so eine Dgl. in expliziter Form schreiben kann:

2™ () =G (" V@), 2" (1), 2 (1), 2 (1), 1)
hat diese Dgl. Ordnung n.

Problem 3.8 Wenn man eine Differentialgleichung vorgesetzt bekommt, hdtte man am
liebsten, dass es eine explizit bekannte Funktion x : I — R (oder R™ bei einem System
von mehreren Differentialgleichungen) gibt derart, dass die Gleichung erfillt ist. Leider
passiert das recht selten. Meistens muss man sich zufrieden geben, wenn man die folgenden
Fragen beantworten kann:

1. Gibt es eine Lisung?

2. Wenn ja, ist diese Losung eindeutig?

3. Kann man qualitative Ergebnisse fiir diese Losung finden?

Obwohl fiir die meisten Dgl. keine explizite Losung zu finden ist, ist es doch verniinftig,

sich die Fille, bei denen es eine explizite Losungmoglichkeit gibt, mal genauer anzugehen.

3.1.2 Erste Ordnung und Systeme héherer Ordnung

Eine Differentialgleichung hoherer Ordnung kann man immer schreiben als ein Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung. Fiir die Gleichung

2™ (t) =G (ta(t), 2 (t),..., 2" D(t)) (3.6)
setzt man x1 () =2 (), 2o (-) = 2’ (), ..., 7, (-) = 2™V (-), oder mit Vektornotation
1 (1) :c/(t)
F(t) = IQE(” | 7 E(t> . (3.7)
n (1) 2 (1)
Es folgt, dass
a:il (1) x/’/(t) xo (1)
P (1) = ) | _ | = '(t) _ 0
y, (t) x" (t) Gt xy(t),m2(t), ..., za(t))
Setzen wir
F(t,7) = o (3.8)
Gt 21,2, )
so folgt

—

7(t)=F(t,Z(1t)) (3.9)

ist ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Eine Losung ist eine differenzierbare
(Vektor)Funktion Z : I C R — R™. Auch hier soll I ein Intervall sein.
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Lemma 3.9 Seien F' und G wie in (@ und I C R ein Intervall.

o Wennz: I — R" eine Losung von , dann ist x == x1 : I — R eine Ldsung von

o Wenn x : I — R eine Ldisung von , dann ist ¥ = (x, e ,x(”_l))T I - R”

eine Losung von .

Beweis. Die Funktion #: I C R — R ist eine Losung von (3.9)), wenn sie differenzierbar
ist und erfiillt. Dann ist jede Komponente, also auch z,, differenzierbar und dies
bedeutet, dass x n-mal differenzierbar ist. Weil wir F' passend zu G definiert haben, ist x
eine Losung von ([3.6]).

Wenn z : I C R — R eine Losung ist von , dann ist z n-Mal differenzierbar. Es
folgt dass 7 differenzierbar ist und erfiillt. n

3.2 Lineare Gleichungen, konstante Koeffizienten
Definition 3.10 Fine Differentialgleichung der Form

20(t) = ar ()" (1) + az ()22 () + - A @ (D2 (1) + an(t)x(t) + (1)
nennt man linear.

e Man sagt ‘mit konstanten Koeffizienten’, wenn a;(t) = a; € R fir jede i =
1,....,nundt eR.

e Man nennt diese lineare Gleichung homogen, wenn f = 0.

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sind wichtig aus zwei
Griinden: 1) die Losungen sind relativ einfach und ziemlich explizit zu konstruieren, 2)
man kann lineare Differentialgleichungen verwenden, um das Benehmen von nicht-linearen
Differentialgleichungen in der Nihe einer Gleichgewichtslosung zu studieren.

3.2.1 Einfache Beispiele linearer Gleichungen

Die einfachste Differentialgleichung, die man sich vorstellen kann, ist
2'(t) = f(t). (3.10)
Die Frage, die man sich stellt, heifit:
Wenn die Funktion f gegeben ist, welche Funktion ist x?

Bemerkung 3.10.1 Die erste Frage sollte eigentlich nicht lauten, welche Funktion dieses
x ist, sondern ob es sie gibt und ob es die einzige ist? Weil wir diese Differentialgleichung
auf eine konstruktive Art losen konnen, werden all diese Fragen gleichzeitig beantwortet.

Der Hauptsatz der Integralrechnung sagt dass, wenn f : [a,b] — R stetig ist, die
Funktion F' : [a,b] — R, definiert durch

Fi = [ rs)is
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eine differenzierbare Funktion ist und, dass sogar gilt

F(t) = f(t).

Das heif3t, eine Losung fiir haben wir gefunden, nédmlich x = F. Man sieht auch
sofort, dass es auch eine Losung sein wird, wenn man eine Konstante addiert zu diesem
F. Um eine eindeutige Losung zu haben, muss man wohl z an irgendeiner Stelle ¢ € [a, ]
festlegen.

Lemma 3.11 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und xy € R, dann hat das An-
fangswertproblem
e .
z(a) = xg

genau eine Ldsung, ndamlich
t
z(t) = xo +/ f(s)ds.

Bemerkung 3.11.1 FEine Losung heifit hier eine differenzierbare Funktion x : [a,b] — R,
die beide Gleichungen in erfillt.

Beweis. Der Hauptsatz der Integralrechnung besagt, dass z(t) = zg + fi f(s)ds eine
Losung ist. Diese Funktion ist die einzige Losung. Wenn sowohl x als auch 7 eine Losung
ist, dann gilt fiir y := x — &, dass

vy =2 -3 =f—-f=0.
Dann findet man, als eine Folge des Mittelwertsatzes, dass y konstant ist. Also gilt
y(t) = yla) = z(a) — Z(a) = xo — 2o = 0

und es folgt = = 7. [ ]

Die zweit-einfachste Differentialgleichung, die man sich vorstellen kann, ist
Z'(t) = z(t). (3.12)
Aus der Kindheit kann man sich vielleicht noch daran erinnern, dass
z(t) =€

eine Losung ist und dass man sogar mehrere Losungen hat. Sei ¢ € R, dannist z : R - R
mit z(¢) = ce! eine Losung von (3.12). Wenn x5 € R mit 2(0) = z, gegeben ist, findet
man z(t) = e'x.

Dass man auf diese Weise alle Losungen bekommt sieht man, indem man x(t) ersetzt

durch y(t) = e7*z(t). Dann folgt x(t) = e'y(t) und (3.12)) dndert sich in

e'y(t) +e'y'(t) = e'y(t).

Das heifit, ¥/(t) = 0 und y(t) = y(0) = ’z(0) = =z ist die einzige Moglichkeit. Also ist
auch z(t) = e'y(t) = e'zg die einzige Losung.
Ebenso findet man fiir A € R und zy € R, dass das Anfangswertproblem
'(t) = dxe(t) furt € R
{ 2(0) = 74 : (3.13)

als einzige Losung die Funktion x : R — R hat mit

z(t) = eMay.
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Die dritt-einfachste Differentialgleichung, die man sich vorstellen kannP] ist die
Kombination von beiden vorhergehenden

Z'(t) = z(t) + f(1). (3.14)
Substituieren wir wie vorhin z(t) = e'y(t), dann folgt
e'y(t) + 'y (t) = e'y(t) + (1),

Das ldsst sich vereinfachen zu /() = e ' f(¢) und formal kénnen wir diese Differential-
gleichung 16sen:

t
y(t) = / e *f(s)ds + c.
0
Fiir z finden wir

z(t) = e'wg + €' /t e Sf(s)ds.
0

Lemma 3.12 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, A € R und xy € R, dann hat das
Anfangswertproblem

P .
{ 2'(t) = Ax(t) + f(t) firt € [a,b] . (3.15)
z(a) = xg
genau eine Losung, ndimlich
t
z(t) = Mgy + / N9 f(s)ds. (3.16)

Wenn man die vorhin erkldrten Schritte verfolgt, kann man sofort einen Beweis be-
kommen. Normalerweise lernt man die Formel in (3.16|) nicht auswendig, sondern man
wendet den folgenden Trick an. Man nennt diesen Trick: Variation der Konstante.

Algorithmus 3.1 Sei f:[a,b] - R und A € R. Man sucht eine Ldsung z von

2(t) = Ax(t) + f(b). (3.17)

A

1. Das Lésen des homogenen Problems 2/(t) = \x(t) liefert xz(t) = eMc mit c €

R.
2. Man sucht die Losungen von (3.17) durch Substitution z(t) = eMc(t).

Beispiel 3.13 Gefragt sind die Losungen von x'(t) = 4x(t) + 2 sinh(4t).
Die homogene Gleichung z'(t) = 4z(t) hat x(t) = e*'c mit ¢ € R als Ldsungen.
Die Substitution z(t) = e*c(t) liefert

4e*e(t) + e (t) = 4e*c(t) + 2sinh(4t) = 4e*c(t) + et — e,
Das heift ¢ (t) =1 — e ¥ und
t
c(t) = +/ (1 —6_88> ds = ¢ +t—|—% (e_St— 1)
0
liefert

o(t) = e +te + te M

Die Funktion x ist wohldefiniert auf R.

2Es soll schon mehr originelle Texte gegeben haben ...
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Beispiel 3.14 Gefragt sind die Lisungen von x'(t) = —x(t) + log(t).
Die homogene Gleichung x'(t) = —x(t) hat z(t) = e~*c mit ¢ € R als Lisungen.
Die Substitution x(t) = e 'c(t) liefert
—ete(t) + et (t) = —ete(t) + log(t).

Das heift ¢ (t) = e'log(t) und

t
c(t) = +/ e’ log(s)ds
1
liefert
t
x(t) = cre”’ +/ e* " log(s)ds.
1

Die Funktion x ist wohldefiniert auf (0, 00).

3.3 Lineare Systeme, konstante Koeffizienten

Mit dieser Uberschrift werden folgende Probleme gemeint. Sei f : I — R™ und a;; € R
gegeben und man versucht  : I — R" zu finden derart, dass das folgende System von
gewOhnlichen Differentialgleichungen erfiillt ist:

$,1<t> = a1 $1<t) —+ a2 .CL'Q(t) =+ -+ Q1n l‘n(t) + fl(t),
xh(t) = agy x1(t) + age x2(t) + -+ - + ag, xa(t) + fo(t),

(3.18)
2 (t) = any T1(t) + ang T2(t) + -+ - + @ o (t) + fo(t).
Das homogene Problem hat folgende Form:
2y (t) = a1 x1(t) + arp z2(t) + -+ - + ar, (1)
xh(t) = ag x1(t) + a22.:c2(t) + 4 ag, z,(1) (3.19)
2 (1) = apy 1 () + ang x2(t) + -+ + Qpn (1)
oder, wenn wir die Matrix
aip Q2 - Qip
A— Q21 Q22 -+ Q2p
Qp1 QAp2 - App
verwenden, kiirzt sich (3.19) auf
' (t) = A xz(t), (3.20)

wobei nicht zu vergessen ist, dass x : R — R" gesucht wird.

Diese Gleichung in (3.20]) sieht sehr &hnlich aus wie (3.13]).

Kann man die exp-Funktion verwenden?
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Wir erinnern noch mal daran, dass die Exponentialfunktion als eine Potenzreihe defi-

niert ist:
e =) o (3.21)
k=0

und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius oo hat. Auflerdem gilt innerhalb des

Konvergenzradius, dass
/
oo Zk o0 Zk !/
<Z ky) :Z (k') ‘
k=0 k=0

Statt in (3.21)) z € C, kénnte man auch z € M™*"(R) nehmen; M™*™(R) sind die n x n
Matrizen mit reellen Koeflizienten.

Definition 3.15 Sei A € M™*"(C). Man definiert
A) = 1 AF
exp(A) = ;g :
=0

Bemerkung 3.15.1 Statt exp(A) schreibt man auch e,

Lemma 3.16 Fir alle A € M™*"(C) konvergiert glim Zi:o SAF in M™(C). Oder an-
—00 :

ders gesagt: exp(A) ist wohldefiniert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Komponente ( izo %Ak) konvergiert fiir ¢ —
) 2

00. Setzen wir
m = max {|A;;];1 <i,7 <n}.

Dann gilt fiir den 4, j-Eintrag von %Ak , dass

k
m m m
R e
k! i k! T k!
m m m .
17]
Weil die Reihe
bkl
>
k=0
konvergiert, ndmlich nach %em", ergibt das Majorantenkriterium, dass auch
o0
Lok
> (),
k=0 0]
konvergiert. ]

Lemma 3.17 Sei A € M™™(R) und xo € R". Dann hat das Anfangswertproblem

(zzpmomren.

genau eine Ldosung, ndmlich die Funktion x : R — R"™ mat

x(t) = exp (At) z.
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Beweis. Durch Lemma wissen wir, dass jede Komponente von exp (At) Konvergenz-
radius oo hat. Auch wissen wir, dass man innerhalb des Konvergenzradius die Folge von
Summe und Ableitung &ndern darf, ohne dass sich das Ergebnis &ndert. Das heif3t:

(exp (At)z0)" = (Z = (Ana )=Z(;, (At >:

= k 1
= Z i ARty = AZ EAZtZ:CO = Aexp (At) z.

=0
Weil?]
(exp (At) zo),_y = e® zo=1 20 =20
gilt, ist z(t) := ex( eine Losung von (3.22)).

Ist es die einzige Losung? Nehmen wir an, es gibt mindestens zwei Losungen x und
Z. Dann erfiillt £ = x — & das Anfangswertproblem (3.22) mit #(0) = 0. Wir betrachten
y(t) := e~ i (t). Es folgt, dass

y(0)=¢e? 2(0)=10=0

und, weil wie oben (e~ At) —Ae=4t, gilt auch

y(t) = (eMa(1) = —Ae Ma(t) + e M) =
= M (t) — Ai(t)):e‘AtO:O,

und wir finden y}(¢) = 0 fir ¢ € {1,...,n}. Das heiit, jede Komponente, also auch y ist
konstant und wegen des Anfangswertes sogar 0. Wei]ﬁ

€At€AS _ eA(tJrs)

gilt auch
a(t) = ete Mi(t) = eMy(t) = 0 = 0.

Weil wir angenommen haben, dass x und & unterschiedlich sind, haben wir einen Wider-
spruch erzeugt. [ ]

3Hier ist I € M™*"(R) die Identititsmatrix und O € M™*"(R) die Nullmatrix:

0o 1 .
I = o _ und O =
: . .0 :
0o --- 0 1 0 --- 0

4Wir haben hier folgendes Ergebnis benutzt:
Lemma 3.18 Seien A, B € M™*™(R) (oder M™*™(C) ). Dann gilt
et4esB = et AT5B fir glle s,t € R

dann und nur dann, wenn
AB = BA.
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Das allgemeine Problem in (3.18)), bei dem man auch eine rechte Seite f : R — R”
zulésst, das heif3t

2(t) = A x(t) + f(1),
bei dem wiederum x : R — R" gesucht wird, kann man genau so 16sen wie in Lemma

o 12

Theorem 3.19 Sei f : [a,b] — R" eine stetige Funktion, A € M™*"(R) und xy € R".
Dann hat das Anfangswertproblem

{ 2(t) = Ax(t) + f(t) fir t € [a,0] (3.23)

z(a) = xg

genau eine Losung x : [a,b] — R™, ndmlich
t
z(t) = eA gy + / A9 f(5)ds. (3.24)

Bemerkung 3.19.1 Das Integral iiber einer Vektorfunktion ist definiert als Vektor von
den Integralen der einzelnen Komponenten. Also fir g : [a,b] — R™ mit integrierbaren
Komponenten g;, 1 =1,....,n

f;; g1(s)ds
[ oty = |
fab gn(s)ds
Auf der rechten Seite von steht so ein Integral.

Bemerkung 3.19.2 Das Definitionsgebiet [a,b] von f wird als Defintionsgebiet fir x
tibernommen. Wenn f : R — R stetig ist, dann findet man fiir die Differentialgleichung
x'(t) = Azx(t) + f(t) die Losungen x : R — R mit

t
z(t) = eV —i—/ =9 f(s)ds. (3.25)

Dabei ist xq € R™ beliebig zu wéihlen. Die Tatsache, dass das Definitionsgebiet iibernommen
wird, trifft nur zu bei linearen Gleichungen.
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4.1 Die Lineare Algebra zum Matrixexponenten

Wir haben gesehen, dass man das Differentialgleichungssystem
' (t) = Ax (1)
mit A € M™*" (R) losen kann durch
x (t) = exp (tA) xo mit xy € R™.

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie man so einen Matrixexponenten berechnen
kann. Direkt die Potenzreihe ausschreiben scheint nicht besonders angenehm zu sein.

Beispiel 4.1 Direktes Ausschreiben fiir A = ( ; i > fiihrt zu

(T 2Y)_ (12 OH 12 1+ﬁ 12 3+
oXp 34)) "\ 34 3 4 2\ 3 4
(VO (L2 e T 0 P37 54
—\o01 34) 215 22) 381 118)"

1+t I+ B4 2452+ 1885+
S\ Bt+ 2 2re . T+ a+ 12+ B84 )

Wenn man Maple fragt, bekommt man ziemlich schnell, dass
_ V/33-5 _ V3345 V3345 _ V/33-5
B 114V33 —¥3=8¢ | 11 2\/336 3454 2\3/3336 3454 2\/536 =54

exp |t 12 = 22 2 3
3 4 V33 V335, /33 V335, 11—V33 Y335y | 11433 VB |
11 11 22 22

Wie schafft Maple oder Mathematica dies? Man soll als (zukiinftiger) Mathematiker doch
wissen, wie man es berechnen kann, beziehungsweise wieso der Rechner das so einfach
hinkriegt.

Wir geben einige Ergebnisse, die man verwenden kann.
Lemma 4.2 Sei A € M™"(C) und t € R.
1. Fiir eine Ahnlichkeitstransformation B,T € M™"™(C) mit T invertierbar gilt:

A=TBT ' = exp(tA) = Texp (tB)T".

33
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2. Fiir eine Blockmatriz A, mit B € M***(C) und C € M"=R)*=k)(C) gilt:

(5 9) emen= (T 0}

Mt O ist die passende Matrix mit ausschlieflich 0-Eintrdgen gemeint.

3. Fiir eine Diagonalmatrix gilt:

A O -0 eMt 0 ... 0
L, 0 )\2 . N etA _ 0 e)\zt . .
0 0 A, 0 0 et

4. Fiir einen Jordanblock gilt:

)\ ]_ 0 .. 0 6)\t te)\t %t2€)\t (n,ll)!tnile)\t
0o x 1 " 0 eM  teM :
A= ¢ . . 00 | =4 = P e L2eXt . (4.1)
1 6)\t te)xt
0 0 A 0 0 e
Beweis.
1. Man findet sofort
=1
exp (tA) = exp (tTBT™' ZE (trBT
k=0
1
=T ( o (tB)k> T™'=Texp(tB)T".
=0

2. Auch hier
oo = (8 2))-£4((3 2) -
) kl < e t"%’“ ) B ( exp(gtB) eXpO(tC') ) '

3. Das Ergebnis folgt als wiederholte Anwendung von 2.

M

k=0

4. Wir schreiben
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und finden so A = A+ E. Weil \[E = AE = EXI, das heifit, Al und E kommutie-
ren, folgt mit Lemma dass

exp (tA) = exp (tA\] +tE) = exp (t\]) exp (tE) = e exp (tE) . (4.2)

Weil E nilpotent ist (die Linie mit 1 schiebt sich jedesmal nach rechts in E?, E®
usw.) und E" = O, gilt

o0 1 B t2 ) tnfl .
tE) = —(tE) =1+tE+—-F"+-- -+ ——F" O =
exp (tF) gk!( ) HE+ B+ +(n—1)! +

1 1 n—

1t St* - it 1
1 t :
: t
0 -+ - 0 1

und kombiniert man mit (4.2)), folgt so das gewiinschte Ergebnis. u

Ohne Beweis werden wir ein Ergebnis aus der Linearen Algebra verwenden, ndmlich
dass jede Matrix einer Jordan-Matrix &hnlich ist. Vorher wird Jordan-Matrix definiert:

Definition 4.3 Fine Matriz J € M™"(C) ist eine Jordan-Matriz, wenn sie wie folgt
aus Blicken zusammengesetzt ist:

B, O O - .. O
. A 0 0
O By O
0 X 1 :
O O B;j . ) .
J = ] . mit B; = P
B O A1
' kol 0 0 N
O -+« v oo O By

Die Aussage ”jede Matrix ist &hnlich einer Jordan-Matrix”bedeutet:

Theorem 4.4 Fiir jede A € M™"™(C) gibt es eine invertierbare Matrizx T € M™*"(C)
und eine Jordan-Matriz J € M™"(C) derart, dass

A=TJT "

Einen Beweis sollte man in der Vorlesung Lineare Algebra bekommen. Die Skalare \;,
die in J erscheinen, sind die Eigenwerte von A.

e Die algebraische Vielfachheit von \;, das heifit die Vielfachkeit von A; als Nullstelle
vom Polynom det (A — AI), liest man ab in J als die Anzahl der \; auf der Diago-
nalen von J.

e Die geometrische Vielfachheit von ); ist die Dimension vom Eigenraum
dim{¢ € C"; Ap = \;¢},

und diese Zahl findet man zuriick als die Anzahl der Jordan-Blécke B; mit A; auf
der Diagonalen.
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e Wenn die geometrische Vielfachheit von \; echt kleiner ist als die algebraische, dann
gibt es mindestens einen generalisierten Eigenvektor der ersten Ordnung;:

— ¢ € C" ist ein generalisierter Figenvektor der k-ten Ordnung fiir A beim Ei-
genwert \;, wenn

(A= XD =0und (A—NI)" ¢ #0.

— wenn ¢ € C” ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung beim Eigenwert
A ist, dann ist (A — A1) ¢ ein generalisierter Eigenvektor der (k — 1)-ten Ord-
nung beim Eigenwert ;. Eigenvektoren soll man auffassen als generalisierter
Eigenvektor der 0-ten Ordnung.

— wenn ¢ € C" ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung (k > 1) beim
Eigenwert \; ist, und man ¢ := (A—\;I)¢ und ¢ als nachfolgende Basisvektoren
nimmt, folgt, weil Ap = b + \;¢, genau 1 auf der zugehorigen Stelle in der
Nebendiagonale.

e Jede Matrix hat einen Basis aus Figenvektoren und generalisierten Eigenvektoren.

Wenn man eine Zerlegung der Form A = T JT~! gefunden hat, dann kann man mit
Hilfe von Lemma {4.2] exp(tA) = T exp(t.J)T ! berechnen.

Beispiel 4.5 Fiir die Matrixz, die wir vorhin benutzt haben, hat man

ey (1 1 (o (g
< 3 4 ) = ( 3—v/33  3+33 ) 0 5+/33 11-v/33 233
4 4 2 22

und es folgt das Ergebnis in Beispiel [{.1]

1 1
-1 1

1

Beispiel 4.6 Fir A = < 1)

) findet man durch det ( 1__1)\ ) =0, das heifst

M —22+2=0,

die Eigenwerte Ay =1 — i und Ay = 1 + 1. Zwei dazugehdrende Figenvektoren sind:

solz(_li) undtp2=<1).

Es folgt
1 1) _ (11 1—i 0 : 1
-11) \ —i i 0 141 5 —3i
und

11 =0t 0
exXp (tA) = < —i i ) ( 0 €(l+i)t ) <

NN |

I N[

= .
~.

N—
I

etcost elsint
—elsint elcost )
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SS 2014: Der Rest dieses Kapitels ist nicht klausurrelevant.

4.2 Die Spur der Losung

Nachdem wir gesehen haben, wie man die Losung bei einem homogenen System gewthn -
licher Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten explizit berechnen kann, mochten
wir ndher eingehen auf die qualitativen Eigenschaften solcher Losungen. Dazu betrachten
wir zundchst die Spur der Losungen einiger solcher Systeme.

Beispiel 4.7 Das Anfangswertproblem

) zy(t) ) 1\ [ e'cost+2esint
hat als Lisung ( (1) ) = exp (tA) ( 9 ) = _etsint +2¢ cost |-
Beispiel 4.8 Wir betrachten das Anfangswertproblem
! ) _(4 3> <x2(t) irt € R,
(1
=)
Die FEigenwerte A der Matrix findet man aus

(I1-XN)B=X)—=8=0,
ndamlich A1 = —1 und Ay = 5. Dazugehérende Eigenvektoren sind p, = < _11 ) und

Py = ( ; > Man kann den formellen Weg gehen:
(12 (1 1N\ /et o 11\
P 43 - -1 2 0 et -12) ~

und

x1(t) %e’t + %e“ —%e’t + %e“ 1
T (t) = 2 -t 2,5t 1 _—t_, 2.5t 1 =
9 3¢ T+ 3€ 3¢ T+ 3€e

Man kann sich auch tberlegen, dass x(0) = %gpl + %gpQ und deshalb
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Abbildung 4.1: Links in rot die Spur der Losung vom Beispiel 1.7 Rechts die Spur der
Losung vom Beispiel 4.8 Einige andere Losungen zu diesen beiden Differentialgleichun-
gen, also mit anderen Anfangswerten, sind in griin dargestellt. Uberlegen Sie, in welcher
Richtung diese Spuren durchlaufen werden.

Beispiel 4.9 Wir betrachten das Anfangswertproblem

EAG -1 4 0 (1)
() | = -1 -1 1 xo(t) | firt € R,
xh(t) 0 0 1 x3(t)
i
1’2(0) = =
(w0 )\

Die Figenwerte der Matriz sind \y = 1, Ay = —1—21 und A3 = —1421, und dazugehdrende
FEigenvektoren sind

2 21 —2i
1], 1 und 1
4 0 0

Man kann den Ezxponenten berechnen oder direkt den Anfangswert beziiglich einer Basis
von Figenvektoren zerlegen und bekommt schlussendlich die Losung:

x1(t) el + becos 2t + she ' sin 2t
zo(t) | = set 4+ e cos2t — shefsin 2t
x3(t) St

FEine Abbildung der Spur findet man in Abbildung [4.39

4.3 Lineare Stabilitat

Sei A € M™"(R). Wir betrachten wiederum ein homogenes System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen:

2 (t) = Az(t). (4.3)
Definition 4.10 Das homogene lineare System in heifst



4.3 Lineare Stabilitat

4 \\\ \\
3
X3
2
h —_—

1 \‘ 2

— | -1

0
0 1 X2
2 2
0
_2 3

X1

Abbildung 4.2: Die Spur der Losung vom Beispiel . Uberlegen Sie, in welcher Richtung
diese Spur durchlaufen wird. Und was bedeutet die griine Linie aus (0,0, 0) hinauf?

e stabil, wenn es fiir jede Lisung x ein M € R ¢ibt derart, dass
|lz(t)|| < M fir alle t > 0;
e instabil, wenn es eine Losung x ¢ibt derart, dass
lim [J2(1)| = oo
e asymptotisch stabil, wenn fiir alle Losungen x gilt

lim z(t) = 0;

t—o0
e neutral stabil, wenn das System stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist.

Bemerkung 4.10.1 Diese Klassifizierung gilt nur fiir lineare Systeme. Bei homogenen li-
nearen Systemen ist 0 immer eine Gleichgewichtsstelle (= konstante Losung). Bei Gleich-
gewichtsstellen fiir nichtlineare Differentialgleichungen werden diese globalen Bedingungen
ersetzt durch lokale Bedingungen fiir eine Umgebung der Gleichgewichtsstelle.

39
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In dem letzten Paragraph haben wir gesehen, dass das globale Verhalten bei linearen
Systemen mit konstanten Koeffizienten eigentlich nur von den Eigenwerten abhéangt. Wir
bekommen dann auch das folgende Ergebnis.

Lemma 4.11 Sei A € M™"(R) und sei {\;}'_, die Menge der unterschiedlichen Eigen-
werte fiir A. Es bezeichne m; die geometrische Vielfachheit von \;.

1. Wenn Re\; <0 fir allei € {1,...,k} gilt, dann ist asymptotisch stabil.
2. Wenn Re \; > 0 fiir mindestens ein i € {1,...,k} gilt, dann ist instabil.

3. Wenn ReX; < 0 fir alle i € {1,...,k} und die algebraische Vielfachheit fir alle
jeA{l,... .k} mit Re\; =0 gleich m; ist, dann ist stabil.

4. Wenn Re\; > 0 fiir mindestens ein i € {1,...,k} gilt und es auferdem ein j €
{1,...,k} gibt mit ReX; = 0, wo die algebraische Vielfachheit nicht m; gleicht,

dann st mstabil.

Beweis. Die Losungsterme die erscheinen, sind #™~!e*t mit m < m,.

1. Wenn Re \; < 0, dann gilt tlim tmletit =,
—00

2. Wenn Re )\; > 0, dann gilt tlim et | = oo.
—00

3. Wenn Re \; = 0, dann gilt ‘ekit = 1 und wenn die algebraische Vielfachheit m;
gleicht fiir solche \;, dann kommt t*e** mit & > 0 nicht vor.

4. Wenn Re A\; = 0 und die algebraische Vielfachheit gleicht nicht m; fiir ein solches

A;, dann gibt es te* und lim |te*| = lim ¢ = oo.
t—o0 t—o0

Bemerkung 4.11.1 Wenn also gefragt wird, ob alle Losungen von x'(t) = Ax(t) fir
t — oo nach 0 konvergieren, braucht man nur die Figenwerte und gegebenfalls die Viel-
fachheiten zu berechnen.

Beispiel 4.12 Das System
[ =2 10
v =( 2y ) e
st asymptotisch stabil, denn \y = —1 — 3i und Ay = —1 + 3¢ und Re \; < 0.
Beispiel 4.13 Das System

1 1 1 1

oo |2 o —2 2 2

TW=1 3 3 3 3 |*®
4 4 4 —4

1st instabil, denn es gibt einen Eigenwerﬂ A == 4.45087 und Re A > 0.

'Dieser Eigenwert ist numerisch approximiert. Statt numerisch vorzugehen, kann man auch das
Polynom p(A) = det (A — AI) néher untersuchen. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von p und
fiir diese Matrix A gilt

p(A) =det (A — X)) =--- = X" +10)\% — 200\ — 384.

Weil p(100) > 0 und p(0) = —384 < 0, sagt der Zwischenwertsatz, dass p(\) eine positive Nullstelle
besitzt.
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4.3.1 Klassifizierung in zwei Dimensionen

41

In zwei Dimensionen sind die Moglichkeiten ziemlich {ibersichtlich. So iibersichtlich, dass
man sogar individuelle Namen fiir die auftretenden Filld? hat.

-

~_

stabiler Knoten
)\1, A € R™
Basis von Eigenvektoren

\

/

4\

instabiler Knoten
/\1, Ay € R*
Basis von Eigenvektoren

o
)

Sattelpunkt
/\1 € R77 )\2 e Rt

/

/

entarteter stabiler Knoten
Al =X eR™

eindimensionaler Eigenraum

—

/\
//\

ey’

entarteter instabiler Knoten
Al= X € RT
eindimensionaler Eigenraum

HK\

neutral stabiler Knoten
/\1 = 0, /\2 <0

/\

ﬂ

)

G

/

/

J

W7

@

e

stabiler Strudel instabiler Strudel Zentrum
Re/\z<0,1m/\z7é0 Re)\z>0,1mz\z7é() Re)\Z:O,Im)\Z#O
4.3.2 Geometrische Zusammenhinge
Das Gleichungssystem
' (t) = A z(t) (4.4)

2Fiir diese Bilder sind folgende Matrizen verwendet worden:

—4 7
11 22
7 —103
55 110

6 5
11 22
(N W T
11 2

4

16 —13 -6 =5

9 98 T 22
’ 13 —503 || 10 —16

49 490 11 11

5 =2 1 =5

3 3 49 49
iz 1 )| 1 =50

3 3 49 49

g
4§~ﬁ
SN——
—
ol
|5 L=
S
g2~

|
LAl
= =

~—
/N
— oo
| |
e 2
~—
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mit A € M™*"(R) gibt eine Beziehung zwischen Position und Richtung einer Losungskurve.
a1

Fiir n = 2 gilt:
Eine Lésung von hat an der Stelle < . fjl )
2

Das erlaubt es uns Losungen zu skizzieren, ohne das System explizit zu 16sen, indem

) die Richtung A (

2

T
‘folgen’.
T2

wir den Vektoren im Vektorfeld A <

Formal gesprochen ist ein zweidimensionales Vektorfeld eine Abbildung von R? nach
R2. Es lidsst sich darstellen, indem man mehrere Punkte in der Ebene nimmt und in
jedem Punkt einen Pfeil einzeichnet mit der durch das Vektorfeld angegebenen Grofie
und Richtung. Man denke an die Wettervorhersage fiir den Wind.

2 1
Beispiel 4.14 Fiir 2/(t) = ( 3 8 )x(t) hat man:

3 6
NS S o\ ey
N Y e ~ vo\e
- w0~ » ) 1 oSS // - 0~ 1
N U R T N A Al PR ‘
- - - - LR o el - - - - v
o p » TR - - - v » - - - -
P2y S A L 14 - =
VA 2 L R / . -
, P22 2 L I U LR A <

Die Eigenwerte sind 1 und % und mit den zugehorigen Eigenvektoren findet man die

allgemeine Lésung des Systems:

z(t) = c1e’ ( ; ) + cpe?! ( _1 ) mit ¢; € R.
Nach Anfangswert x(0) gelost wird die Lisung:
2 1 1 -1 et 0 1 -1\ let 4 2e3t Lot — legt
el (] D)= (8 T) (2 3)(4 1) -kl oo

Beispiel 4.15

-
-— -

44
e
-
-
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Es gibt hier nur einen Figenwert: A\ = —1. Verwendet man den FEigenvektor < ; )

und einen generalisierten Figenvektor ( _03 >, wird die allgemeine Lisung des Systems:

x(t) = cre”’ < ; ) + coe” <( _03 > +1 ( ; )) :
Nach Anfangswert x(0) gelost wird die Lisung:
als( )0 (3 2 )enle(3 )3 5)
+

-1
1 0 et 4 24t _Llo—t _ 24 (le’t _ geft)
— 3 2 3t 3¢ T g
( 9 _3 ) z(0) ( %te—t _ay (1e‘t _ ie"’) z(0).

)

Auch hier kann man die Losungen mit Eigenvektoren schreiben, aber die sind dann in
komplexer Form:

) 14 3 ) 1_ 3,
x(t)zcle”< 5J;5Z > +C2e”( 5 152) mit ¢; € C.

So eine Ldsung ist reell genau dann, wenn c; = ¢3. Setzt man ¢; = a + b und co = a — b

mit a,b € R, findet man die reellen Losungen und es erscheinen Terme mit cost und sint.
Man erinnere sich, dass e'* = cost + isint.

wWl—wiN

Beispiel 4.16 Fiir 2/(t) = (

) 2(t) hat man:

AN

- <~ S > *

s
p,
/
4
4
v
1
R

Y
I
’
14

J 14
'
¥
|
N
AN

~ -

¥
/
14
14
v
14
|
'
v
\
\

r

}
A}
Al
Al

Die Lésungen des Systems sind:

_ cost+%sint —%sint
$(t)_( gsint cost—%sint z(0).

Bemerkung 4.16.1 In diesen Bildern erkennt man auch die lineare Figenschaft dieser
Systeme. Wenn x : R — R? eine Lisung ist, dann ist fiir jedes ¢ € R auch & : R —
R? mit Z(t) = cx(t) eine Lisung. Fiir das zugehdrige Vektorfeld bedeutet das, dass die
Vektoren, die auf einer geraden Linie durch den Ursprung liegen parallel sind. Genauer
gesagt: an der gleichen Seite zeigen sie in die gleiche Richtung; gegeniiberliegend in die

entgegengesetzte Richtung.
4.4 Linear, hohere Ordnung, konstante Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
man auch auf diese Art angehen. Sei f € C'(R) und betrachte

2™ () = a ™ V() + agx™ D (t) 4 -+ a1 2 (t) + anx(t) + F(1). (4.5)
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Dann setzt man y;(t) = 20~V (¢) fiiri = 1,...,n und findet

y'(t) = Ay(t) + g(t) (4.6)
mit
0 1 0 0
0
0 0 1 0
0 0 0o . : 0
A= . ' ' ' _ und g(t) = , : (4.7)
0O -+ - 0 0 1 0
f(t)
ap Qp_1 -+ Q3 Qg G

Fiir jeden Eigenwert A von A gilt det (A — AI) = 0 und das wird jetzt bei der Entwicklung
der Determinante nach der letzte Zeile zu

(a1 — NN a N2+ asA" P+ ap A+ a, =0,

anders gesagt:
A= N N as A T b N+ an. (4.8)

Definition 4.17 Man nennt @ die charakteristische Gleichung fiir .

Lemma 4.18 Seia; € C und set A € M™"(C) wie in ({{.7). Jeder Eigenwert von A hat
geometrische Vielfachheit gleich 1.

Beweis. Wenn A ein Eigenwert ist, dann gilt fiir dazugehorende Eigenvektoren ¢

-\ 1 0 -0 .- 0 .
. Y1

0 =X 1 . 04 0

0 0 =X . : O3 0

0 - v 0 =\ 1 Pn—1 0

©n 0

Qp  Qp_y -+ Qa3 Qg a1 — A

Es folgt, dass
Pn = )\Spnfl = )\290”72 == )\nilgoh

also hochstens ein unabhéangiger Eigenvektor. [

Theorem 4.19 Seia; € C und sei A € M™"(C) wie in ({.7). Nehme an, {\1, Ao, ..., A}

sind die Figenwerte von A mit algebraischen Vielfachheiten {my,ma, ..., my}.

e Dann ist die allgemeine Lisung der homogenen Differentialgleichung
2™ (1) = a1z V() 4+ agz "I (t) 4 - -+ ap_1 2 (t) + anz(t) (4.9)

wie folgt:
komi—1

p(t) =3 > cmitmeM. (4.10)

i=1 m=0

3



4.4 Linear, héhere Ordnung, konstante Koeffizienten 45

o Kennt man eine Lisung T von , dann ist die allgemeine Losung von wie

folgt:
k m;—1

B+ > emat™eM (4.11)

i=1 m=0

Bemerkung 4.19.1 Um es nochmals genau zu sagen: die Aussagen bedeuten, dass man
jede Losung x schreiben kann, wie es auf der rechten Seite steht und umgekehrt; jede
Funktion, die man schreiben kann wie so eine rechte Seite, ist eine Losung.

Bemerkung 4.19.2 Die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleicht n. Die Anzahl
der Konstanten in gleicht auch der Summe der algebraischen Vielfachheiten. Weil
die Funktionen t™e*' (linear) unabhingig sind, bilden die Funktionen in einen
n-dimenstonalen Losungsraum.

Geht man zurick zum System @ mit A und g wie in , dann findet man fiir jeden
Anfangswert yo genau eine Liosung. Die Ubersetzung fdr lautet: fir jedes yo € R™
hat man genau eine Losung v vom folgenden Anfangswertproblem

{ 20 (1) = a1z (1) + a2 (1) + +an () + ana(t) + f(2)
2(0) = yo, (0) = g1, 2"(0) = s, ..., 2™D(0) = y,.

Beweis. Die Losungen y vom System (4.6) mit A und g wie in (4.7)) folgen aus Satz|3.19|
Nach Lemma enthalten die expliziten Losungen der homogenen Gleichung nur Terme

Cmit™eMt mit m < m; — 1. Das heifit, jede Losung der homogenen Gleichung kann man
schreiben wie auf der rechten Seite von . Weil man eindeutig hin- und herwechseln
kann zwischen der Gleichung n-ter Ordnung fiir y und dem System erster Ordnung fiir z,
muss auch die Losung fiir x in n-dimensional sein. Weil die rechte Seite von (4.10)
genau n frei zu wiahlende Konstanten hat, ist jede Funktion auf dieser rechten Seite eine
Losung.

Die Behauptung fiir die inhomogene Gleichung folgt mit der Bemerkung, dass wenn z
und z die Gleichung erfiillen, die Funktion # =  — 2 eine Lésung von ist. m

Beispiel 4.20 Wir betrachten
2" (t) — 22" (t) + x(t) = ¥ + 13 (4.12)

Die dazugehorende homogene Gleichung ist 2" (t) — 22" (t) + x(t) = 0 und die Eigenwerte
findet man durch

A =20+ 1=0.
Also A =1 und A = —1 sind die Figenwerte und beide haben algebraische Vielfachheit 2
(und geometrische Vielfachheit 1). Das liefert

—1

Thom(t) = c1e’ + cote’ + cze™ + cqte™ mit ¢; € R

als allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichunyg.
Fine spezielle Losung fiir findet man durch x =y, mat

yi(t) t 0 100 0
ya(t) | _ 0010, 0

us (1) —/0 exp 0 00 1 (t—s) 0 ds.
ya(t) -10 20 1+ e
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Die explizite Berechnung ist ohne C.A.S. sehr intensiv. Man kann auch versuchen zu raten!
Wenn man Z,(t) = e* versucht, findet man 7" (t) — 27 (t) + Z4(t) = (16 — 8 + 1) €* und
das passt nicht. Die Funktion x,(t) = ée% geht schon besser:

() — 22! (t) + w4 (t) = e*

a

Mit ein paar Polynomuversuchen findet man fiir x,(t) = 3 + 12t, dass x}"(t) — 22} (t) +
xy(t) = t3. Die schone Linearititseigenschaft liefert

l’(t) = l’hom(t) —+ $a<t) -+ .Tb(t) =
= 24(t) + 2(t) + cre’ + cote! + cze™" + cute™ mit ¢; € R,

als allgemeine Losung fiir .
Beispiel 4.21 Wir betrachten
" (t) — 22" () + x(t) = €. (4.13)

Alles verliuft fast so wie vorher. Blof fiir eine spezielle Lisung der Form ce' besteht keine
Hoffnung, weil ' schon eine Lisung der homogenen Gleichung ist. Sogar te' liefert 0 an
der rechten Seite. Man hat dann aber Erfolg beim Versuch mit ct?et:

I””(t) . 21’”(25) + ZL‘(t) —¢c (tQ + 8t + 12) et — 9¢ (t2 44t + 2) et + ctet = 9cel.

Man nehme c = %. Die allgemeine Lisung ist x(t) = %tht + crel + cotel 4+ cget + cqte?
mit ¢; € R.

Algorithmus 4.1 Raten statt Rechnen fiir eine spezielle Losung von
2" () + ar () + -+ ana @ (1) + ana(t) = f(1).

Wenn f keine Losung der homogenen Gleichung ist:

Sei f=... , dann versuche man fiir z =...
t o it
et celt
sin (vt) cp sin (yt) + ¢o cos ()
cos (7t) ¢y sin (yt) + ¢o cos ()
tmert S cxthert

Wenn f eine Ldsung der homogenen Gleichung ist, versuche man ™ Z(t), bei dem
man jetzt T aus der rechten Seite der Tabelle nimmt und m; geschickt w&hlt.
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A2

5.1 Linear, erste Ordnung, variable Koeffizienten

Differentialgleichungen 111

Gemeint sind Differentialgleichungen der Form

7'(t) = g(t)x(t) + f(1). (5.1)

Wir nehmen an f, g : R — R sind stetig.
Substituiert man y(t) = e~ ¢®x(t), wo G eine Stammfunktion von g ist, dann folgt

y'(1) = e 02’ (t) — g(t)e “Wa(t),
und aus der urspriinglichen Differentialgleichung wird

y'(t) = e “Uf (). (5-2)

Der Hauptsatz der Integralrechnung besagt, dass man jede Losung von ([5.2)) findet durch
Yy = Yo + ¢ mit yp eine Stammfunktion der rechten Seite von (5.2)) und ¢ € R. Er liefert
uns folgendes Ergebnis:

Lemma 5.1 Sei [ € R ein Intervall und seien f,qg: I — R stetige Funktionen.
e Fs existieren Lisungen x : [ — R von .

o Wenn zy : I — R eine Ldsung von ist und xp, : I — R eine nicht-triviale
Lésung vom dazugehorigen homogenen Problem x(t) = g(t)xp(t), dann ist x : I —
R mit
x(t) = xo(t) + cxp(t) und c € R
die allgemeine Ldsung von .
Bemerkung 5.1.1 Man nennt eine Klasse von Funktionen ‘die allgemeine Lisung’, wenn

alle solche Funktionen die Differentialgleichung losen, und wenn jede Lésung in dieser
Klasse vorkommt.

Wir beschreiben nochmals ausgiebiger den Algorithmus, wie man eine mehr oder we-
niger explizite Losung von (5.1)) konstruieren kann.

Algorithmus 5.1 Gegeben sind f,g : [a,0] — R und man sucht eine Ldsung z :
la,b] = R von

7'(t) = g()z(t) + ().

47
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1. Schreibe das homogene Problem:

und 1lose das homogene Problem:

xp(t) = ea96)dse pit ¢ € R.

2. Benutze die folgende Substitution fiir das eigentliche Problem:
2(t) = ela 90dse(t),
(Variation der Konstante) und schreibe die neue Dgl. fiir c:
efffg(s)dsc'(t) = f(¢).
Lose die Dgl. fiir c.
3. Kombiniere 3. und 5. zu einer Ltisungﬂ fir das eigentliche Problem.

Bemerkung 5.1.2 Man kénnte in Lemma[5.1] auch schreiben: die allgemeine Lisung ist
t
o(t) = cela 99 4 / el 9&)4s £ (1) dr mit ¢ € R.

Es ist aber nicht jedermanns Sache, diese Formel fiir einen lingeren Zeitraum einwandfrei
zu speichern. Die Struktur, die hinter diesem Algorithmus steckt, kann man sich aber
merken.

Beispiel 5.2 Wir betrachten
u'(x) = —2zu(z) + 1.

Die homogene Gleichung ist uj,(x) = —2xuy(z) und wir finden

Durch Variation der Konstante, das heifst, durch Verwendung der Substitution u(x) =
e*xQC(x), vereinfacht sich die Differentialgleichung via

2 2 2

—2ze " c(x)+e () = =2z " c(z) + 1

I'Man hat fiir ¢ \
c(t) = co + / e Jd 9(S)dsf(7')d7'

und damit bekommt man fiir die Losungen des eigentlichen Problems:

¢
z(t) = ea 90X () = fu 9(s)ds (co —|—/ e~ Jd g(s)dsf(T)dT> =

t
coef; g(s)ds / el? 9(s)dsf(7')d7'.

a

Diese Formeln soll man nicht auswendig lernen. Sie illustrieren den Losungsweg und diesen Weg soll
man kennen.
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zu der Gleichung
d(z) =ev.

Man findet ¢(z) = ¢1 + fox e%*ds und bekommt als Lisungen:

u(z) =e* (01 +/ eszds) ,
0

wobei man beliebige ¢y € R nehmen darf.

Kann man foz e*’ds schreiben ohne Integral, das heifit, gibt es eine explizite Formel fiir
die Stammfunktion mithilfe bekannter Funktionen? Wenn wir Mathematica oder Maple
fragen bekommt man:

2
. . &
..- Integrate [esz, {s, O, x}] > simplify| | " ds

0
% 7 Brfi[x]

—;I\Eerf(lx)

Anscheinend geht es nur mit zusdtzlich definierten Funktionen.

5.2 Nicht-linear, konstruktiv lésbar, erster Ordnung

Aufler lineare Differentialgleichungen lassen sich nur wenige explizit 16sen. Ein paar berithmte
Typen wollen wir hier vorstellen.

5.2.1 Trennbare Differentialgleichungen
Seien f,g: R — R gegeben.

Definition 5.3 FEine Differentialgleichung der Form

heifit trennbar.

Wir schauen uns das Anfangswertproblem an:

{ '(t) = f (x(t)) g(t)
I‘(to) =29
und wir nehmen an, dass f und g stetig sind.
Wenn f(xy) = 0 gilt, dann ist  : R — R mit x(t) = z( eine Losung.
Wenn f(xy) # 0 gilt, dann gilt wegen der Stetigkeit von f und von z, dass f(x(t)) # 0
fir ¢ nahe bei to. Weil f(z(t)) # 0, kann man schreiben

1
f (2())

Kennen wir Stammfunktionen sowohl fiir z ﬁ als auch fiir t — ¢(t), und nennen wir

sie H und G, dann kann man ({5.4) schreiben als
(H(x(t))) = G'(t).

2(t) = g(0). (5.4)
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Denn es gilt (H(x(t))) = H'(x(t)) 2'(t) = mx’(t) = ¢g(t) = G'(t). Der Hauptsatz der
Integralrechnung besagt
H (x2(t)) = G(t) + c fiir c € R.

Wenn wir auflerdem H invertieren k('jnnenEL folgt
x(t) = H™ (G (t) +c).
Die Konstante c ist so zu wihlen, dass z(ty) = H™ (G (ty) + ¢) = xo.

Beispiel 5.4 Die logistische Gleichung u'(t) = u(t) (1 — u(t)). Neben beiden konstanten
Lésungen u(t) = 0 und u(t) = 1 liefert die Trennung, dass

O
u(t) (1 —u(t)
Weil
du 1 1 U
/m B /(a—m>d“:1“'“"1“'“‘1‘+‘31Zln u_l‘“l

und/ldt = 1+ co,

finden wir (c = co — c¢1 ohne Verlust der Allgemeinheit)

u(t)

e e

':t—l—c.

Dann gilt

oder noch anders geschrieben.:

u(t) =

- mit ¢ € R.

t— ¢

e

Wir diirfen ¢ = 0 zulassen, weil u(t) = 1 auch eine Losung ist. Zu dieser Vorschrift kann
man sich das Ezistenzintervall ausdenken und mit u(t) = 0 hat man genau die Losungen

aus Beispiel [3.1]

2Man kann zum Beispiel H : R — R mit H(x) = x + €® invertieren, weil H monoton und surjektiv
ist. Wir kennen aber keine explizite Formel fiir H****"* : R — R mit unseren Standardfunktionen.
Die Funktion H : R — R mit H(x) = 22 dagegen liisst sich nur invertieren, wenn man sie einschriinkt

)invers und (H‘(ioo’o])invers

auf R} oder Ry . Dann miissten wir, statt H'™ ', die Funktionen (H|[0700)
getrennt betrachten:

(Hl[opo))invers (y) _ \/Zj und (H‘(ioo)oﬂinvers (y) _ \/jy
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Beispiel 5.5 Wir betrachten
(1) = —t/x(t) (5.5)
und finden nach der Trennung, angenommen x(t) # 0, dass
o'(t)
Yt
Weil fir x > 0 gult

und fiir x < 0

findet man
2
2a(t))3 = -3t +¢émitceR
Das heifit, mit ¢ = % € RT finden wir

z(t) =+ (c— —t2) (5.6)
Dieser Ausdruck ist aber nur definiert firt € [—\/0/3, \/0/3] . Wenn man die Funktionen
T [—\/0/3, \/0/3} mit x(t) wie in durch 0 fortsetzt auferhalb dieses Intervalls,

bekommt man fiir jedes ¢ € [0,00) zwei Lisungen x : R — R mit

(c—31)7 firte |—/c/3,\/cf3],
0 firtg |—/c/3,\/c/3],
—(C—3t2% firt € |—\/c/3,4/¢/3],
0 fiirt & —\/c_,\/c_.

Man sieht, dass mehrere Lisungen durch den gleichen Punkt gehen. In der Vorlesung
‘Gewohnliche Differentialgleichungen’ wird man sehen, dass solches nur geschehen kann,
wenn die rechte Seite von als Funktion von x, also x — —t/x, nicht differenzierbar
15t.

x(t) =

und

(t) =
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5.2.2 Homogene Differentialgleichungen

bedeuten jetzt leider etwas anderes als vorher bei den linearen Gleichungen. Gemeint ist
hier folgendes:

Definition 5.6 Homogene Differentialgleichungen haben die Form

Y0 =1 (@) | (5.7

Die Substitution x(t) = y(t)/t fithrt zuriick zu einer trennbaren Differentialgleichung.
Weil y(t) = tx(t) hat man y/'(t) = x(t) + ta'(t), die Differentialgleichung wird
z(t) + ta'(t) = f(x(t))

und sie lasst sich auch schreiben als

Diese letzte Differentialgleichung ist trennbar.

Beispiel 5.7 Betrachten wir
u(z)
r+u(x)
Weil man diese Differentialgleichung auch schreiben kann als

u'(z) =

! _ T
ist sie homogen. Man substituiert y(x) = u(z)/z und findet
y(x)
vy (z) + y(r) = ———.
(@) +y(o) = T2
Umschreiben und Trennen liefert, wenn y # 0,
y) 1
11(;(2:) —y(@)
oder vereinfacht
1+ y(x —1
Dy =t (5.9

(y())” T
Um diese Differentialgleichung weiter losen zu kénnen, braucht man eine Stammfunktion

fiir

I+y
fry—= ——.
Y
So eine Stammfunktion ist F(y) = _71 + log(y). Die Lisungen von erfiillen also
—1
—— +log |y(x)| = —log|x| + c.
= +logly(a)] = ~logll

Geht man zuriick zu u(z), folgt oy 1 log lu(z)| = ¢ und das heifit
z = u(x) (log|u(x)| —¢) . (5.9)

Man hat zwar keine explizite Formel fir die Lisungen bekommen, aber eine fiir die Inver-
sen. Ubrigens haben wir unterwegs y = 0 rauswerfen miissen. Man kontrolliert leicht, dass
das dazugehorende u, nimlich u(x) = 0 eine Losung ist, die nicht in vorkommdt.
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§\$ =
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Abbildung 5.1: Diese Bilder der Losungen zu Beispiel sind gemacht worden mithilfe
der Inversen von u. Man soll bemerken, dass fiir v + x = 0 nicht nur keine Differential-
gleichung definiert ist, sondern genau da die Existenzintervalle der Losungen aufhoren.
Links stehen die Funktionen u +— z, das heifit © = f.(u) mit f.(u) = u (log(|u|) — ¢);
rechts die Losungen x +— u.(z). Auf der Linie u = —x treffen zwei verschiedene Losungen
zusammen, die in der Skizze auch unterschiedlich eingefirbt sind.

5.2.3 Differentialgleichungen von Bernoulli und Riccati

Definition 5.8 FEine Differentialgleichung der Form
y'(t) = a(t)y(t) + () (y(t))" (5.10)
mit v € {0,1} heifit Bernoulli-Gleichung.

Fiir v € {0,1} ist sie linear. Wenn man die Substitution y(t) = (2(t))” versucht, hat
man y/(t) = p (z(t))’"" 2/(t) und findet

p (a(6))" 2 (t) = alt) (x(8))” + b(t) ((t))”
und das liisst sich schreiben als
2'(t) = ,%.a(t)x(ﬂ + 2b(#) ()"0
Wenn p(y — 1) +1 =0, das heift p = —, wird die Gleichung
2'(t) = (L =) a(t)z(t) + (1 — ) b(t)

und die ist linear.

Definition 5.9 FEine Differentialgleichung der Form

Y (t) = a(t)y(t) +b(t) (y(1))" + f(t) (5.11)

heifst Ricecati-Gleichunyg.
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Einen konstruktiven Losungsalgorithmus gibt es hier nicht. Nur wenn man zufélligerweise
eine Losung hat, kann man alle anderen finden. Das lauft wie folgt.
Sei § eine Losung. Dann verwendet man die Substitution y(t) = 3(¢) + x(¢) und findet

§(8) + (1) = alt) (5(t) + () + (1) (5(8) +2(1)* + f(2).

Weil 7 () = a(t)j(t) + b(t) (5(t))* + f(t) gilt, kann man diese Differentialgleichung ver-
einfachen zu einer vom Bernoulli-Typ:

2(t) = (a(t) + 20(t)5(t)) () + b(t) (x(t))*.

5.2.4 Exakte Differentialgleichungen

machen auf dem ersten Blick einen etwas perversen Eindruck. Schauen wir uns als Beispiel
die Kreise mit (0,0) als Mittelpunkt an:

Kr={(z,y) e R* 2’ +y* = R*}.

Die halben Bogen lassen sich beschreiben mit Funktionen y : [-R, R] — R mit y(x) =
VR? — 22 oder y(z) = —v/ R? — 22. Fiir beide Moglichkeiten gilt

22 + (y(z))* = R%.
Wenn man differenziert, folgt die Differentialgleichung
2z + 2y(x)y'(z) = 0.

Jetzt vergessen wir die Ableitung und fragen nach den Losungen der Differentialglei-
chung

r+y(z)y'(z) = 0.

Um diese zu losen muss man ‘riickwarts’ denken.

Definition 5.10 FEine Differentialgleichung heifit exakt, wenn es eine Funktion F
R? — R gibt derart, dass diese Differentialgleichung aussieht wie

(F(x,y(x)))l 0. (5.12)

Spater werden wir zeigen, wie man so eine exakte Differentialgleichung erkennen kann.
Wenn man sie erkannt hat, hat man eine implizite Gleichung fiir die Losungen:

F(z,y(r)) = cmit ¢ € R.

Beispiel 5.11 Die Ellipsen mit dem Zentrum (0,0) und Ratio x-Achse zu y-Achse /2
werden beschrieben durch {E.} gy mit E. = {(x,y) ; 22* + y* = c}. Welche Kurven schnei-
den diese Ellipsen orthogonal?

Wenn man die halben Bégen dieser Ellipsen durch Funktionen y = y(x) darstellen

lisst, also
y(z) = Ve — 222,

findet man
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Das heifst, sie erfiillen die exakte Differentialgleichung
0= (222 + y(2)?) = 42 + 2y(x)y/ (). (5.13)

Intermezzo. Schauen wir uns mal kurz an, was passiert, wenn zwei differenzierbare

Funktionen x — y(x) und x — z(x) sich ortho-
gonal schneiden. Dann gilt an der Schnittstelle
folgendes:

<y'(19€0) ) | ( (o) ) -

Orthogonal schneiden an der Stelle xy bedeutet
also, dass

Y (z0)7 (z9) = —1.

{ y(zo) = z(xo) und (5.14)

Bei unseren Ellipsen finden wir durch Kombination von und die Diffe-
rentialgleichung

=0

dxo + 22 () 7 (w)
0

Eine Funktion, die tiberall die obigen Ellipsen orthogonal schneidet, erfiillt so die folgende
Differentialgleichung:

dr + 2z(x) )

— 0. (5.15)

Das heifst,

und diese Differentialgleichung hat genau die Ldsungen

z(x) = cez "l = ¢\/ |z| fir c € R,
prasizer gesagt: fir c € R

z : (0,00) = R mit z(x) = cy/,
z : (—00,0) = R mit z(x) = c/—x.

Auf diese Art haben wir nur Funktionen z = z(x) bekommen, deren Spuren die Ellipsen
orthogonal schneiden. Selbstverstindlich kann man andere Parametrisierungen verwen-
den, die ihnliche Spuren haben. Fine Spur fehlt trotzdem: Weil wir Funktionen z = z(x)
gesucht haben, fehlt x = 0.
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Definition 5.12 Die Mengen
{A}.e; mit A.={(z,y) e R a(z,y) =c} und
{B.}.;, mit B.= {(x,y) c R* B (z,y) = c}
heifien orthogonale Familien von Trajektorien in R2, wenn folgendes gilt:

1. Sowohl {A.} ., als auch { B.}
viele Punkte.

ey Jullt R? eindeutig aus bis auf hichstens abzihlbar

2. Wenn sich eine Trajektorie A., und eine Trajektorie B., schneiden, dann geschieht
dies orthogonal.

Bemerkung 5.12.1 Das Wort Trajektorie wird benutzt fiir die Spur einer Lisung der
Differentialgleichung. Wenn x — y(x) ein A, (teils) beschreibt, gilt a(x,y (x)) = ¢ und
es folgt, dass
(a(z,y(2))) = =0.

Wenn man die Kurven leichter als Funktion von y beschreiben kann, das heifit y — x(y)
beschreibt ein A, (teils), dann gilt (a(z(y),y)) = 0. Hier ist die Ableitung nachy gemeint.

Wir nehmen an, dass o und auch 3 in A. und B. geniigend nette Funktionen sind und
dass diese Ableitungen Sinn machen.

Bemerkung 5.12.2 Wir haben oben gesehen, dass im Fall, bei dem man o (x,y) = ¢
und B (x,y) = ¢y explizit schreiben kann als Funktion von z, also

a(z,y)=c < y=f(x) in eine Ungebung von (xq,yo), und

B(z,y) =co < y=g(x) in eine Ungebung von (xg,yo),

die Funktionen f und g differenzierbar sein sollten in xy. Wenn dies so ist, dann findet
man, dass die Kurven sich orthogonal schneiden, wenn

[ (o) g’ (w0) = —1.

Im Fall, dass man die Gleichungen o (x,y) = ¢; und B (z,y) = co wie folgt explizit
schreiben kann:
a(z,y)=c < y=f(x) in eine Ungebung von (xq,yo), und
B(z,y) =co < x=g(y) in eine Ungebung von (xg, o),

dann sollen f und g differenzierbar sein in xy beziehungsweise yo. Die Kurven schneiden
sich dann orthogonal, wenn

[ (o) = —4" (o) -
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Beispiel 5.13 {Ac} (g mit

Ac={(z,y) eR*y* +2cosz = ¢}
und {B.} .cp Uiz = (14 2k) 7}, ., mit
B, = {(a:,y) e R%*y = ccot (%x)}

sind orthogonale Familien von Trajektorien in R?.
Die Differentialgleichung zu A. fir Funktionen x — y(x) ist

2y(x)y'(x) — 2sinz = 0.

Die Differentialgleichung zu B, fiir Funktionen x — z(x) bekommt man wie folgt:

z(z) = ccot (32) & 2 (2) tan (32) = c.

Differenziert man diesen letzten Ausdruck, so findet man

Z'(z) tan (3z) + z(a:)m = 0.

Man kann die beiden Differentialgleichungen vereinfachen zu

sin x
y(r)

y(z) =

1

Lx) = sin(z) benutzt, zu

und, wenn man 2 sin (%:z:) cos (

Wenn Lésungen dieser beiden Differentialgleichungen sich schneiden, das heifit y(x) =
z(x), sieht man, dass y'(x)'(x) = —1 gilt.
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Abbildung 5.2: Die A, und B. aus Beispiel kann man mit Graphen von Funktionen
darstellen. Fiir B, findet man y = ccot (3z) (rot dargestellt) und fiir A, die Vorschriften

y = £v/c— 2cosz (in schwarz).
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6.1 Topologische Begriffe

Wenn man offene Teilmengen von R betrachtet,
landet man meistens bald bei Intervallen. Das In-
tervall (a,b) = {x € Rja <z <b} mit a,b € R
und a < b haben wir offen genannt. Ein Intervall
la,b] = {xr € R;a < 2z < b} nannten wir abgeschlos-
sen und dann gab es noch (a,b] und [a,b).

In mehreren Dimensionen kann man sich ‘wildere’
Mengen vorstellen und man méchte genau definierte
Begriffe haben. Das einfachste Analogon in héheren
Dimensionen fiir ein offenes Intervall ist die offene
Kugel:

e Fiir r > 0 und a € R" definiert man
By(a) = {z € R" |}z — ol < r}.
Die Kugel B, (a) hat Radius r und Mittelpunkt a.
Man verwendet diese Kugeln, um ‘offen’ allgemeiner zu definieren.

Definition 6.1 FEine Menge A C R™ nennt man offen, wenn es fiir jedes a € A eine
offene Kugel B.(a) gibt derart, dass B,(a) C A.

Definition 6.2 FEine Menge K C R™ nennt man abgeschlossen, wenn R™\ K offen ist.

Bemerkung 6.2.1 Sei U C R". Eine Menge A C U nennt man relativ offen beziiglich
U, wenn es fir jedes a € A einr > 0 gibt mit {x € U; ||z —a|| <r} C A. Fine Menge
K C U nennt man relativ abgeschlossen beziglich U, wenn U\K relativ offen beziiglich U
15¢.

Statt R™\ K schreibt man auch K¢, wobei ¢ vom
Englischen ‘complement’ kommt.

Die erste Frage, die man sich stellen sollte, ist,
ob die offene Kugel auch offen ist. ‘Offene Kugel’
ist ja bereits vor ‘offen’ definiert worden. Erfreu-
licherweise ist die offene Kugel tatséchlich offen,
denn wenn man z € B,(a) nimmt, gilt Bs(x) C
B, (a) fir s=7r— ||z —al| > 0.

29
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Die Definition besagt, dass die leere Menge () und ganz R™ offene Mengen sind. Weil
) = R*\ R” und R" = R" \ () gilt, sind () und R™ auch abgeschlossene Mengen. Es sind
die einzigen Mengen in R", die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Lemma 6.3 Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beweis. e Seien A; mit ¢ € [ offene Mengen und z € A := U IAi. Dann gibt es ein
1€

iy € I mit x € A; und fiir irgendein r > 0 gilt B.(z) C A;. Wegen A; C A gilt auch
B,(xz) C A.

e Wenn A=A, NAyN---NA,und z € A, dann gilt z € A; fiir i € {1,...,k}. Weil
A; offen ist, gibt es r; > 0 derart, dass B,,(z) C A;. Fiir 7 = min {ry,7y,..., 74} gilt 7 > 0
und B,(z) C B,,(z) C A, fir alle i € {1,...,k} also auch B,(z) C A. u

Wenn man verwendet, dass

i€l i€l

folgt sofort:

Korollar 6.4 Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Definition 6.5 Set a € R™. Dann heifst U C R™ eine Umgebung von a, wenn es eine
offene Kugel B.(a) gibt derart, dass B,(a) C U.

Definition 6.6 Sei A C R™ und a € R™.

e a heifst ein innerer Punkt von A, wenn es mindestens eine Umgebung U von a
gibt mit U C A. Man schreibt A° fiir die Menge der inneren Punkte von A.

e a heifit ein duflerer Punkt von A, wenn es mindestens eine Umgebung U von a
gibt mit U C A°.

e a heifit ein Randpunkt von A, wenn jede Umgebung U von a einen Punkt von A
und einen Punkt von A enthdlt. Man schreibt OA fiir die Menge der Randpunkte
von A.

Definition 6.7 Sei A C R". Die abgeschlossene Hiille A von A wird definiert durch
A= A°U0A.

Abbildung 6.1: Skizzen zu A, A°, 9A und A.
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Bemerkung 6.7.1 Die drei Typen von Punkten in Definition|[6.6 schliefien sich gegensei-
tig aus und fillen ganz R™ aus. Genauer gesagt mit A® := (A)°, der Menge der duferen
Punkte hat man:

A°NOA=0, A°NIA =0 und A°N A® =), (6.1)
A°UOJAU A” =R". (6.2)
Wenn A offen ist, dann ist jedes a € A ein innerer Punkt und es gilt A° = A.
Lemma 6.8 Sei A C R™. Dann gilt:
1. A° ist offen;
2. 0A = 0(A°) ist abgeschlossen;
3. A= (A®)° ist abgeschlossen.

Bemerkung 6.8.1 Wenn A abgeschlossen ist, ist A° offen und es folgt
A= (A = (A”) = A.

Beweis. 1. Fiir jedes a € A° gibt es mindestens eine Umgebung U von a mit U C A und
so auch ein r > 0 derart, dass B,(a) C U C A.

2. 0A = 0 (A°) folgt aus der Symmetrie der Definition beziiglich A und A°¢. Weil
DA = (A°U A®)° gilt,und A° und A® offen sind, ist A abgeschlossen.

3. Mit (6.2) und (6.1) folgt A = A° U A = (A)". -
Mit Definition [6.6] folgt, dass A° C A und A® C A°. Schaut man die Komplemente
an, dann folgt A = A D A° = A. Man hat:

A°CACA und A\ A% A\ AcCOA.
Es gibt noch zwei Sorten Punkte, die wir brauchen werden.
Definition 6.9 Sei A C R" und a € R".

e a heifit ein Hdufungspunkt von A, wenn jede Umgebung U von a unendlich viele
Punkte aus A enthilt.

e a heifit ein isolierter Punkt von A, wenn a € A gilt und es mindestens eine
Umgebung U von a gibt mit U\ {a} C A°.

Es gibt kaum eine Standardschreibweise fiir die zugehorigen Mengen. Wir schreiben
APP fiir die Menge der Haufungspunkte von A und A" fiir die Menge der isolierten Punkte
von A.

Beispiel 6.10 Sei P = {(sinn,1);n € N*} C R% Dann gilt

P°=0 und OP =P =PU{(t,0);-1<t <1},
P ={(t,0);-1<t<1} und P* =P

Der Beweis fir P = {(¢,0);—1 <t < 1} ist nicht einfach und wir werden ihm hier
nicht nachgehen.
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Abbildung 6.2: Bilder zu P und S aus Beispiel und

Beispiel 6.11 Wir betrachten das spiralformige Gebiet

e¥ S
<r<———undr,p e Rp.

S =q(r , 7 sl ;
{ (r cos p,sin ) 1 7
Dann gilt:

e?

SO

. ot
rcosgp,rsmgo);ewrl <r < G und r, p GR},

:{(
832{(rcosg0,rsingo);r: efil und ¢ € ]R}U
U

{(rcosgp,rsin@);r: % und GR}U

U {(cos o, sinp);p € [0,27T]} U {(0,0)},
SHP — S und S™ =¢.

Beispiel 6.12 Fir A = Q" in R" gilt A° =0, 0A = A = A'" = R™ und A® = 0. Man
beweist dies mit der Vollstindigkeit von R.

Beispiel 6.13 Fiir B=R"\ Q" in R" gilt B° =), 0B = B = B = R" und B = ().

6.2 Darstellung Funktionen mehrerer Veranderlichen

Eine Funktion f : I C R — R lésst sich dar-
stellen mit Hilfe einer Skizze des zugehorigen
Graphes {(z, f(z));x € I}. Nur fir f : A C ‘
R? — R kann man eine Skizze vom Graphen
einigermaflen, das heisst als Projektion, darstel-

len: man braucht drei Dimensionen fiir respek-

tive 1, x9 und f(x1, ). Fiir hohere Dimensio-

nen fehlt der Mensch die Bildverarbeitungsoft-

ware. Das mathematische Wesen soll sich da-

durch nicht einschréinken lassen.
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6.3 Mehrere Veridnderliche, Konvergenz, Stetigkeit

Die Definition vom Limes, sowohl fiir eine Folge als auch fiir eine Funktion, ist wie vorher.
Wir fangen an mit der Definition fiir eine Folge in R".

6.3.1 Der Limes bei Folgen

Definition 6.14 Sei {z™}°_, eine Folge in R" und a € R™. Man sagt lim 2™ = a,

m—00

wenn es fir alle € > 0 ein M., € N gibt derart, dass
m>M, = |2™—al<e.

Lemma 6.15 Sei A C R” und a € R". Dann ist a ein Haufungspunkt von A genau dann,
wenn es eine Folge {mk}:;l C A\ {a} gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis. (=) Sei a € A"P. Dann gibt es fiir jedes m € NT ein 2™ € A\ {a} mit
™ € Bypm(a). Sei e > 0. Fiir m > M, := ¢! gilt [|2™ —al| <e. Also {a™}*_, C A\ {a}
konvergiert gegen a.

(<) Wenn es eine Folge {z}°_ C A\ {a} gibt, die gegen a konvergiert, dann diirfen
wir eine derartige Teilfolge {#™}7° | nehmen, so dass ||2™* — al| streng fallend ist. Weil
diese Teilfolge auch gegen a konvergiert, gibt es fiir jedes r > 0 ein M, derart, dass fiir
k > M, gilt ||z — a|| < r. Streng fallend impliziert, dass alle 2 verschieden sind und
wir finden fiir jede Umgebung B, (a) unendlich viele 2™ € AN B,(a). Das heifit a € AHY.

n

Wir erinnern hier nochmals an den Satz von Bolzano-Weierstrass: jede beschréankte
Folge in R hat eine konvergente Teilfolge. Dieser Satz gilt auch in R". Eine Menge A C
R™ heifit beschriankt, wenn es R gibt derart, dass fiir alle z € A gilt ||z|| < R. Wenn
{xk}zozo eine beschriankte Folge in R™ ist, dann ist {x’f}zozo eine beschriankte Folge in

R und hat wegen Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge {a:lf’”}::(). Dann ist

{x’gm}:zo wieder eine beschrénkte Teilfolge in R und hat eine Teilfolge {x];m”} . Die

v=0
o)

Folge {w’fm" } konvergiert als Teilfolge einer konvergenten Folge. Man wiederholt diesen

v=0
Vorgang fiir die dritten Koordinaten usw. Wenn alle Komponenten in R konvergieren,
konvergiert auch die Teilfolge in R™.

Theorem 6.16 (Bolzano Weierstrass) Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konver-
gente Teilfolge.

Anders gesagt: jede beschrinkte Folge in R™ hat entweder nur endlich viele unter-
schiedliche Terme oder hat einen Haufungpunkt.

Lemma 6.17 Sei A C R". Dann gilt:

1. AMP st abgeschlossen;

2. APP U A = A ynd AHP N AP = ().
Beweis.

1. Wir wollen zeigen, dass (AHP)" offen ist. Sei a € (AHP)°. Dann gibt es r > 0
derart, dass B,(a) hochstens endlich viele Punkte in A enthélt. Weil B,(a) eine

Umgebung ist fiir jeden seiner Punkte x und nur endlich viele Punkte aus A enthélt,
gilt z € (A™")° und somit auch U C (AHP)". Also gilt: (A"P)" ist offen.
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2a. Wir zeigen getrennt AT” U A € A und AFP U AP 5 A.

C Weil A" € A C A gilt, reicht es, wenn wir zeigen, dass A"™ C A. Durch
Widerspruch finden wir: wenn = ¢ A, dann gilt x € A, also B,.(z) C A® fiir
r geniigend klein und = ¢ A",

O Wir nehmen an, z € A und o ¢ AP U A, Weil v ¢ AU gibt es ry > 0
derart, dass B,,(z)\ {z} hochstens endlich viele Punkte {a',...,a"} aus A
enthélt. Schreibe r; = |la’ — z|| fir 1 <4 < k und r = min {r;;0 <i < k}. Es
gilt B.(z)\ {z} C A°. Entweder bekommt man x € A oder z € A, Beide
Moglichkeiten ergeben einen Widerspruch.

2b. AP N AP = () folgt sofort aus der Definition.

Eine Folge des letzten Lemmas wollen wir betonen:

Korollar 6.18 Sei A C R". Wenn a € A, dann gilt a ist ein Haufungspunkt von A oder
a€A.

Beweis. Das Ergebnis folgt aus Lemma A= AP U AP und A C A. m

6.3.2 Der Limes bei Funktionen

Definition 6.19 Sei f : R* — R™ eine Funktion, a € R™ und ¢ € R™. Man sagt
lim f(x) = ¢, wenn es fir alle e > 0 ein 6. > 0 gibt derart, dass

r—a

0<l||lz—all<d. = |flx)—/ <e.

Statt ||z — a|| < § kann man selbstverstandlich auch schreiben x € Bs(a).

Die Definition des Grenzwertes ldsst sich erweitern fiir Funktionen, die nur auf einer
Teilmenge von R™ definiert sind. Um einen Limes bei einem Punkt zu definieren, muss
man sich diesem Punkt ‘annihern’ konnen. Das heifit, der Limes kann nur bei einem
Héufungspunkt betrachtet werden.

Definition 6.20 Sei f : A C R" — R™ eine Funktion, a ein Hdaufungspunkt von A und
¢ € R™. Man sagt lim f(x) = {, wenn es fir alle e > 0 ein 6. > 0 gibt derart, dass
r—a

z € (Bs.(a)\{a})NA = f(z) € B(0). (6.3)

Bemerkung 6.20.1 Wenn man explizit das Definitionsgebiet angeben maochte, wird auch
lim f(z) statt il_r}cll f(z) geschrieben. Man kann auch schreiben als

ASx—a

re€Aund0<|z—a|| <d. = |flz)—/| <e.
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6.3.3 Stetigkeit

Definition 6.21 Sei f: A C R" — R™ eine Funktion.
Man sagt [ st stetig in a, wenn es fir alle e > 0 ein d. > 0 gibt derart, dass

re€Aund ||[x—a| <. = |f(z)— fla)] <e. (6.4)
Man sagt f : A — R™ ist stetig, wenn f stetig ist in jedem Punkt a € A.

Bemerkung 6.21.1 Wenn a € AY, dann ist eine leere Bedingung. Dann gibt es
ndmlich r > 0 derart, dass x = a der einzige Punkt in B,.(a) N A ist und setzt man 6. = r,
dann ist erfillt fir jede € > 0.

Beispiel 6.22 Die Euklidische Norm ||.| : R™ — R ist stetig. Das sieht man wie folgt.
Weil
]l <l =yl + llyll

gilt, folgt ||z|| — ||y|| < ||z — y|| und durch Symmetrie auch ||y|| — ||z|| < ||y — z||. Kombi-
niert man diese Ungleichungen, so folgt

Nzl = llylll < llz —yll fir alle z,y € R™.
Sei € > 0 und nehme 6. = € und es folgt fiir jedes a € R":
re€R" und ||z —al| <d: = ||z] —|lall| <e.

Lemma 6.23 Sei f : A C R™ — R" eine Funktion. Die Funktion f ist stetig auf A
genau dann, wenn alle Komponenten f; : A C R™ — R stetig sind auf A.

Beweis. Wir haben f(z) = (fi(z), fo(z), ..., fu(z)) und

1f (@)l = \/(fl(ac))2 + (fol@)” + -+ (fal@)”,

1. f stetig = f; stetig firi € {1,...,n}:
Es gilt |fi(z) — fi(y)| < ||f(x) — f(y)|| und damit sieht man, dass fiir jede ¢ > 0 das
0. fiir f auch passt fir f;:

reAuwd [z —a| <d. = [filz) - fila)] < |f(2) = fla)ll <e.

2. fi stetig fur i € {1,...,n} = f stetig:
Sei e > 0 und sei 01, ,; > 0 derart, dass

lz —all <d1.; = |fi(z) — fila)] < je.

Setzen wir J. = min {(51 1<i< n} dann gilt fiir ||z — a| < 4., dass

57,7

If (@) = fa)ll = [ > |filz) = fil e e <,

1<i<n 1<i<n

und f ist stetig in a. ]

Dieses Lemma sagt uns, dass es zum Nachweis der Stetigkeit von f : R™ — R" reicht,
die einzelnen Komponenten f; : R™ — R anzuschauen.

Die bekannten Standardergebnisse in einer Dimension haben ein Analogon:
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Lemma 6.24 Sei A C R™ mit a € A und seien f,g: A — R Funktionen.

1. Wenn f und g stetig sind in a, dann sind auciﬂ f+gund f.g stetig in a.

2. Wenn f und g stetig sind in a und g(a) # 0, dann ist auch f/g stetig in a.

Lemma 6.25 Seien f : R™ — R* und g : R¥ — R Funktionen. Wenn f stetig ist in a
und g stetig ist in f(a), dann ist auch go f, mit (go f) (z) = g(f(x)), stetig in a.

Bemerkung 6.25.1 Man kann ein dhnliches Lemma auch formulieren fiir Funktionen f
und g die auf Teilmengen definiert sind; die Teilmengen miissen jedoch ,passen®.

Einige Beispiele stetiger Funktionen von R™ nach R sind:

e Polynome: p () = 3, <4 @a®® mit a, € R, wobei o ein Multiindex ist; das heiit

= (061,...,Oém)ENmund |Oé|:Oél++Oém,
= ray?..atm,

Wenn a,, # 0 fiir ein o € N” mit |« = k, dann sagt man p hat Grad k.

e Rationale Funktionen: ¢(z) = i ;Eg, wobei py, po auf R™ definierte Polynome sind.

Das Definitionsgebiet von ¢ ist

D = {z € R";py(x) # 0} .

Lemma 6.26 Jedes Polynom p : R® — R ist stetig.
Jede rationale Funktion q : D C R™ — R ist stetig auf threm Definitionsgebiet D.

Meistens, aber nicht immer gilt fiir a €
D¢, dass

i, 0(r) = o

RS RTe et
s
0%‘ SO0

W

. . . . %,

Beispiel 6.27 Rechts steht eine Skizze zu ”’%@fﬁ‘;ﬁf@eﬂg‘
. . SSTSs

der rationalen Funktion

S

R

KRR

ORI RILELS
2%

( ) xy+1
T,Yy)=——.
KA r+y3

Sie ist definiert auf

D = {(z,y);x # —y*}

und dort stetig.

4

Inzwischen hat man so viele Formeln und abstrakte Sachen vorgesetzt bekommen,
dass man schon versucht, eine Abkiirzung zu finden. In einer Dimension wanderte man

'Die Zusammensetzungen sind wie folgt definiert:

(f+9) (@)= f2)+9(z), (f9)(@)=/F(z)g(x) uwd (f/g)(x)=f(z)/g(x).
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fiir Stetigkeit einmal von links und einmal von rechts zu der kritischen Stelle @ und wenn
es beide Male f(a) gab, dann war f stetig in a. Da kénnte man doch leicht vermuten, dass
man fiir Stetigkeit von f in a € R? statt von links und rechts, auch nochmal von oben und
unten und vielleicht sogar noch einige Diagonalen anschaut. Wenn man auf diesen Wegen
nach a wandert, und jedesmal f(a) findet, wird f doch wohl stetig sein in a, oder? Leider
hat man sich so selber auf dem Holzweg gebracht. So ein Vorgehen, wie hier beschrieben
ist, reicht nicht aus. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 6.28 Wir betrachten f : R? — R mit

f(z,y) = ﬁyyéx fiir (z,y) # (0,0),

0 fir (x,y) = (0,0).

Wenn wir iber die Achsen zu (0,0) laufen, finden wir:

. . z0 .0 .

I;golf(x,o) = gﬁ)lx2+0—gg)1;—gg)10—0—f(0,0),
z0

1' pu— 1‘ pr— pr—

im f(z,0) = lim———5=0=f(0,0),

. . 0y

lim £(0.y) = lim—"Y — 0= £(0,0)

o YT oyt T I

und sogar auf diagonalem Wege y = cx findet man

2.3 2

c'r c°x
li = lim——— =lim———— =0= £(0,0
;ﬁ)lf(% ) 210 22+ Azt a0 14 cAa? £(0,0),
2a? Ax
1. - 1' Y 1. —_— = ==
lim f(z,cr) = lim =g =lim 5 = 0= f(0,0)

Abbildung 6.3: Die zwei Bilder zu Beispiel Geradeaus ‘Plotten’ gibt das linke Bild,
wobei man sich noch fragen soll, was das wirre Benehmen bei (0,0) bedeuten soll. Das
rechte Bild gibt den gleichen Graphen, hat aber jetzt zum Skizzieren ein mafigeschneider-
tes Parametersystem benutzt. Bei (0,0) ist f anscheinend nicht stetig!
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Mit den Bilder scheint all die Arbeit um Grenzwerte von f aus bestimmten Richtungen
zu bekommen umsonst, denn gegen die Erwartungen, die man méglicherweise jetzt hdtte,
ist f nicht stetig in (0,0). Liest man die Funktion genau, dann betrachtet man ndimlich

auch die Folge {(#, %) }00:1. Fiir diese Folge gilt, dass

11
(—2, —) — (0,0) firn — oo,
n?' n
und auch, dass

n2’'n

1 1 1
f( —)zéﬁO:f(0,0)fdrn%oo.
Dass heifSt, fir e < 5 ewistiert kein & > 0 derart, dass f (Bs(0,0)) C B, (0).

Wie findet man nun heraus, ob eine Funktion f: A C R™ — R" stetig ist oder nicht?
Oder wie findet man heraus, ob lim f(z) existiert?
r—a

Algorithmus 6.1 Un Existenz oder Nicht-Existenz von lim f(x) zu kléren.
r—a

1. Kann man f als Zusammensetzung von stetigen Funktion schreiben,

so benutze man Lemma [6.24.

2. Wenn nicht, betrachte man ein paar geschickt gewdhlte Folgenﬂ

{2 Ve, (), - in A

mit a:k—>a, yk—>a, zk—>a, ... fir kK — oo und berechne
lim f(2¥), lim f(y*), lim f(z*), ...
k—o0 k—o0 k—o0

3a. Wenn es eine solche Folge gibt, wobei klim f(2*) nicht existiert,
—00

dann existiert auch lim f(x) nicht.
T—a

3b. Wenn lim f(z*) =/¢; und klim f*) =ty £ 04,
—00

k—o00

dann existiert lim f(z) nicht.
T—ra

3c. Wenn all diese Folgen den gleichen Grenzwert ¢ liefern, kann man

vermuten, dass lim f(z) = /. Dann beweise man eine Abschétzung
r—a

1f(z) =€ < < p(z—al),

wobei p:R — R} eine Funktion ist mit lifglp(t) =0.
t

Wenn so eine Abschitzung existiert, dann gilt lim f(x) = /(.
r—a

2Statt Folgen kann man ein paar geschickt gewihlte Kurven

{z(t):te (0,1}, {y@®):te (0,1}, {z(t);te (01}, ... in A

nehmen mit z (¢) — a, y (t) — a, z(t) — a fiir t | 0.
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4. Gelingt so eine Abschatzung nicht, dann zuriick zu 2, aber vielleicht
erst nachdem Maple oder Mathematics eine Skizze angefertigt hat um zu
sehen, was da los ist.

Bemerkung 6.28.1 Zu 3a und 3b. In Analysis 1 ist bewiesen worden, dass Folgenlimes
und Limes fiir Funktionen f: A C R — R dquivalent sind. Das gilt auch fir Funktionen
fACR” = R™. In 3a und 3b hat man gefunden: der Folgenlimes existiert nicht.

Zu 8c. Sei e > 0 und nehme 5. > 0 derart, dass p(t) < e fiir 0 <t < d.. Es folgt fir
lx —al| <6, dass ||f(x) —L|| < p(||z —al]) < e. Das heifst, der Limes ezistiert.

1T

Beispiel 6.29 FEuistiert xl}(r(l)l,m ||$H2 ? Wenn man einige Folgen {x’f}z"zo mit 2% — (0,0)

fiir k — oo betrachtet, findet man nur einen Kandidaten fir den Grenzwert, ndmlich
¢ =0. Da folgende Ungleichung gilt:

17 21| |za| _ [J2]| ||
e R < = ||z[| = |lz — (0,0)]]
[Ea ‘ ||l k4l B
hat man lim nita 0.
2—(0,0) ||zl

-1.0 -05 | 05 10

—04}

Abbildung 6.4: Eine McDonalds-Funktion x +— —|z|In(|z|) und f aus Beispiel

Beispiel 6.30 Betrachte f : R*? — R mit

flz,y) = { |z|In(|zy|) wenn xy # 0,

0 wenn xy = 0.

An welchen Stellen ist f stetig? Die zu betrachtende Stelle nennen wir (xq, yo).
Wir unterscheiden vier verschiedene Fille.
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. Toyo # 0. Dann ist f eine Kombination stetiger Funktionen, namlich i) (x,y) — zy,

und i) z v~ |z|, und i) z — In(z) fir z > 0, und w) (a,b) — ab. Die Funktion ist
stetig als Komposition stetiger Funktionen.

. x9g # 0 und yo = 0. Weil 1irr(1)|x0|ln(|xgy|) = o0, ist f unstetig in (x,0), wenn
Yy—

1’07é0

.29 = 0 und yo # 0. Weil glcig%)|x|ln(|xy0|) = 0 gilt, vermutet man Stetigkeit. Das

trifft auch zu, denn fir v # 0 und y nahe yo (also auch y # 0) findet man

[f(@,9) = (@0, y0)| = [Jo] n(|zy) — 0] = —|2|In(|zy|) = —|z|In(|2]) — =] In(]y])

und fir © =0 gilt |f(z,y) = f(zo,y0)] = [0=0] = 0 = 0 — [z[In([y]). Wegen
lin% |z| In(|z|) = 0 und der Stetigkeit von (z,y) — |x|In(|y|) in (0,yo) folgt
T—>

lim  |f(z,y) — f(zo,%0)| =

(a:,y) —)(O,yo)

= —lim |z|In(|z|) — lim z|In =0—10|1n = 0.
tmg o/ n(lal) — Tim el n(ly)) =0~ 0] In(lso)

. (x0,90) = (0,0). Hier treffen die beiden letzten Fille aufeinander. Wenn wir die

Kurve (t,e”'/*) fiir t von oben gegen O betrachten, dann finden wir Pné(t,e_l/t) =
%
(0,0), und auch

ltifél f(t, eVt = lgglt (In(t) + ln(e_l/t)) = 1}{5” (In(t) —1/t)) = -1 #0.

Die Funktion ist nicht stetig in (0,0).
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7.1 Noch mehr Dimensionen

In R™ haben wir, inspiriert durch die Euklidische Linge in R? und R3,

ol = o2+ a3+ 4 a2 (7.1)
als Norm verwendet. Es gibt auch andere Moglichkeiten. Auch
[2]loe = max (Jza], |22| .. [zn])  und ol = fea] 4 22 + - -+ |2

sind Normen fiir R™. Fiir p € [1, 00) wird allgemein definiert

lll, = &/l + b+ -+ b

Statt ||z|| ist |||, dann wohl die bessere Notation fiir (7.1]). Mit Hilfe dieser 2-Norm haben
wir die offenen Kugeln und darauffolgend ‘offen’ definiert. Weil

2l < llzfly < flzfly < nlle]l, firalle z € R,
folgt, dass fiir die zugehorigen Kugeln B? (0) = {z e R [z, < 7‘} folgendes gilt:

B (0) D B2(0) > B (0) > B, (0).

r/n

Das heifit, wenn es eine 2-Kugel um z in der Menge A gibt, dann gibt es auch eine 1-Kugel
oder co-Kugel um z innerhalb A. Also ist der Begriff ‘offen’ identisch fiir diese Normen
in R™. Mit etwas Miihe 148t sich sogar beweisen, dass fiir jede p-Norm auf R" der Begriff
‘offen’ identisch ist in R™.

Abbildung 7.1: Die Einheitskugeln fiir ||.||__, ||.[l5; [|-ll5, HH% und .||, in R3.

71
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7.1.1 Mehr als endlich dimensional

Was passiert, wenn wir n in R” nach unendlich gehen lassen? Man kénnte die Elemente von
R> betrachten als Vektoren (z1,xs, ...) von abzdhlbar unendlicher Linge, anders gesagt
als Folgen in R. Wenn man dafiir wie in R™ verfahren moéchte, braucht man eine Norm
mit Eigenschaften wie in Definition [1.2 Wenn wir die Euklidische Norm verallgemeinern,

finden wir
. k
(1,22, )y = /2t +ad+... = \/;}520 > lail. (7:2)

Dann sieht man gleich, dass es Vektoren (Folgen) gibt mit endlichen Koordinaten, die
trotzdem unendlich grof sind: zum Beispiel ||(1,1,1,1,...)|| = oco. Das heifit, entweder
ist keine wohldefinierte Norm, oder wir beschrénken uns auf Vektoren (Folgen), fiir
die endlich ist. Diese zweite Losung liefert die Vektoren in der Menge

: k 2 .
Uy = {(xl, Toy...) ’1}1—{20 Zi:l |4 ex1st1ert} .
Lemma 7.1 ({3, +,R, ., ||.||y) mit ||.||, wie in ist ein normierter Vektorraum.

Es wird dem Leser iiberlassen zu kontrollieren, dass die Bedingungen in Definitionen

und erfiillt sind.

Wenn wir alle “Vektoren x € R*” mit beschriankten Koordinaten zulassen wollen,
kann man

(21,22, ... )|l =sup{|zi|; i € NT} (7.3)

verwenden und man definiert
loo = {(z1,29,...); es gibt M, € R mit |z;| < M,}
Lemma 7.2 ({,+,R, ., |.||,) mit ||.||, wie in ist ein normierter Vektorraum.
Auch hier wird der Beweis dem Leser iiberlassen.

Bemerkung 7.2.1 Statt (l3, +,R, ., [|.||y) und ({o, +, R, ., ||.||..) wird meistens blofs auch
nur ly und l geschrieben.

Es gibt andere Moglichkeiten. Fiir p € [1, 00) wird &hnlich wie oben ¢, definiert durch:

k
l, = {($17 To,...) ,]}1_{1;10 Zizl | |* existiert} .

Der Grund, dass wir hier auch unendlich dimensionale Vektorrdume betrachten wollen,
ist um zu verdeutlichen, dass einige Ergebnisse in diesem Paragraphen nicht nur in R”
giiltig sind und andere Ergebnisse nur in endlichen Dimensionen gelten. Dazu soll man
aber mindestens einen unendlich dimensionalen Vektorraum gesehen haben.

Lemma 7.3 Es gilt {1 G {5 G s und insbesonders:

1. ||z, < |lz|l, fir alle z € 4,
2. x|l < x|y fiir alle € £y,

3. es gibt kein ¢ € RY derart, dass fir alle x € £y gilt ||z||, < c||z],,
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4. es gibt kein ¢ € RT derart, dass fir alle v € {5 gilt ||z, < ¢z

Beweis.

1. Durch direktes Multiplizieren findet man

Sl (3 |xi|>2 (7.4)

fiir beliebige k£ und x; € R, und es folgt, wenn klirn SO | |7 existiert, dass auch
—00

o
khm SO | |#]? existiert, denn die Folge {Ef 1 m,z} ist monoton wachsend und
— k=1

beschriankt. Das bedeutet x € ¢1 impliziert x € f5. Aus ([7.4)) folgt sogar

|||, < ||z||, fir alle z € ¢;.

2. Weil

2
(sup \:cl|) = sup |2)* < Z 2] (7.5)

ieNt

gilt, folgt aus x € ly, dass x € (. Aus (7.5 folgt auch

x|l < |lz], fiir alle z € £,.

3. & 4. Betrachte fiir n € N

= (1,1,1,...,1,0,0,...),
H/—’

das heisst T, = 1 fiir kK <n und 7 = 0 fiir £ > n. Es gilt

12l =1, [Zll, =vn und |z, =n

Wenn es ¢ € R wie im Lemma gibt, dann findet man einen Widerspruch, wenn
man n geniigend grofl wahlt.

Um zu zeigen, dass ¢y # (, verwenden wir z = (1,1,1,1,...). Fiir ¢; # {5 betrachte

_ 111
man den Vektor x = (1,2,3,47...). [ ]

Wir haben nun gesehen, dass die Norm bestimmt, welche Vektoren man bekommt
und nicht nur das. Betrachtet man V; = (¢1,+,R, ., |.[|,), V2 = (4,+,R, ., ||.||y) und
Vs = (01, +,R, ., |.]|.) als Vektorraume, dass heifit gleiche Vektoren aber unterschiedliche
Normen, dann findet man, dass die offenen Mengen jedesmal wesentlich anders sind.

Bemerkung 7.3.1 Wenn wir Folgen in {5 oder (., betrachten, dann gibt es ein kleines
Notationsproblem. Weil so eine Folge an sich eine Folge von Folgen ist, brauchen wir zwei
Indizes. Fir die einzelnen Koordinaten hat man den Index rechts unten und tiblicherweise
wird dann der Index fir das k-te FElement der Folge rechts oben platziert. Dieser Index
bedeutet dann keine Potenz. Also schreibt man {x*}32 | fiir eine Folge in ly oder {w,, dann
ist ¥ die i-te Koordinate des k-ten Elements dieser Folge.

Beispiel 7.4 Um V, mit Vs zu vergleichen, betrachten wir B° (0) = {x € {y;||z| <}
und B2 (0) = {x € ly;||z]l, < s}. Es gilt, weil ||z|, < ||lz|l,, dass BZ(0) C B (0) fiir
s < r. Es gibt aber kein r,s > 0 derart, dass B> (0) C B?(0). Das sieht man wie folgt.
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Es reicht, wenn wir zeigen kénnen, dass B{° (0) ¢ B2(0) fiir alle s > 0. Betrachte die
Folge

(3,0,0,0,0,...), (3.5,0,0,0,...), (3.5,3.0,0,...), ...,
das heifst, {a:k}zozl st definiert durch
TEV0 firi> k.

Dann gilt kaHOO = 1 und 2* € B*(0). Es gilt aber auch ||ka2 = %\/E Fiir jedes s > 0
nehme man k > 4s® und es folgt z* ¢ B2 (0).

7.1.2 Aquivalente Normen bei endlichen Dimensionen

So etwas kann nur in unendlichen Dimensionen geschehen. Fiir R™ sahen wir, dass
2l < llzlly < fllly < nflzfl firalle 2 € R™.

Definition 7.5 Sei (V,+,R, ., ||.||) ein normierter Vektorraum, dann nennt man die Norm
1.1, zu ||.|| dquivalent, wenn es Cy,Cy € RT gibt derart, dass

Cilloll < lloll, < Ca o]l fir alle v e V.
Theorem 7.6 In R" sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Es reicht, wenn wir zeigen, dass ||.||, dquivalent ist zu |[|.||,. Sei {e1,ea...,e,}
die Standardbasis auf R” und setzen wir C' = max ||e;||,. Dann gilt wegen der Dreiecks-
ungleichung fiir ||.||, und wegen Cauchy-Schwarz fir ||.||,, dass

2l < leallleall, + 2| [leall, + - -+ |znl lenll, < C(Jar] + o] + - + |za]) <

< ovmflnilP + w2 + - + foa = CVala], fir alle z € R,

Die rechte Seite ist so bewiesen fiir Cy = C'y/n.

Fiir die linke Seite verwendet man einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir an,
es gibt keine derartige Konstante C7 > 0, das heift, es gibt eine Folge {xk}?:l so, dass

=l
% L
Dann gibt es eine Teilfolge {xk ::1 mit kam H2 >m ||yck .- Wir betrachten die Folge
y™ = a*m [ ||zbm ], Dann gilt
m ghm 1
11, = | 3| = Ty el = 2 one 79
. zhm 1 1
b= - e el < 0

Weil (7.6) gilt, ist die Folge {y™} -_, beschriankt und Bolzano-Weierstrass sagt uns, dass
es eine |.||,-konvergente Teilfolge {y™*};~, gibt. Nennen wir den ||.||,-Limes a. Weil
|z —yl|, < Cqllx — yl|, gilt, konvergiert diese Folge auch nach a fiir den ||.||,-Limes.
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Wegen der Dreiecksungleichung fiir ||.||, findet man
g™ [ly = llally| < lly™ = all, =0,

und es folgt, dass ||y ||, — ||a||,. Weil ||y™*||, = 1, finden wir, dass ||a||, = 1 und deshalb
auch a # 0.

Ebenso liefert die Dreiecksungleichung fiir ||.|,, dass
Hy™ [l = llall,| < lly™ = all, =0,

und es folgt auch hier, dass [[y™ ], = [lall,. Wegen (77 folgt limy oc [}y ||, = 0 und
lal|l, = 0. Weil ||||, eine Norm ist, folgt @ = 0 und der Widerspruch. n

WEeil alle Normen in R™ dquivalent sind, ist der Begriff offen, obwohl definiert durch
Kugeln {z; || — al| < r}, in R™ nicht abhéngig von der Norm.

7.1.3 Limes bei unendlichen Dimensionen

Auch bei normierten Vektorrdumen mit unendlich vielen Dimensionen wird offen, abge-
schlossen, Haufungspunkte, isolierte Punkte, Cauchy-Folgen, konvergente Folgen, Limes
und Stetigkeit dhnlich wie vorher definiert: man ersetzt (R™, ||.||) durch den normierten
Vektorraum (V, ||.||,,). All diese Definitionen sind nur abhéngig von der dazugehérigen
Norm.

Definition 7.7 Sei (V,||.||\,) ein normierter Vektorraum und A C V.
A heifit offen, wenn es fir jedes a € A ein r > 0 gibt mit

B.(a) :=={z € V;|z—a|, <r}CA.

Definition 7.8 Sei (V,||.||,,) ein normierter Vektorraum und sei {xy},., eine Folge in
V und setx € V.

e Man nennt {z},-, eine Cauchyfolge, wenn

Ve > 03K, Vk,m e N:km> K. = ||z — 2n, <e.

e Man nennt {z},-, eine konvergente Folge und sagt lim z = x, wenn
B k—oo

Ve > 03K, VkeN: k> K. = |z, — x|, <e.

Definition 7.9 Seien (V. |.||;,) und (W, |.||y,) zwei normierte Vektorrdume und sei f :
D cV — W eine Funktion, a € DY und ¢ € W.

e Man sagt lim f(x) = £, wenn
r—a

Ve>036.>0Ve:(0< ||z —all, <. undx € D)= | f(x) =, <e.

e Man sagt f ist stetig in a, wenn

Ve > 036, >0Vz: (||]z —all, <d. undz € D) = ||f(z) — fla)|,, <e.
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7.1.4 Alternativ bei Stetigkeit

Es gibt eine Verbindung zwischen Stetigkeit und offen. Um diese Verbindung zu beschrei-
ben brauchen wir den Begriff ‘Urbild’.

Definition 7.10 Man definiert das Urbild von A beziiglich f durch:
fHA) ={z eR"; f(z) € A},

Man bemerke, dass f~! nicht die inverse Abbildung zu f sein muss und iibrigens auch
nicht 1/f ist. Deﬁnitionmacht sogar Sinn, wenn f nicht invertierbar ist. Zum Beispiel
gilt fiir g : R*— R mit g(z) = ||z]|, dass ¢g7! (a,b) = {z € R?*a < ||z|| < b}. Eine Skizze
mit einigen Urbildern folgt: ¢g=!(3,4) in rot, g~!(—2,1) in blau. Das Urbild g~*(—4, —3)
findet man nicht.

Man sieht, dass wenn A kein Bild f(z) enthélt, f~!(A) leer ist.

Definition 7.11 Sei (V,|.||\,) ein Vektorraum und sei D C V. Die Menge O C D heif$t
relativ offen in D, wenn es eine offene Menge O C V' gibt mit O N D = O.

Bemerkung 7.11.1 Die Menge O C D ist genau dann relativ offen in D, wenn fiir jedes
a €O einreRT existiert mit
B, (a)ND C O.

Hier nimmt man B, (a) = {z € V; ||z —al|,, < r}.

Theorem 7.12 Seien (V, ||.|\,) und (W, ||.|l,,;) normierte Vektorrdume und sei f : D C
V — W eine Funktion. Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge
A C W das Urbild f~'(A) von A relativ offen in D C 'V ist.

Bemerkung 7.12.1 Wenn f auf ganz V' definiert ist, vereinfacht sich diese Aussage zu:
f ist stetig auf V < das Urbild f~1(A) jeder offenen Menge A C W ist offen.

Beweis. (=) Sei f stetig und A C W offen. Wenn f~!(A) leer ist, sind wir fertig. Wenn
f7Y(A) nicht leer ist, sollen wir zeigen, dass es fiir jedes x € f~!(A) ein r > 0 gibt
mit B.(x) N D C f~'(A). Fiir ein solches x gilt f(z) € A und weil A offen ist, gibt es
B.(f(z)) C A. Weil f stetig ist, gibt es d. > 0 derart, dass fiir alle y € B;s_(z) N D gilt
f(y) € B-(f(x)) C A. Das heiit y € f~1(A) und Bs_(x) N D C f~1(A).

(<) Wir nehmen an, ‘A C R™ ist offen’ impliziert ‘f~'(A) relativ offen in D’. Sei
a€ D CVund e >0. Weil B.(f(a)) C R™ offen ist, ist wegen der Annahme die Menge
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Y B:(f(a))) relativ offen in D C V. Weil a € f~Y(B.(f(a))) und weil f~Y(B.(f(a)))
relativ offen ist beziiglich D durch die Annahme, gibt es § > 0 derart, dass Bs(a) N D C
f~YB.(f(a))). So findet man

f(Bs(a) N D) C B:(f(a))

oder nochmals anders gesagt: fiir € D mit ||z —al|,, < 0 gilt ||f(z) — f(a)|yy <e. m

7.2 Extremum

In einer Dimension ist man den verschiedenen Typen von Extremwerten schon begegnet.
Wir formulieren sie noch mal allgemein.

Definition 7.13 Sei (V. ||.||,,) ein normierter Vektorraum und sei f : D C V — R eine
Funktion

e Sie hat ein globales Minimum in a € D, wenn f(x) > f(a) fir alle x € D.

e Sie hat ein strenges globales Minimum in a € D, wenn f(x) > f(a) fir alle v €
D\ {a}.

e Sie hat ein lokales Minimum in a € D, wenn es r > 0 gibt mit f(x) > f(a) fir alle
r €D mit ||z —al, <.

e Sie hat ein strenges lokales Minimum in a € D, wenn es r > 0 gibt mit f(x) > f(a)
fiir alle x € D\ {a} mit ||z — al|,, <.

Auf dhnliche Art definiert man die verschiedenen Sorten vom Maximum.

Bemerkung 7.13.1 Ein globales Minimum st ein lokales Minimum, wenn wir ,,ist"
verstehen wie in: ein Mini ist ein Auto. Wenn man klar darstellen mdchte, dass ein
Minimum kein globales Minimum ist, kann man es ein nicht-globales Minimum nennen.

7.3 Kompaktheit

Eine wichtige Frage ist, ob eine Funktion ihr Minimum annimmt. In Analysis 1 haben
wir gesehen, dass ein Maximum angenommen wird im Fall dass die drei folgenden Sachen
erfiilllt sind: 1) f : D C R — R ist stetig, 2) D ist abgeschlossen, und 3) D ist beschrinkt.
So etwas gilt auch fir f : D C R" — R”. Wenn man zu unendlich dimensionalen Vek-
torrdumen iibergeht, reicht abgeschlossen und beschréankt nicht mehr. Wir werden einen
Ersatz definieren, der sowohl in endlich als auch in unendlich dimensionalen Vektorraumen
funktioniert.

In diesem Paragraphen sind (V,||.||;;) und (W,].||;;;) normierte Vektorrdume. Man

kann sie jederzeit durch (R™,|.||) und (R™,||.||) ersetzen.

Definition 7.14 Sei A C V und {U;}

e derart, dass
1. U; C 'V offen ist fiir jede 1 € I, und

2. Uie; Ui D A (Ui}, iiberdeckt A),
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Definition 7.15 A C V heifit kompakt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung {U;}
von A endlich viele U,

Woche 7, Grundbegriffe 11

dann heifit {U;},.; eine offene Uberdeckung von A.

il

ivs Uiy, ., Ui, gibt, die A idiberdecken.

In der Analysis ist es oft bequemer, ‘kompakt’ zu ersetzen durch ‘folgenkompakt’.

Definition 7.16 A C V heifit folgenkompakt, wenn jede Folge {xy};-, C A eine kon-
vergente Teilfolge {xy, },—, hat mit lim z, € A.
n—oo

Theorem 7.17 Sei A C R"™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist kompakt;
2. A ist folgenkompakt;

3. A ist beschrdnkt und abgeschlossen.

Beweis. Fiir A = () sind die drei Aussagen wahr. Wir diirfen also annehmen, dass A nicht
leer ist.

1 = 3a. Kompaktheit impliziert Beschranktheit. Sei A kompakt. Die offene Mengen

{B,(0);n € N} iiberdecken R", also auch A. Wegen der Definition gibt es schon
endlich viele Kugeln B, (0), die A iiberdecken. Fiir die grofite dieser Kugeln, sagen
wir B, (0), gilt A C B, (0). Das heifit, A ist beschrinkt.

1 = 2. Nehmen wir an, A ist kompakt, aber nicht folgenkompakt. Dass heift, es gibt eine

Folge {x1},-, C A ohne eine in A konvergente Teilfolge. Wir wissen jedoch, dass A
beschrénkt ist. Dann liefert der Satz von Bolzano-Weierstrass uns zu dieser Folge
einen Haufungspunkt a € R”, das heift, eine Teilfolge {xy,, }_, mit lim,, o xk,, =
a ¢ A. Wir definieren die Mengen U; = (%)C fir i« € N*. Jede U; ist offen
und weil (J,.; U; = R™\ {a} D A gilt, iiberdeckt {U;}, y+ die Menge A. Wegen der
Kompaktheit von A kann man endlich viele U; wéhlen, die A schon {iberdecken.
Das bedeutet A C (Bl/io(a)y fiir ein 49 € NT und weil dann ||z, — al| > 1/ gilt,

haben wir einen Widerspruch.

2 = 3. Wenn A nicht beschrénkt ist, dann gibt es eine Folge {z)},-, C A mit ||z > k.

Diese Folge hat keine konvergente Teilfolge.

Wenn A nicht abgeschlossen ist, gibt es einen Haufungspunkt a von A auflerhalb
A. Wegen Lemma gibt es eine Folge {z},o, C A mit limy_,o zx = a. Jede
Teilfolge hat den gleichen Grenzwert a aulerhalb A, also ist A nicht folgenkompakt.

3 = 1. Auch hier geben wir einen Beweis durch Widerspruch. Sei A beschréankt und ab-

geschlossen und sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von A, aus dem man keine
endliche Uberdeckung von A wihlen kann. Weil A beschréinkt ist, gibt es M € R*
mit A C [-M, M]". Den Hyperkubus K, = [—M, M]" teilen wir in 2" Wiirfel
halber Lénge. Es gibt mindestens einen Teilhyperkubus K; derart, dass man zur
Uberdeckung von A N K; mindestens unendlich viel U; braucht. Teilen wir K; wie-
der auf in 2™ Wiirfel halber Linge, dann gibt es mindestens einen Teilhyperkubus
K5 derart, dass man zur Uberdeckung von A N K5 mindestens unendlich viel U;
braucht, usw.
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In jede Menge AN K; konnen wir 2 wihlen und {z'};°, ist eine konvergente Folge.
Weil A abgeschlossen ist, gilt lim; 2 = a € A. Sei U; derart, dass a € U;. Weil U
offen ist, gibt es r > 0 derart, dass B,(a) C U;. Dann hat man aber auch K, C U;
fiir alle £ > ¢y mit £y geniigend groB. Man braucht fiir die Uberdeckung von Ky, nur
diese eine offene Menge U; und nicht, wie vorhin behauptet, unendlich viele offene
Mengen U;. u

Bemerkung 7.17.1 Folgenkompakt und kompakt sind auch fiir unendlich dimensionale,
normierte Vektorriume dquivalent. Wenn A (folgen)kompakt ist, dann impliziert dies,
dass A beschrinkt und abgeschlossen ist. Fiir die umgekehrte Richtung, das heifst fir die
Richtung ‘beschrankt und abgeschlossen’ zu ‘(folgen)kompakt’, ist endlich dimensional eine
notwendige Bedingung.

Theorem 7.18 Wenn A C V kompakt ist und f : A — W stetig, dann ist f(A) kompakt.

Beweis. Sei {y;},, eine Folge in f(A). Dann gibt es eine Folge {x}},-, C A mit f(x)) =
yr. Weil A kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge {%}Zl mit elim Ty, =a € A
— 00

WEeil f stetig ist, folgt
zh—glo Yhe = zllnc}of(%) B f(zlggo k) = fla).
Das heifit, f(A) ist (folgen)kompakt. |

Theorem 7.19 (Existenz des Extremums) Sei (V. |.||;,) ein normierter Vektorraum
und set A C V. Wenn folgendes gilt:

1. A ist kompakt, und

2. f: A— R st eine stetige Funktion.

Dann nimmt die Funktion f ihr Maximuni| und ihr Minimum an auf A.

Das heifst, es gibt Tyin, Tmax € A derart, dass

F (i) = inf f(2) wnd  f(2me) = sup f(2).

€A

Beweis. Sei {yx},-, eine Folge in f(A) mit y, — inf,cs f(2). Dann gibt es eine Folge
{zi}ie, C Amit f(zy) = yr. Wegen der Kompaktheit von A gibt es eine in A konvergente
Teilfolge {zy, },-,, sagen wir élim Tk, = a, und

—00

inf f(x) = lim gy, = lim f(xy,) = f(lim 2x,) = f(a).

Ahnlich gibt es b € A mit f(b) = sup f(x). n

T€EA

'Hier ist das globale Maximum gemeint.
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Beispiel 7.20 Die Funktion f : R? — R mit
flxy,20) = 2129 ([E% + 22— 219 — 3) e "

hat mindestens zwei Maxima und zwer Minima.
Man findet, dass f = 0, sowohl auf der xi-Achse
als auch auf der xo-Achse. Auch auf dem Rand des
Kreises 22 + (x5 — 1)* = 4 findet man f = 0. Auf dem
kompakten (weil beschrinkt und abgeschlossen) Gebiet
A:{xGR;xl >0, 29 >0 undaﬁ%+(a§2—1)2§4}
hat f ein Minimum und ein Mazimum. Weil das
Minimum negativ ist und weil f = 0 gilt fir x € 0A,
liegt die Stelle, wo das Minimum angenommen wird,
innerhalb von A. Dann ist dieses Minimum auch ein
lokales Minimum von f. Es gibt noch drei kompakte
Teilgebiete, bei denen man so verfahren kann.

7.4 Der Begriff Zusammenhang

Wir werden hier Definitionen fiir allgemeine normierte Vektorrdume geben. Man kann
immer auch (R", ||.||) statt (V,].||;,) lesen.

Definition 7.21 Sei A C V mit (V,||.||,) ein normierter Vektorraum. Die Menge A heifit
zusammenhdngend, wenn es keine Mengen Ay, A5 C A gibt, die folgendes erfiillen:

1. Ay und Ay sind beide nicht leer und relativ offen beziiglich A;

2. A:A1UA2 undAlﬂAg :Q)
In der Analysis ist es 6fters einfacher eine andere Definition zu benutzen.

Definition 7.22 Sei A C V. mit (V,|.||;,) ein normierter Vektorraum. Die Menge A
heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu jedem x,y € A eine Kurve (stetige Funktion)
f:10,1] =V gibt, mit f(0) =z, f(1) =y und f([0,1]) C A.

Lemma 7.23 Sei A CV mit (V,||.|l,) ein normierter Vektorraum. Wenn A wegzusam-
menhdngend ist, dann ist A zusammenhdngend.

Beweis. Nehmen wir an, A ist wegzusammenhéngend aber nicht zusammenhéngend. Das
heifit, es gibt zwei nicht-leere in A relativ offene Mengen A; und As mit A = A;UA,. Man
nehme a; € A; und ay € Ay. Weil wir angenommen haben, dass A wegzusammenhéngend
ist, gibt es eine Kurve f:[0,1] = V mit f[0,1] C A und f(0) = a; und f(1) = as. Setze
to =sup{t € [0,1]; f(t) € Ar}. Weil f(0) € A; und f(1) & Ay gilt t € [0, 1].

1) Wenn f(ty) € As, also tg > 0, dann gibt es » > 0 mit B,(f(ty)) N A C Ay und
F B (f(to))) ist relativ offen in [0,1]. Das heiBt, es gibt € > 0 mit ({y — €,to] C [0, 1]
derart, dass f (to — €,t9] C A2. Das widerspricht der Definition von t.

2) Wenn f(ty) € A, also tp < 1, dann gibt es » > 0 mit B,(f({r)) N A C A; und
J7UB,(f(to))) ist relativ offen in [0, 1]. Das heifit, es gibt € > 0 mit [ty,to +¢) C [0,1]
derart, dass f [to,to + &) C A;. Das widerspricht der Definition von t. [
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Beispiel 7.24 Sei A= ({0} x [-1,1]) U {(z,sin1);z e RT}.

e A ist nicht wegzusammenhdingend: Die Mengen

Ay = {0} x [=1,1] und Ay = {(x,sin i) - R+} (7.8)

sind wegzusammenhdngend, aber es gibt keine stetige Kurve f : [0,1] — R?, die
Punkte aus diesen beiden Teilmengen innerhalb von A verbindet. Denn sei f so
eine Kurve mit f(0) € Ay und f(1) € Ay, setze to = sup{t € [0,1]; f(t) € A, }.
Weil Ay abgeschlossen ist, gilt f(tg) € Ay. Wenn tg =1, dann gilt f(1) € AyN Ay =
). Wenn ty < 1, dann gibt es fiir jedes & > 0 ein t € (to,to+ ) derart, dass
| f(to) = f(t)|| > 5. Das letztere heifit, f ist nicht stetig in to und ergibt wiederum
einen Widerspruch.

o A ist zusammenhdngend: Wenn Ay, Ay wie in Definition sind, fihrt der Weg-
zusammenhang dazu, dass fir eine solche Zerlegung nur Ay und As in (@ oder

umgekehrt moglich wdren. Die Menge Ay ist aber nicht relativ offen beziiglich A,
denn (0,0) € Ay und B, (0,0) N Ay ist nicht leer.

Theorem 7.25 Sei A C R" offen. Dann sind dquivalent:

1. A ist wegzusammenhdngend;
2. A ist zusammenhdngend;

3. Fir jede x,y € A gibt es einen Polygonzug innerhalb von A, der x und y verbindet.

Abbildung 7.2: Wegzusammenhang, Zusammenhang und Polygonzugverbindung.

Beweis. (1 = 2) folgt aus Lemma [7.23]
(2 = 3) Sei x € A und betrachte

U, = {z € A; es gibt einen Polygonzug von x zu z innerhalb von A} .

Die Menge U, ist offen: Sei z; € U,. Weil U, C A, gibt es B,(z1) C A. Fiir 2o € B,.(21)
kann man den Polygonzug von x zu z; fortsetzen durch Anbinden der Geraden [z, z3).
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Die Menge A\U, ist offen: Sei z; € A\U,. Es gibt B,(z1) C A und wenn es z, €
U, N B.(z1) gebe, so liefe sich der Polygonzug von x nach zo mit der Strecke [z9, 1] zu
einem Polygonzug innerhalb von A von x nach z; erweitern. Dann zerlegt U,, A\U, die
Menge A in zwei nicht-leere offene Mengen und A wiére nicht zusammenhéngend.

(3 = 1) Mit einem Polygonzug von x innerhalb von A zu y lisst sich eine verbindende
Kurve definieren. [ ]

Definition 7.26 Sei (V,|.||,,) ein normierter Vektorraum und sei D C'V und x € D.
K;=U{ACD; z € A und A zusammenhdngend}
nennt man die Komponentd’| von D zu x.

Theorem 7.27 Sei f : R™ — R eine stetige Funktion. In jeder beschrinkten Komponente
von {x € R™; f(x) # 0} gibt es ein lokales Extremum von f.

Bemerkung 7.27.1 Wenn f: D C R" — R eine stetige Funktion ist, gilt dhnliches fir
jede beschrinkte Komponente K von {x € R"; f(x) # 0} mit K C D.

Beweis. Sei K eine solche Komponente und nehmen wir an, dass es 2° € K gibt mit
f(z%) > 0. Wir beweisen in mehreren Schritten.

1. Wenn f(z) > 0 fiir ein x € K, so gilt dies fiir alle x € K. Denn wenn es y € K gibt
mit f(y) < 0, nehme man eine Kurve w : [0,1] — R in K, die x und y verbindet und
mit dem Zwischenwertsatz gibt es ¢ € (0,1) mit f(w(t)) = 0, einen Widerspruch.

2. K ist offen. Sei z € K. Weil f(z) > 0 gilt, ist (3f(z), 2f(z)) offen und wegen der
Stetigkeit folgt, dass f~' (1 f(z),2f(z)) offen ist. Dass heit, es gibt § > 0 derart,
dass fur alle y € Bs(z) gilt f(y) > 0. Fur alle y € Bs(z) liegt die Gerade [z, y] in
K, also gilt Bs(z) C K.

3. Fiir x € 0K gilt f(x) =0. Sei z € K. Wenn f(z) <0, gilt z € f~' (R™) und weil
R~ offen ist, folgt aus der Stetigkeit, dass es B,.(x) C f~'(R™) gibt und = ¢ OK.
Wenn f(x) > 0, dann gibt es r > 0 mit f(y) > 0 fur y € B,.(z). Weil z € 0K gibt es
y? € B.(x) N K. Dann liegt auch [z,3°] und sogar B,(z) in K, und es gilt = ¢ 0K.
Das heifit f(x) # 0 gibt einen Widerspruch und nur f(z) = 0 bleibt iibrig.

4. Weil K abgeschlossen und beschrénkt ist und fx : K c R® — R stetig, hat ik ein
Minimum und ein Maximum auf K.

5. Weil f(z) > 0 fiir v € K und f(z) = 0 fiir x € 0K finden wir, dass das Maximum
streng positiv ist. Nennen wir x,,,, € K die Stelle, wo das globale Maximum von
fik angenommen wird. Weil K offen ist, liegt ., im Inneren von K. Also gibt es
B (Tmax) € K und auerdem gilt f(zmax) > f(z) fir x € B, (Zmax). Das wiederum
heif3t, dass in x,. die Funktion f ein lokales Maximum hat.

Wenn es z° € K gibt mit f(z2°) < 0, ersetzt man ‘Maximum’ durch ‘Minimum’. ]

2Eigentlich: Zusammenhangskomponente.
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Partielle Ableitungen
8.1 Partielle Ableitungen

Wir haben vorhin Existenzkriterien fiir Extrema betrachtet, aber wo liegen sie genau?
Anders gesagt, wie berechnet man sie? In einer Dimension hat man die betreffende Funk-
tion differenziert, die Ableitung gleich null gesetzt und so die Kandidaten fiir Extrema
gefunden. Dazu mufite man aber erst untersuchen wie man eine Ableitung findet. In
hoheren Dimensionen braucht man fiir ein Extremum jedoch mindestens, dass die be-
treffende Funktion x +— F'(z), betrachtet als Funktion jeder einzelnen Variable, also

x; — F(x1,...,2;...,2,), ein Extremum hat. Dies ist iibrigens eine notwendige aber
nicht eine ausreichende Bedingung fiir ein Extremum.

Um z; — F(x1,...,2;,...,2,) zu untersuchen brauchen wir die partiellen Ableitun-
gen.

Wir wiederholen die Differenzierbarkeit fiir eine Funktion f: R — R:

e f heifit differenzierbar in a, wenn

(@) 2= tim T (5.

existiert. Die Differenzierbarkeit in a ist dquivalent zu:

e Es existiert ein Polynom ersten Grades ¢(x) = f(a) + ¢ (z — a) derart, dass gilt

lim L&) =@ (8.2)

iva |z —a

Es gilt ¢ = f'(a). Die Aquivalenz findet man, weil f'(a) = lim %{JJ(G) das gleiche

z—a ¥

bedeutet wie jede der folgenden Behauptungen.

i LSO iy g s i SO U@ @20
)

Die Funktion ¢ ist die Tangente an f in a und so bedeutet Differenzierbarkeit in a,
jetzt betrachtet wie in (8.2)):

83
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FEs gibt eine Funktion { ersten Grades derart, dass, wenn x — a, |f(x) — {(z)|
wesentlich schneller nach 0 geht als |x — al.

Fiir eine Funktion f : R® — R oder f : R" — R gibt es viele Moglichkeiten eine
Tangentialrichtung zu betrachten.

Definition 8.1 Sei f : R" — R eine Funktion, sei a € R™ und e; der i-te Einheitsvektor:

e; =(0,...,0,1,0,...,0).

1 an i-ter Stelle
Man nennt f partiell differenzierbar in a fir die i-te Verdanderliche, wenn

o Ja 1) = (@)

existiert.
h—0 h

Man schreibt

h—0 h

und nennt 0; f(a) die i-te partielle Ableitung von f in a.

Bemerkung 8.1.1 Man kann diese Ableitung auch definieren durch alle Koordinaten
aufler dem i-ten ‘einzufrieren’. Anders gesagt, betrachte g : R — R mit

g(IJ = f(al, ey i1, L5, Qg1 - - - ,an)

und man bekommt 0;f(a) = ¢'(a;).

Abbildung 8.1: Fiir Funktionen f : R? — R kann man eine Skizze herstellen; 0, f(a)
ist die Steigung der Tangente in x;-Richtung und 0y f(a) die Steigung der Tangente in
xo-Richtung.

Bemerkung 8.1.2 Man begegnet mehreren Notationen fiir die partiellen Ableitungen von
x> f(z) inx=a:

Ouf(@) = 00 1(0) = Dufl0) = fule) = -0 = ()

Meistens ist klar, welche partielle Ableitung gemeint ist. Nur bei so etwas wie f,,(x2, 1)
konnte man Probleme bekommen. Ist da Oy f(x9, 1) oder O f (xa,x1) gemeint?
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Definition 8.2 Sei f : R® — R eine Funktion und sei a € R™.
Ableitungen von f in a existieren, schreibt man

Vf(a)=(01f(a),0:f(a),....0nf(a)).

Zum Symbol V sagt man ‘nabla’ und V f(a) nennt man den Gradienten von f in a.

Wenn alle n partiellen

(8.3)

Bemerkung 8.2.1 Fir f : R" — R™ ist 0;f(a), wenn es existiert, ein Spaltenvektor und
V f(a) ist eine n x m-Matrix:

g1f1(a) ngl (a) gnfl(a)
v f(a) 1f?(@) 2f?(a) nf?(a)
alfm(a) 82fm(a> 8nfm(a’)

Diese Matriz wird Jacobimatrixz genannt.
Beispiel 8.3 Sei f: R* — R definiert durch f(xy,xs) = x1 + sin(z123). Dann gilt
Orf (1, 79) = 1+ 13 cos(w123) und Do f (71, 79) = 22125 cos(z123).

Auch hohere Ableitungen sind mdglich:

Nonf(z1,m0) = O (14 xQ 5 cos(z123)) = —wysin(zq73),

0201 f (21, x2) s (1 + 3 cos(z x%)) = 2wy cos(x173) — 225 sin(zy23),
010of (x1,22) = O (23:1952 coS x1x2 ) 219 cos(w115) — 215 sin(z123),
0o f(x1,m9) = O (2x1x2 cos(z13 ) = 21 cos(z123) — 4aizssin(x23).

Man sieht 0,0, f (21, x2)

= 010, f (21, z2).

Beispiel 8.4 Die Funktion f : R*> — R mit

3
a 5 Jir (2y) #(0,0),

0 fir (z,y) =

ist micht nur stetig, sondern hat auch partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung.
Die ersten Ableitungen sind]

flx,y) =
(0,0),

w
Of(wy) =4 (a2 +y2)° fir (z,4) # (0.0),
0 fir (z,y) = (0,0),
und »
ytr + 3y’x
TR 0,0),
oy =] @y W70

0 fiir (z,y) = (0,0),

! AuBlerhalb (0,0) ist f definiert als rationale Funktion und man verwendet die Standardableitungsre-
geln. In (0,0) braucht man die Definition:

f(h,0) — £(0,0)
h Tl h

o1£(0,0) = lim
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Es folgt
RS = 022f§3 —0
0,01/(0,0) = lim 0 *h;L =1,
.
00:£(0,0) = lim ( ; — 0.

Theorem 8.5 (Vertauschungssatz) Sei D C R? offen und f : D — R eine Funktion.
Wenn f, Of, Oof, 0102f und 050, f stetig sind in D, dann gilt 0105 f = 0201 f.

Bemerkung 8.5.1 Man kann die Bedingungen im Theorem noch ein wenig lockern. Su-
chen Sie in der Literatur nach dem Vertauschungssatz von Schwarz.

Beweis. Sei (z9,y0),(x1,11) € D derart, dass [zg, 1] X [yo,%1] C D nicht leer ist. Be-
trachte

g(x) = [ (x,y1) — f(z,90) und h(y) = f (v1,y) — f (70,y)-
Es gilt

9(x1) — g(xo) = f (z1, 1) — f(z1,90) — f (w0, 1) + [ (20, 90) = h(y1) — h(yo)
und wegen des Mittelwertsatzes gibt es derartige & € (xo, z1) und 1 € (yo, y1), dass
(21 = 20) g'(§) = g(x1) — g(w0) = A1) — h(yo) = (y1 — wo) '(n),

und anders gesagt:
(21 = 0) (D1F(&0n) = D F(Ew0) ) = (1 — ) (Df@r,m) = Daf(ao,m))
Nochmals den Mittelwertsatz anwenden liefert 7 € (yo, y1) und € € (zo, 1) mit
(21 — x0) (11 — y0) D1 f(£,7) = (31 — o) (w1 — 20) D> f (&, ).

Das heift, fiir jede z1 > xo und y; > yo gibt es (&,7), <§,77> € [xo, 1] X [yo, y1] mit

D201 f(&,7) = 8182]”(%,77).

Weil 0,05 f, und 050 f stetig sind, gilt

0201 f (w0, Y0) = lim D201 f(&,1) = lim 0102 f(€,m) = 0102 (0, Y0).

(%1,y1)—(0,y0) (z1,91)—(z0,y0)

Sowohl &, 77 als auch € und 7 héngen von (z1,y1) ab. Weil £, € € (o, 1) und 1,7 € (yo, y1)

folgt, wenn (21,y1) — (20, %0), dass auch (£,%) — (z0,y0) und (£,1) — (20, o). u

Proposition 8.6 Se: D C R" offen. Wenn f: D — R in a € D ein Extremum hat, und
wenn die partiellen Ableitungen in a existieren, dann gilt V f(a) = 0.

Beweis. Wenn 0; f(a) # 0, dann betrachtet man g(t) = f(a + te;) und geht voran wie in
einer Dimension (Satz 11.4 Analysis 1). u
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Definition 8.7 Sei D C R" offen und a € D. Wenn fir f : D — R gilt Vf(a) = 0,
dann nennt man a einen stationdren Punkt fir f.

Beispiel 8.8 Betrachten wir die Polynome pi,ps : R? — R mit
pi(z,y) = 2° +y° —ay +x+y und py(z,y) = 2° +y* = 3wy +x +y.
Die stationdren Punkt(e) sind fiir p;:

{Qx—y—l—l:O

und fiir py:

20 —3y+1=0 _

Man kann sich iberzeugen, dass nur py ein Extremum (Minimum) hat.

Abbildung 8.2: Skizzen zu p; und p, aus Beispiel Maple hat die Moglichkeit direkt
die Niveaumengen angeben zu koénnen.

8.2 Richtungsableitungen

Bei Funktionen f : R — R hat man auch linke und rechte Ableitungen definiert. Auch
in hoheren Dimensionen hat man &hnliches. Statt links und rechts gibt es nun mehrere
Richtungen.

Definition 8.9 Sei f : R" — R eine Funktion, a € R" und v € R™ mit ||v|| = 1. Wenn

sie existiert, nennt man
avf(a> — lim f(a + t'U) B f(a)

t10 t

die Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v.

Bemerkung 8.9.1 Als alternative Definition kann man auch sagen: es gibt £, € R der-
art, dass

i (@t t0) = fla) = Lut] _
t10 t

und man definiert 0, f(a) = £,. Oft schreibt man auch g—fj (a) oder 2 f (a) statt O,f(a).

0;
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£ 2§ /

X2

Abbildung 8.3: Fiir Funktionen f : R? — R kann man eine Skizze herstellen; 9, f(a) ist
die Steigung der Tangente in v-Richtung. Der gelbe Punkt zeigt (ay, as, f(a1,as)) und der
rote Pfeil soll v darstellen.

Wenn 0, f(a) und 0_, f(a) existieren und 0., f(a) = —0_., f(a), dann existiert die i-te
partielle Ableitung und es gilt

0if(a) = 0e.f(a) = =0, f(a).

Beispiel 8.10 Fir die Fuklidische Norm ||.|| : R? — R existiert an der Stelle 0 in jede
Richtung die Richtungsableitung. Sie hat in 0 keine partiellen Ableitungen.

Beispiel 8.11 Die Funktion g : R? — R mit g(x,y) = 23/2%y? hat partielle Ableitungen
in (0,0), aber keine Richtungsableitungen in (0,0) aufler die in +ey und tes-Richtung.

Abbildung 8.4: Skizzen zu Beispiel (links) und Beispiel (rechts).

Beispiel 8.12 Betrachten wir die Funktion f : R? — R mit

(22 — y4)2
S = pFrpr Sy fir @y # 0,00,

0 fir (x,y) = (0,0).
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Dann gilt

0, f(0,0) = lim ; = lin "

und auch 0_.,f(0,0) = 1. Wenn u; # 0 hat man

(1)~ (tuz)")”

4,2,2
tuy, tug) — f(0,0 e — tujuy — 0
auf(0,0) = lim f( 1 UQ) f( ) ) — lim [tur | +|tuz| _
0 13 tl0 t
T A
B 7 tuiuy | = —— = |ua.
t0 \ Juq|” + ¢4 |ug| |

Wir finden, dass fiir jede Richtung u die Ableitung 0,f(0,0) existiert und
O0uf(0,0) > 0.

Trotzdem hat sie kein Minimum in (0,0), denn f(t*,t) = —t°.

Abbildung 8.5: Skizzen des Graphen und von einigen Niveaumengen zu Beispiel

Lemma 8.13 Sei U C R” offen und a € U. Wenn f : U — R in a eine partielle
Ableitung 0, f(a) hat und 0,f(a) <0, dann hat f kein Minimum in a.

Wenn man sich auf partielle und Richtungsableitungen beschréinkt, zeigen die Beispie-
le, dass man nur schwache Aussagen machen kann beziiglich eines Extremwertes.
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Mehrdimensionale
Differentialrechnung I

9.1 Differenzierbarkeit

Definition 9.1 Set U C R™ offen, f: U — R" eine Funktion und a € R™. Die Funktion
f heifst differenzierbar in a, wenn es eine lineare Abbildung M, : R™ — R™ gibt derart,

dass
N LGET RS AL o)

Man nennt M, die (totale) Ableitung von f in a und df (a,h) = M, (h) das Differential.

Bemerkung 9.1.1 Wenn f fiir alle a € U differenzierbar ist, dann ist das Differential
df eine Funktion von U x R™ zu R™. Oft gibt man die Variablen in U x R™ an mit

(1, .. T, dxy, .. day,).

Bemerkung 9.1.2 Jede lineare Abbildung M, : R™ — R™ kann man mit Hilfe einer
Matrix M, schreiben. Wenn wir h € R™ als Spaltenvektor schreiben, hat man

o (9.2)

/A
\ /
/

/

R

Abbildung 9.1: Fiir Funktionen f : R? — R kann man eine Skizze herstellen. Differenzier-
barkeit bedeutet, dass es eine anliegende Tangentialfliche gibt.

91



92 Woche 9, Mehrdimensionale Diff.rechnung I

Bemerkung 9.1.3 Fliir eine differenzierbare Funktion f : R?* — R beschreibt g : R* — R

maut
_ of of
9(x) == f(a) + P (a) (w1 —ay) + Oa (a) (z2 — az)

die Tangentialebene an f in a. Anders gesagt: g ist die Approximation erster Ordnunﬂ
von f in einer Umgebung von a. So gesehen bedeutet , f ist differenzierbar in a* das
gleiche wie ,es existiert ein Polynom vom Grad kleiner gleich 1, das f bei a mit erster
Ordnung approximiert .

Salopp kann man sagen: es gibt ein Polynom x — g(x) vom Grad héchstens eins
derart, dass || f(x) — g(x)|| wesentlich schneller nach 0 geht als ||z — a|| fir z — a.

Lemma 9.2 Se: U C R™ offen, f: U — R" eine Funktion und a € R™. Die Funktion f
ist differenzierbar in a, genau dann, wenn jede Komponente f; : U — R firi=1,...,n
differenzierbar ist in a.

Beweis. Man verwendet, dass ||.||;-Norm und Euklidische Norm in R™ &quivalent sind:
es gibt C; und Cy > 0

If(x) = fla) = Mo (z —a)|| < Cy Z |[fi(x) = fila) = (Mg (z — a)),]
[f(x) = fla) = Ma (z —a)|| = Cp Z |[fi(x) = fila) = (Mg (x — a)),]
und bemerkt, dass nur fiir f gilt, wenn es fiir jede Funktion f; gilt. ]

Dieses Lemma sagt uns, dass wir uns weiterhin ohne Verlust der Allgemeinheit be-
schrianken diirfen auf f: U C R™ — R.

Lemma 9.3 Wenn f differenzierbar ist in a, dann ist f stetig in a.
Beweis. Man hat
1 () = fla)ll < [f(x) = (fa) + Ma (z — a)) || + [ Ma (z — a)] -
Wegen folgt il_rg | f(z) = (f(a) + M, (x —a))| =0 und mitﬂ
1M (z = a)|| < [|Mal| [z — all

folgt lim | f(x) — f(a)]| = 0. .

Lemma 9.4 Wenn f differenzierbar ist in a, dann ezistieren die partiellen Ableitungen
in a und es gilt M, (x —a) = Vf(a)(x —a) mit x — a als Spaltenvektor.

!'Man sagt eine Funktion ¢ approximiert f mit Ordnung k in einer Umgebung von a, wenn

i 15@) = 9@l

ava o —all*

=0.

2Die Norm einer Matrix M € M™*™(R) ist definiert durch

|M]|| =sup{||Mz||; z € R™ mit ||z||=1}.



9.1 Differenzierbarkeit 93

Beweis. Betrachtet man nur spezielle Richtungen fiir x — a, ndmlich die parallel zu den
Achsen, dann vereinfacht sich (9.1)) fiir die i-te Richtung zu

Hf(ah"'7ai717xi7ai+17"'7:€m) - (f(a’) +Ma(07"'707wi _ai707"'70)—r)H
lim .

Ti—>a; ‘:IZ'Z — CLZ‘|

Das kleine T-Zeichen (") bedeutet transponiert. Weil dieser Limes existiert, hat man die
partielle Ableitung in der i-ten Richtung und

8zf(&) = Ma (el) .
Es folgt M, = V f(a). u

Theorem 9.5 Wenn die partiellen Ableitungen O;f existieren in einer Umgebung von a
und sie stetig sind in a, dann ist [ differenzierbar in a.

Beweis. Wir schreiben

f@) = fla) = f(x1, 22, ., T2, Tn_1, ) — f(T1, T2, ..., Tng, Tpo1, Gp) +
+ flxr, 29, Tp0, Ty 1,a,) — f(T1, T2, .., Ty, Qp_1, ap) +
+ f(z1, 22, T2y A1, Gp) — (X1, T2, ooy G2, A1, Gp) +
+ ... +
+ f(x1,a9,. .., Gn_2,an_1,a,) — fa1,a2,...,an_2,0n_1,a).

Verwenden wir den Mittelwertsatz n-mal, dann gibt es £, zwischen z; und a; derart, dass

n

f(ZL’) — f(a) = Z (l’z — CLZ‘) &f (C(]l, . ,xi_l,fi,aiﬂ, e ,an) .

=1

Es folgt, dass
f(@) = fla) =V f(a) (x —a) =

= (ﬂfz - ai) (aif (351, e 1,84, Qi - 7an) - aif(a)> . (9-3)

=1

3

Sei € > 0. Stetigkeit der partiellen Ableitungen in a erlaubt uns, eine Umgebung Bs(a)
von a zu wéhlen derart, dass fir x € Bs(a) gilt

0.f (2) ~ 8.7 a)]| < —e.

Man soll bemerken, dass fiir x € Bs(a) auch (xy,...,2;-1,&;, Git1, ..., a,) € Bs(a) gilt.

Mit finden wir
- 1
If(z) = fla) = V() (z—a)l <) |z — ail —e < e —ale.

i=1
Das heifit, fiir alle ¢ > 0 gibt es 6 > 0 derart, dass
1f(x) — f(a) = Vf(a) (x —a)|

|z —al| <= <e.
|z — al|

Anders gesagt: f ist differenzierbar in @ und M,(z — a) = Vf(a) (z — a). |
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Lemma 9.6 Wenn f differenzierbar ist in a, dann existieren die Richtungsableitungen

Ouf(a) in a fir ||ul| =1 und es gilt 0,f(a) =V f(a)u.
Beweis. Betrachtet man nur die u-Richtung fiir x — a, dann vereinfacht sich (9.1)) zu

Lo te) = (f(a) + ¢ Mo ()]
t10 t

=0,

und man findet, dass 9, f(a) existiert und dass

Aufla) = M, (u) = ZuM (e;) = Vf(a)u.

Es ist leicht einzusehen, dass, wenn 0,f(a) = —0_,f(a) gilt, die Funktion ¢(¢) =
f(a + tu) differenzierbar ist in ¢ = 0. Salopp gesagt: der Graph von f hat in a eine
Tangente in die u-Richtung.

Beispiel 9.7 Die Funktion f : R*> — R mit

ys .
Py = o vz 0
0 firy=0,

ist in (0,0) partiell differenzierbar sowohl in x, als auch in y-Richtung. Sogar gilt 0, f (0,0) =
—0_,f (0,0) in jede Richtung u. Trotz allem ist f nicht differenzierbar in a. Man findet

V£(0,0) = (0,1). Setzt man (z,y) = (t,t) mit t > 0, dann folgt
Fa 0= (o) ()
|f(2,y) = £(0) = V(0) - (¢ =0,y —0)]| _ |F+F Y \Jl_ st 1
l(z =0,y —0)] ICZ, 8] Vot 4T

Dieses Beispiel zeigt, dass differenzierbar wesentlich mehr ist als nur die Ezistenz
partieller oder Richtungsableitungen.

Korollar 9.8 Wenn f : R* — R differenzierbar ist in a und V f(a) # 0, dann ist die
Richtung u, bei der die mazimale Richtungsableitung O, f(a) erreicht wird:

W (Vi)
IVf(a)ll
Beweis. Bemerke, dass Vf(a) u = (Vf(a))' -u. Setze w = (Vf(a))'. Cauchy-Schwarz
sagt, dass
w - u < JJwl flu]-

_w
[[wl]l?

Auflerdem gilt fiir u = dass

w
weu=w - o = [lw]| = [Jwl} [lu]

]l

Die groBte Richtungsableitung von f in a ist also die in der Richtung von (Vf(a))", und
Umax 15t genau der zugehorige Vektor mit Lange 1. [
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Abbildung 9.3: Links eine Skizze der Niveaulinien und die Richtungen der Gradienten

einer Funktion f : R? — R; rechts eine Skizze dieser Funktion.

Definition 9.9 Sei f : U C R™ — R eine Funktion. Das Urbild von c € R, also f~'({c}),
nennt man eine Niveaumenge von f. Im Fall m = 2 und wenn f differenzierbar ist und
V f(a) # 0, werden wir noch zeigen, dass so eine Niveaumenge in einer Umgebung von a
eine Kurve defintert. Oft nennt man die Niveaumenge dann eine Niveaulinzie.

Bemerkung 9.9.1 Set U C R” offen und f : U — R eine Funktion.

Wenn f differenzierbar ist in jedem x € U, dann nennt man [ differenzierbar auf

U.
Wenn [ differenzierbar ist in a € U und auflerdem V f stetig ist in a, nennt man f

stetig differenzierbar in a.

Wenn f stetig differenzierbar ist in jedem x € U, dann nennt man f stetig differen-

zierbar auf U.
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Um m-te Ableitungen von f in a zu definieren benotigt man die Existenz der (m — 1)-
ten Ableitungen von f in einer Umgebung von a. Partielle Ableitungen kénnen aber
existieren, ohne dass f differenzierbar ist. Wir legen mal genau fest was wir meinen mit
m-mal differenzierbar.

Definition 9.10 Sei U C R"™ offen und a € U. Man sagt, [ ist m-mal differenzierbar in
a, wenn fir jedes o € N™ mit |o| < m gilt:

o 0°f existiert in B,(a), und
e 0°f ist differenzierbar in a.
Die Multiindexnotation fiir o € N ist wie folgt:
a=(a,a,...,00), la|=a1+as+ -+ o, und 0°f = 0705 --- Oy f. (9.4)

Bemerkung 9.10.1 Sei U C R” offen. Wenn f : U — R stetig ist, f stetig differenzier-
bar ist in U und V [ stetig fortsetzbar ist auf U, dann nennt man [ stetig differenzierbar
auf U und schreibt v € C*(U). Diese Fortsetzung von V f wird wiederum ¥V f genannt.

Man kann zeigen, dass <C’1( ) - ler@y ) mit

1l @y = sup|f )| + Zsupmf z)|

= 11‘€U

ein normierter Vektorraum ist.
Rekursiv definiert man C*(U) fiir k € N\ {0, 1} indem man sagt, dass f € C*(U),
wenn f € CY(U) und 8;f € C*=Y(U) fiir alle i € {1,...,n}.

Beispiel 9.11 In Analysis 2 von W. Walter findet man folgendes Beispiel:

y_'TQ fdry2x27
flr,y) = y(|y‘ 1) fir —a* <y < a?,
x?
y+ 2? fiir y < —a.

Diese Funktion ist differenzierbar auf R?. Es existieren sogar die zweiten (partiellen)
Ableitungen in (0,0). Trotzdem ist Osf nicht stetig in (0,0). Dann ist f auch nicht stetig
differenzierbar in (0,0). Eine Skizze findet man in Abbildung[9.3

9.1.1 Zusammenfassung
Sei U C R™ offen, f: U - R und a € U.

die partiellen Ableitungen N
existieren in B,(a) und i differenzierbar in a
sind stetig in a

stetig in a

iR

& N Xe

die partiellen Ableitungen, #  die Richtungsableitungen
existieren in a #  existieren in a

Fir f differenzierbar in a € U, u € R™ mit ||u|| =1 und dz = (dz4, ..., dz,,) € R™ gilt:

df (a,dx) =V f(a) - dz Ouf(a) =df(a,u) =V f(a)- u
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9.2 Rechenregeln

Die Summen- und Produktregeln sind fast wie frither in einer Dimension.

e Wenn f,g: U C R™ — R differenzierbar sind in a, dann ist f + ¢ differenzierbar in
a und

V(f+g)(a) =Vf(a)+ Vg(a).

e Wenn f,g: U C R™ — R differenzierbar sind in a, dann ist gf differenzierbar in a
und

V(gf)(a) = g(a)V f(a) + (Vg(a)) f(a).
Auch der Beweis ist wie in einer Dimension.

Bei der Kettenregel vereinfacht sich die Notation, wenn wir Matrizen verwenden.
Schreiben wir die Koordinaten als Spaltenvektor und setzen wir fiir f : U C R™ — R"
und a € U, dann finden wir

Ofila) Oafi(a) ... Onfi(a)

Oifa(a) Oofa(a) ... Omfa(a)
Vf(a)=

alfn(a) a2fn(a) 8mfn(a)

Lemma 9.12 (Kettenregel) Sei U C R™ und V C R* offen, a € U. Sei f : U — R*
differenzierbar in a, f(U) CV und g : V. — R" differenzierbar in f(a). Dann ist go f :
U — R" differenzierbar in a und

Vigo f)(a) = Vy(f(a)) V[(a).

Bemerkung 9.12.1 Man bemerke, dass V (g o f) (a) € M™™(R), Vg(f(a)) € M™*(R)
und V f(a) € M™*(R).

Beweis. Weil f differenzierbar ist in a gilt

f(z) = f(a) + Vf(a) (x —a) + r(x) mit lim @) _ =0. (9.5)

2=a ||z —a
Setze b = f(a). Weil g differenzierbar ist in b gilt
9(y) = g(b) + Vg(b) (y — b) + s(y) (9.6)

mit lim Iy (y,)]” = 0. Wir setzen S : V — R” mit
y*)

s
Swy=14 Ty—o) 7P

0firy=0>

und bemerken, dass

lim S(y) = (9.7)

y—b
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Kombinieren von ({9.5) und liefert unsﬂ

(go f)(z) = (g0 f)(a)+Vy(f(a)) (f(z) = fla)) +s(f(z)) =
= (90/)(a) +Vg(0)Vf(a) (z — a) + Vg(b)r(z) +
FIV (@) (@ = a) +r(@)] S (b+ Vf(a) (@=a)+ 7)),

und es folgt
(go f)(x) —(go f)(a) = Vg(b)Vf(a)(z —a)

|z — al
_ Vg(b) H;(:i)a” + ||Vf(a) ﬁz:(;)n‘f‘ T(l‘)H S <b+ Vf(a) (x B CL) 4+ T(l’)) '

Weil
IVf(a) (z — a) +r(z)||

[l — all
und diese rechte Seite wegen 1} beschrinkt ist, und weil lim (V f(a) (z —a) +r(z)) =0
T—a
9.5) und , dass
[(g o f) (x) = (g0 f)(a) = Vg(f(a))Vf(a) (x — a)|

|l = all

(@)l

|l = all

<[V f(a)ll +

gilt, finden wir mit nochmals (

=0.

lim

Das heifit, g o f ist differenzierbar in @ und V (g o f) (a) = (Vg) (f(a)) Vf(a). u

9.3 Extremum

Wenn f differenzierbar ist in ¢ und f in a einen Extremwert erreicht, dann gilt wegen
Proposition [8.6] dass Vf(a) = 0. Wenn Vf(a) = 0 gilt, ist noch nicht geklért, ob es
tatsichlich in a einen Extremwert gibt. In einer Dimension hat eine zweimal differenzier-
bare Funktion f : R — R ein Minimum in a, wenn f’(a) = 0 und f”(a) > 0. Und wenn
f ein Minimum in @ hat, dann gilt f'(a) = 0 und f”(a) > 0. Die zweite Ableitung ist
positiv bedeutet, dass diese Funktion f in a ‘aufwérts gekriimmt’ ist. Kann man auch in
hoheren Dimensionen dhnliche Argumente benutzen, um auf ein Minimum zu schlieflen?
Dazu erstmal ein Beispiel.

Beispiel 9.13 Betrachten wir f,g: R?> — R mit f(z,y) = 2> + 3xy + 2y* und g(z,y) =
2?2 + 2zy + 3y*. Anhand der Héhenlinien lisst sich vermuten, dass nur g in (0,0) ein
Minimum hat. Das kann man auch beweisen. Weil

2
0< (%\/Ex + \/§y> = %mQ + 2zy + 2y>
folgt 2zy > —3x* — 2y* und

g(z,y) = 2® + 22y + 3y* > 2® — J2* — 2" + 3y” = 32" + 4",

3Wir schreiben hier Vektorfunktionen als Spalten. Zum Beispiel:

fi(z)
f(x) = : :
fr(z)
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Man sieht g (z,y) > 0 fir (z,y) # (0,0).
Weil ,
f(z,y) = 2® + 32y + 2y = (:c—l— %y) — in
sieht man, dass man diber die Gerade x + %y = 0 negative Werte von f erreicht und f in

(0,0) kein Minimum hat. Skizzen zu f und g findet man in Abbildung[9.4)

Abbildung 9.4: Die Funktionen f, g aus Beispiel 9.13] zwei Polynome von Grad 2; unten
stehen die zugehorigen Hohenlinien: f hat kein Minimum, g hat ein Minimum.

Wir werden erst Extrema betrachten bei rein quadratischen Polynomen in R™. Solche
Polynome lassen sich darstellen als

T T aipr Gz -+ Qin
n
T2 ) a a La
. 21 (22 2
f(z) = g ;T = _ M| . mit M = "
= : : : e
Tn Tn Ap1 QAp2 - App

und weil Y70 awa; = Y00 ;a“ x;x;, dirfen wir ohne Verlust der Allgemeinheit

annehmen, dass a;; = a;;, anders gesagt, dass M € M™*"(R) symmetrisch ist.
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9.4 Algebraisches Intermezzo

Definition 9.14 Sei M € M™"™(R) eine symmetrische Matriz.

o Sie heift positiv definit, wenn es ¢ > 0 gibt derart, dass & - ME > ¢ ||€|| fiir alle
e R

e Sie heifit positiv semidefinit, wenn & - ME& > 0 fiir alle £ € R™.

o Sie heifit negativ definit, wenn es ¢ > 0 gibt derart, dass &- M < —c||€||* fir alle
e R

e Sie heifit negativ semidefinit, wenn £ - ME < 0 fir alle £ € R™.

e Sie heifit indefinit, wenn sie nicht semidefinit ist.

Bemerkung 9.14.1 Wenn M € M™"(R) symmetrisch ist, dann gibt es eine ortho-
normale Basis von Figenvektoren. Das heif$t: es gibt eine Transformationsmatriz T mit
T =T und eine Diagonalmatiz D derart, dass M = TDT . Positive Definitheit liefert,
weil & || TTE|| und & — ||€|| dquivalente Normen sind:

. 2
(T7€)-D(TT¢) =¢-TDTTE =& ME> c||¢]|* > &||T7¢)".
Positiv definit heifit “alle Figenwerte positiv” und positiv semidefinit heifst “alle Eigen-

werte nicht negativ”. Wenn M nicht positiv definit ist, dann gibt es also mindestens einen
negativen Figenwert.

Bemerkung 9.14.2 Aquivalent zu & - ME > ¢ Hsz fiir alle £ € R™ ist &- ME& > 0 fiir alle
¢ € R"\ {0}. Deutlich ist die Richtung von links nach rechts. Fiir die umgekehrte Richtung
bemerke man, dass 0B1(0) C R"™ kompakt ist und dass die stetige Funktion & — &- ME auf
kompakten Mengen ihr Minimum annimmt. Das heif$t, es gibt £, € 0B1(0) derart, dass

E-ME>Ey- MEy=: ¢ >0 fiir alle £ € 0B1(0). Fiir £ € R™\ {0} gilt

e — ez (S S 2
¢ Me = |l¢] (Ilfll Mllfll) > el

Um die Eigenwerte einer Matrix in M™*"(R) zu berechnen, muss man die Nullstellen
eines Polynoms n-ten Grades finden und das ist nicht immer leicht. Wir miissen sie auch
nicht explizit kennen, sondern es reicht, wenn wir die Vorzeichen kennen.

Lemma 9.15 Sein € N\ {0,1} und M eine symmetrische Matriz in M"™*™(R). Sei
p(\) = det (M — M) =: ap + a1\ + ag\* + - + a, \"
das charakteristische Polynom.
e M ist positiv definit genau dann, wenn (—1)k ap >0 firk=0,1,...,n.

o M ist negativ definit genau dann, wenn alle a das gleiche Vorzeichen haben.
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Beweis. Weil die Matrix M symmetrisch ist, hat sie n unabhéngige reelle Eigenvektoren.
Nennen wir die dazugehorigen (reellen) Eigenwerte Ay < Ay < --- < \,. Wir listen hier
die Eigenwerte inklusive Multiplizitdt auf. Positiv definit heifit dann, dass der kleinste
Eigenwert positiv ist: \; > 0. Negativ definit heifit, dass der gréfite Eigenwert negativ ist:
An < 0. Betrachten wir den positiv definiten Fall. Der negativ definite Fall folgt, wenn
man A durch —\ ersetzt in p ().

(<) Wenn (—1)" a;, > 0 und A < 0, dann gilt az\* > 0 und

p(N) = ag + e\ + asA? + -+ ap A" > ag > 0.

Also kann A < 0 keine Nullstelle von p sein.
(=) Wir nehmen an A; > 0 und sollen zeigen, dass (—1)" aj, > 0 fiir k = 0,1,...,n.
Diese Richtung des Beweises verwendet das folgende Ergebnis.

e Wenn ein Polynom ¢ von Grad n genau n reelle Nullstellen 2,1 < zg0 < --- < 2g,
hat, dann hat ¢’ genau n — 1 reelle Nullstellen 21 < zyo <--- < zy, und es giltﬁ

:C(Ll S quvl S xq72 S :Cq’vQ S U S quzn S xq7n'

Hier werden k-fache Nullstellen k-fach aufgefiihrt.

\\.Xp"l ,
\ X5’ //
, p,3
/\XP’Z/’,_‘»‘\ Y l, /
p,1 N L . xp,2=3 T \xp,4 7 xp,5

Das heif3t, M ist positiv definit genau dann, wenn alle Nullstellen von p und von seinen
Ableitungen p', .. ., p(=1 positiv sind. Wir beweisen durch Widerspruch und nehmen an,

dass (—1)" a; < 0 fiir mindestens ein k. Weil
p(’;)(()) = 6§ (ao + 1A + ap X’ + - + a, \") o = klag

gilt, finden wir (—1)];p('~“)(0) < 0. Wenn p®(0) = 0 haben wir einen Widerspruch. Es
bleibt noch der Fall, dass (—1)" p®)(0) < 0. Weil a,, = (—1)" fiir das Polynom p ()), gilt
fiir A < 0, dass

MK (ap\") = n(n—1)...(n—k+1)(=1)" \""% > 0 fiir k gerade und
M (apA") = n(n—1)...(n—k+1)(=1)" """ <0 fiir k ungerade.

Bl

Das heifit, fiir A < 0 gilt (=1)* p®(X) > 0 und weil (=1)" p®(0) < 0 gilt, liefert der
Nullstellensatz eine nicht-positive Nullstelle fiir p*). Wiederum ist dies ein Widerspruch.

|

Korollar 9.16 Sei M = ( Z ZC) ) eine symmetrische Matriz in M***(R). Dann gilt
M ist positiv definit < (ac > b* und a > 0). (9.8)
M ist negativ definit < (ac > b* und a < 0). (9.9)

4Wenn Tqi < Tq,.,, dann sagt der Mittelwertsatz, dass es £ € (xq’i,quiﬂ) gibt mit ¢’'(¢) = 0. Wenn
x4, eine m-fache Nullstelle von ¢ ist, dann ist z,; eine (m — 1)-fache Nullstelle von ¢'. Zwischen zwei
Nullstellen von ¢ liegt also mindestens eine Nullstelle von ¢’, wenn wir die Multiplizitéit mitzihlen. Weil
q" Grad n — 1 hat, liegt auch hochstens eine Nullstelle von ¢’ zwischen x,; und z, . .
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Beweis. Das charakteristische Polynom ist
p(A\) = (ac—b%) — (a+c) A+ N

Weil aus ac > b* > 0 folgt, dass a und ¢ das gleiche Vorzeichen haben, ist a + ¢ > 0
dquivalent zu a > 0. Ebenso ist a 4+ ¢ < 0 dquivalent zu a < 0. [



Analysis 2, Woche 10

Mehrdimensionale
Differentialrechnung II

10.1 Zweite Ableitungen und Extrema bei Polyno-
men

Bei Funktionen f : R — R hat die zweite Ableitung uns geholfen, Extrema zu bestimmen.
In hoheren Dimensionen wird diese Rolle iibernommen durch die Hesse-Matrix.

Definition 10.1 Se: U C R™ offen und a € U. Fir eine Funktion f : U — R, die
zweimal differenzierbar ist, nennt man

glglf(a) glng(a) e glgmf(a)
o= | 2@ 98I0 - 0ef
OmOr f(a) OmOaf(a) ... O0pmOnf(a)

die Hesse-Matrixz von f in a.
Proposition 10.2 Sei p: R® — R ein Polynom und a € R".

o Wenn Vp(a) = 0 und die Hesse-Matriz Hy(a) positiv definit ist, dann hat p ein
lokales Minimum in a.

o Wenn p ein lokales Minimum in a hat, dann gilt Vp(a) = 0 und die Hesse-Matriz
H,(a) ist positiv semidefinit.

Bemerkung 10.2.1 Fiir Mazima kann man sich die notwendigen Anderungen vorstel-
len.

Bemerkung 10.2.2 Aus der zweiten Aussage folgt, dass wenn die Hesse-Matriz H,(a)
indefinit ist, p in a kein Extremum hat. Fiirn =1 ¢ibt es diesen Fall nicht.

Beweis. Sei p(z) =Y -, > jaj=k oz mit by € R das Polynom. Auch hier ist o eine Mul-
tiindex wie in 1} Man kann b, € R finden derart, dass p(z) = >, > lal=k b (z —a)”.

103
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Weil
on@) = (3 by | b,
0,0;p(a) = Z bociaj (x — a)* % = I~)el+6j fiir ¢ # j,
a?p(a> = Z Baai(ai — 1) (l‘ — a)a_%i = 26232- firie=j
gilt

p(z) = pla) + Vp(a) - (xr —a) + % (x —a)- Hy(a) (x —a) + R(z) (10.1)
mit R(x) = Z Z be (z — a)”
k=3 |a|=k

Diesen Restterm R kann man abschétzen: es gibt C' > 0 derart, dass
|R(z)| < C ||z —al® fiir ||z —al <1. (10.2)

(=) Nehmen wir an, Vp(a) = 0 und H,(a) ist positiv definit. Sei ¢ wie in Definition

und C wie in . Dann gilt fiir |z — af < min (1, ¢/C), dass

p(x) = pla)+ % (x —a) - Hy(a) (x —a) + R(x) >
> pla)+ 3cllz —al* = Cllz — a|* = pla) + tc |z — al®

und p hat ein lokales Minimum in a.
(<) Wenn Vp(a) # 0, dann setze u = Vp(a)/ [|[Vp(a)|| und es gilt fir z(t) = a — tu
und ¢ € (0, 1), dass man (10.1)) wie folgt abschétzen kann:

p((t)) < pla) = t[|[Vp(a)|| + jet* + C°. (10.3)

Nimmt man ¢ geniigend klein, dann gilt p(z(¢)) < p(a) und p hat kein Minimum in a.

Wenn Vp(a) = 0 und H,(a) einen negativen Eigenwert —v hat, sage Hy(a){ = —7¢
mit [|£]| = 1, dann gilt fiir x(¢) = a+t£ und t € (0,1), dass man (|10.1)) wie folgt abschétzen
kann:

p(a(t)) < pla) — 37t* + Ot (10.4)
Nimmt man ¢ geniigend klein, dann gilt p(z(¢)) < p(a) und p hat kein Minimum in ¢. =

Bevor wir das Ergebnis von Proposition erweitern konnen fiir nicht-polynomiale
Funktionen, schauen wir uns die Taylor-Approximation in hoheren Dimensionen an.
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p(x(1) p(x()

__r@

Abbildung 10.1: Skizzen zu (|10.3)) und ((10.4)

10.2 Approximation durch Polynome

10.2.1 Das Taylorpolynom

Eine m-mal differenzierbare Funktion g : R — R konnte man approximieren durch Tay-
lorpolynome von Grad hochstens gleich m. Wenn man ¢ approximieren mochte bei 0,
dann verwendet man:

1
=> k—t’“ g®(0) = g(0) +t ¢g'(s) + L2"(0) + - - + L™ g™)(0). (10.5)
k=0

Wenn man eine Funktion f : R” — R auf dhnliche Art in einer Umgebung von a approxi-
mieren moéchte, dann kann man erst einmal versuchen, welches Ergebnis man bekommt,
wenn man sich beschrinkt auf eine Richtung. Besser gesagt, wenn f m-mal differenzier-
bar ist und man interessiert ist an der u-Richtung (v € R™ mit ||u|| = 1), dann ist
g(t) = f (a + tu) auch m-mal differenzierbar und man kann das Ergebnis in einer Dimen-
sion verwenden. Weil

%(f(a-l—tu))zz&‘f(a—l—tu) w = ((u-V)f)(a+tu).

wird das Polynom in (10.5):
p(t) = fla)+t ((u-V) f)(a) +3¢° ((u-V)* ) (@) + -+ 5t" ((u- V)" f)(a).

Setzt man r = a + tu, dann bekommt man salopp notiert:
plx) = fla)+ (x = a) - V) fa) + 5 ((x —a) - V)" f(a) + -+ o ((x —a) - V)" [ (a).

Eine prizisere Schreibweise fiir ((z — a) - V)" f (a) ist
k
(CRORANIG)

denn V soll nur auf f angewendet werden. Zum Beispiel fiir n = k = 2 hat man

(& —a)-V)' fla) = (21—a)" 0 f(a) + (21— ar) (w5 — az) H0af (a) +
+ (1’2 — CLQ) (l’l — CL1> 8231f(a) + (.I’Q — CLQ)Q 8282f(a).

Ist f sogar m-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung von a, dann gilt 010, f(a) =
(92(91f(a).

Fiir n > 2 und k£ > 2 begegnet man mehreren mehrfach erscheinenden Termen. Wie
man die kombinieren kann, folgt aus dem folgenden Lemma.
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Lemma 10.3 Sei x € R" und k € N. Dann gilt, wenn wir die Multiindexnotation ver-

wenden:
(@122t Fa) = ) (g)xﬁ (10.6)

|B|=Fk, BeNn

Fiir ein Multiimdez f € N™ definiert man

plo= BBy B, und

<k;> R
B) B BB B,

Beweis. Fiir n = 1 ist diese Behauptung trivialerweise wahr. Fiir n = 2 ist es die bekannte
Binomialformel. Nehmen wir an, sie stimmt fiir n € N. Dann gilt

k
k m
(x1+x2+--~+xn+xn+1)kzz(m)(x1+---+xn) xf,;’f:

m=0
k
k m
()|, 2, ()]
m=0 |Bl=m, BeN"
b k! m!
m! (k—m)! BB, ---p,1" "

_ i E
R S X e e

|B|=k, Benn+1

Im letzten Schritt haben wir Bl =f;,i€{l,...,n} und Bnﬂ = k — m geschrieben. =

Wenn 0; und 0; kommutieren, kann man die Formel in ((10.6)) auch anwenden auf den
Differentialoperator (u10y + - -« + unan)k und man findet, wieder die Multiindexnotation
benutzend, dass

w i@ % (§)eerw,

|B|=k, BeNm

Definition 10.4 Sei U C R" offen und a € U. Fir eine m-mal stetig differenzierbare
Funktion f: U — R definiert man das Taylorpolynom m-ter Ordnung beti a durch

_ (x—a)ﬁ 5
Trna() Y =0 f(a). (10.7)

|
|B|<m, BENm g

Bemerkung 10.4.1 Man soll bemerken, dass

x—aﬁ
DY (g) (x—a)’ O fla) =} %8%‘(@)-

" |B|=k, BeNn |8|=k, BEN™

Nachdem wir die Buchhaltung fiir die hoheren Dimensionen im Griff haben, kénnen
wir den Approximationssatz von Taylor fiir Funktionen f:R"™ — R formulieren.
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Theorem 10.5 (Taylor) Sei U C R” offen und a € U. Sei f : U — R mindestens
(m + 1)-mal stetig differenzierbar auf B,(a), und sei T,,, das zugehorige Taylorpolynom
m-ter Ordnung bei a. Dann gilt

o (@) = Toal@)

m
e Jz—al

=0. (10.8)

Fiir Ry, (z) = f(z) — Tiho(x) gilt sogar, dass fir jedes x € B.(a) ein 0, € (0,1) existiert
derart, dass

R, (z) = . ! (x—a)- V)" fla+0,(x—a)). (10.9)

(m+1)

Bemerkung 10.5.1 Man nennt R, den Restterm wvon Lagrange. Man kann
auch formulieren als: es gibt £ € [a, x] mit

1 m+1
) = Toali) + oy (0 = ) 9™ £(6).
Man definiert [a,z] C R™ durch
la,z] :=={f0a+ (1 —0)z € R";0 <6 <1}. (10.10)

Bemerkung 10.5.2 Das Taylorpolynom in ist das einzige Polynom von Grad klei-
ner gleich m wobei in a alle Ableitungen von Ordnung m und kleiner tibereinstimmen mit
den betreffenden Ableitungen von f. Man findet namlich genau, dass

8a(x—a)5 :{ 1 wenn o = 3,

! 0 wenn a # B.
Die Gleichung a = [ bedeutet, dass oa; = 5, fir alle i = 1,...,n, und o # [ bedeutet,
dass es mindestens ein i =1,...,n gibt mit oy # B,;.

Beweis. Definieren wir g : R — R durch ¢(t) = f(a + ¢t (x — a)), dann bekommen wir
durch den eindimensionalen Taylorsatz, dass

flatt(e—a) =g(t) = > £tg(0) + Lyt g0 (9) =
k=0
1

mtm+l (& —a) V)" fla+0(x—a)).

=Thala+t(x—a))+
Fiir t = 1 folgt

F(@) = Toalw) 4 7ot (2= ) V)™ f a0z — a).

(m+1)

Weil wir angenommen haben, dass f sogar (m + 1)-mal stetig differenzierbar ist, ist 0° f
fir || < m+ 1 beschriankt auf B,_.(a). Das heifit, es gibt eine Schranke M € RT derart,
dass

x) — x ﬁ((x—a)~V)m+1f(a—|—6(x—a))
|f(|y):c _Y;nﬁ,;( )| _ [ T < M|z —al,

und ([10.9)) folgt. [ ]
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10.2.2 Die Taylorreihe

Fiir Potenzreihen einer Variablen Y -, a;t* haben wir gesehen, es gibt R € [0, o] derart,
dass diese Reihe konvergiert fiir alle t € R (oder ¢ € C) mit |¢| < R. Ein solches Ergebnis
gibt es auch fiir Potenzreihen mehrerer Variablen.

e Eine Potenzreihe fiir € R” sieht aus wie folgt:

Z agz’ mit Koeffizienten ag € R (oder C).
BeNn

Die Reihenfolge wie N™ durchlaufen werden soll, ist nicht mehr auf eine natiirliche
Weise festgelegt. Wir verabreden folgendes:

k
e Diese Reihe heifit konvergent, wenn lim > S agr® € R (oder C).
k—o0 m=0 \ﬁ|:m, BeN™

k
e Sie heifit absolut konvergent, wenn lim > |agz?| € R (oder C).
R0 m=0|g|=m, geNn

Proposition 10.6 Sei Y 72 aga” eine Potenzreihe. Setze A,, = max {|ag|;|5] = m}
und nehme an Yy _, Ant™ hat Konvergenzradius R.

1. Dann konvergiert Y50\ aga’ fir alle v € R™ mit max {|z;|;4=1,...,n} <R,

2. Fir s < R konvergiert x ZZOGNn agx? gleichmdipig auf (BS(O)>n.

Beweis. Es gibt weniger als (m + 1)" Multiindizes § mit |3] = m. Setzen wir
t =max{|z;|;i=1,...,n}

dann haben wir

Z aga®| < (m+1)" |ag| t™
|B|=m, BeN"
Weil

f:Am " undi (m+1)" A, t™
m=0 m=0

den gleichen Konvergenzradius haben, ndhmlich R, und weil folgende Abschétzung gilt
k

k
S agf| <) (mA )" Ayt

m=0|B|=m, BEN" m=0
liefert das Majorantenkriterium, dass auch ZEZNn agx’ konvergent ist.
Setze t = VsR € (s, R). Weil lim (m—+1)" A, t™ = 0ist {(m+1)" A, t"}~_,
m— 00
beschriankt, sagen wir durch M, und wir finden fiir x € <B8(0)> , dass
> e’ <M (3)"
|8|=m, BEN"
Es folgt, dass

Z aga’| < Z ‘agzvﬁ‘ < 1]\_/[§ (;)m
t

|B|2m, BEN™ |B|2m, BEN™

und wir haben die gleichméflige Konvergenz. ]
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Lemma 10.7 Sei U C R" offen und a € U. Sei f : U — R eine unendlich oft differen-
zierbare Funktion. Seien T,, , die Taylorpolynome und R, die dazugehdrigen Restterme.
Wenn R, (x) — 0 fiir m — oo gleichmdfig auf

W = BR<CL1) X BR<CL2> X X BR((ln),
dann konvergieren die Taylorpolynome T, , gleichmdfig nach f auf W fiir m — oo

Beweis. Hier ist nur zu bemerken, dass f(x) = T, o(2) + R (). |

In einer Dimension haben wir schon gesehen, dass Konvergenz von {75, .(z)} >_, nicht
unbedingt bedeutet T}, ,(z) — f(z).

10.3 Hesse-Matrix und Extremum

Theorem 10.8 Sei U C R" offen und a € U und nehme an: f : U — R ist dreimal stetig
differenzierbar in a.

o Wenn Vf(a) = 0 und die Hesse-Matriz H¢(a) positiv definit ist, dann hat f ein

lokales Minimum in a.

o Wenn f ein lokales Minimum in a hat, dann gilt V f(a) = 0 und die Hesse-Matrix
H¢(a) ist positiv semidefinit.

Bemerkung 10.8.1 Fiir Mazima kann man sich die notwendigen Anderungen vorstel-
len.

Bemerkung 10.8.2 Aus der zweiten Aussage folgt, dass wenn die Hesse-Matriz Hy(a)
indefinit ist, f in a kein Extremum hat.

Beweis. Wenn f dreimal stetig differenzierbar ist auf TM), dann ist
max {|8¢3jf(x)| .2 € By(a) und i,j € {1,n}}
endlich und es gibt M € R derart, dass
|f(@) = Tou(2)| = |Ro(2)] < M ||z — al|”.
o Wenn Vf(a) =0 und ¢ Hy(a)¢ > cl|¢||, dann gilt fiir z € B,(a):

fx) = Toalz) = Mllz —al* =
= f(a)+Vf(a) (z—a)+(z—a) Hy(a) (& —a) = M|z —a|’ >
> f(a) +clle—all* = M|z —af*.
(

Setzen wir r = min (r ) dann gilt fiir 2 € B, (a), dass

’2M+1
f(x) > fla) + ic|z —al®

und es ist bewiesen, dass f ein lokales Minimum hat.
e Wenn Vf(a) # 0, dann betrachten wir z = a — tv mit v = V f(a) und finden fiir
t > 0 geniigend klein, dass

fla—tv) = fla)+tVf(a) v+ Ri(a—tv) <
fla) =tV (@] + ert® < f(a).

IA
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Wenn V f(a) = 0 und Hy(a) nicht positiv semidefinit ist, dann hat Hy(a) einen negativen
Eigenwert \. Sei ¢ der dazugehorige Eigenvektor. Dann gilt fiir ¢ > 0 und geniigend klein,
dass

fla—te) = fla)+tVf(a) ¢+t°p- Hi(a)p + Rala—tp) <
< fla) + M |o]* + eot® < f(a).

In beiden Féllen hat f kein Minimum in a. [
Beispiel 10.9 Betrachten wir f : R? — R mit f(z,y,2) = e 2(e% "2 (22 + 4y? + 2%).
Welche Minima und Mazima hat f und wo liegen sie?

Weil f differenzierbar ist (sogar unendlich oft) sind die Kandidatenstellen fiir Extrema
die stationdren Punkte:

0=0f(z,y,2) = 672(12+y2+22) (—4x (:172 4 4y2 + 24) + Zx) :
0=0sf(x,y,2) = e~ 2(a" 4y +2) (—4y (x2 +4y? + 24) + 8y) ,
0=0sf(x,y,2) = =2+ +7) (—4z (2® + 4y + 2*) +42°)..

Das heifst

(x:() oderx2—|—4y2+z4:%) und (y:O oderx2—|—4y2+z4:2)

und (z =0 oder 2% + 4y* + 2* = 22) :
Es gibt § Kombinationen.

l.x=y=2=0:
P, =1(0,0,0).

2. x =y =0 und z* = 22. P, ist auch hier eine Lisung und sonst z = £1:

P, =(0,0,1) und Py = (0,0, —1)

3. v =2z=0 und 4y* = 2. Wiederum P, und sonst
P = (0, 13, o) und Ps — (0, ~1v3, 0)

4. v =0 und 4y* + z* = 2 und 4y* + 2* = 22. Es folgt 2 = 2% und wir finden keine
reelle Lésung y fiir 4y* + 4 = 2.

d. xzzé undy=2z=0:
Py = (3v2,0,0) wnd P; = (~4v/2,0,0)

6. L =a2 42 =22 und y = 0 licfert 22 = } und 22 = 1:

'S

PSZ(%707% 2) ) P9:(%707_

Po=(-1,0,1v2) und Py=(-10—

V2)
va).

[N

N[

7. 3 =2 +4y* =2 und z = 0 gibt keine Lisuny.
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8. Y =224+ 4+ 24 =2 =22 gibt auch keine Losung.

5:

Die Hesse-Matriz im Punkt (z,vy, z) ist

162 + 642%y” + 16222 — 202% — 16y* — 42* + 2 1623y + 64xy® + 16zyz* — 40zy 162%z + 64ay*z + 1622° — 1622° — 8rz
e 2t 162y + 64zy® + 16zyz" — 40zy 162%y? — 42 + 64y" + 16y%2" — 80y? — 42" + 8 16yz (2% +4y® + 21 — 22 - 2)
162°2 + 64zy?z + 1622° — 1622° — 8x2 16yz (2% +dy? + 24 — 22 = 2) 162222 — 422 + 64y°2% — 16y> + 162° — 362" + 1222

und setzen wir die Punkte Py bis Pyy ein, finden wir:

2 00 -2 0 0
Mi=|038 0|, My = Ms = 0 % 0
000 0 0 -5
-5 0 0 -2.0 0
My=M;=[ 0 -2 o0 |, Msg=M;=| 0 ¢ 0
0 —8 0 0 -2
B 632/2 0 B i£ B 632/2 0 §£
MS - Mll - 0 636/2 0 ) MQ — MIO - 0 636/2 0
_?{g 0 0 z;{g 0 0

Mit Hilfe von Satz[10.8 kénnen wir folgern:

o Die Matriz My ist positiv semidefinit und das heifit, dass f mdglicherweise in Py
ein Minimum hat.

e Die Matrizen My und Ms sind negativ definit. In Py und Ps hat f also bestimmt ein
Mazimum.

e Die tbrigen Matrizen sind indefinit und in den zugehérigen Punkten hat f nur
Sattelpunkte.

Weil man f(z,y,2z) > 0 fir (z,y,z) # (0,0,0) hat und f(0,0,0) = 0, kénnen wir
schlieffen, dass f in Py ein globales Minimum hat.

Weil ’ 1ir)r|1| f(z,y, z) = 0 kénnen wir auch schliefien, dass f ein globales Mazimum
z,y,2)||—o0

haben muss. Die einzigen Kandidaten sind Py und Ps und weil f(Py) = f(Ps) hat f sowohl
i Py als auch in Ps ein globales Maximum.

Die globalen Extrema hdtten wir auch finden kénnen, indem wir die Werte f(P;) be-
rechnen:

1

f(P1) =0, f(Pg)= 6—127 f(Pys) = ; [(Psq) = 2_1«9’ f(Ps,..11) = 56_3/2.

In Py und Ps findet man den griofiten Wert; in Py den kleinsten. Ohne die Hesse-Matrizen
hitten wir aber nicht schlufifolgern konnen, dass es die einzigen Fxtrema sind.

In Abbildung[10.3 findet man Skizzen einiger Niveaumengen. Fir eine Darstellung des
Graphens von f : R®> — R braucht man 4 Dimensionen. Jede Niveaumenge f(z,y,z) = ¢
braucht blof$ 3.
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Abbildung 10.3: Typische Niveaumengen bei einem Extremum fiir f : R — R

Abbildung 10.4: Typische Niveaumengen bei einem Sattelpunkt fiir f : R® — R
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Analysis 2, Woche 11 ﬁ 2
Inverse Funktionen
11.1 Gleichungen l6sen durch Approximation

Es gibt nur wenige Funktionen f, bei denen man Gleichungen y = f(x) explizit 16sen
kann. Losen heifit hier, dass y gegeben ist und man z finden soll. Doch m&chte man etwas
sagen kénnen bei zum Beispiel y = €2* 4+ 2 — 1 beziiglich z, wenn y = 4.

101
st

6L

)2/ 0.‘25 0:5 0.‘75 i 1.‘25
Eine Moglichkeit ist es, zu raten wo die Losung x ungefdhr liegen sollte. Sagen wir
man rate zg. Diese grobe Anndherung konnte man verbessern, indem man statt f die
Linearisierung von f bei xy verwendet. Das heifit, wir vermuten y =~ f(zo)+(x — xo) f'(x0)
und 16sen

y = f(xo) + (x — o) f'(20).
Wenn f'(xq) # 0 folgt

o y — f(xo)
S
0
Wir hoffen, dass ;1 = z¢ + 45 0) aine hessere Approximation ist als zy. Wir kénnen

f'(xo)
diesen Vorgang wiederholen mit z; statt zo usw. Wir bekommen so eine Folge {x;};°, mit

x4 fiir ¢ € N, definiert durch

f'(xi)

Man nennt ([11.1)) das Newton-Verfahren fiir die Approximation einer Losung von y =
f(z). Die Fragen, die zu beantworten sind, lauten:

Ist die Folge, die man so bekommt, konvergent?

Konvergiert Sie zu einer Lisung?

115
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Wir schauen uns zwei Beispiele an.

Beispiel 11.1 Wir nannten schon f(x) = €** +x — 1. Die Lésung fiir f(x) = 4 appro-
ximiert man wie folgt:
4 — f(x) 4—(e¥+x-1)

F(x):x+W:x+ 262x—|—1

Fingt man an mit xo = 1, dann liefert der Rechner fir x;.1 = F(x;):

r1 = 0.78520522249866928185 .. .,
ro = 0.72927481853190067928 .. .,
r3 = 0.72625446771654076922 .. .,
rqg = 0.72624626770602477443 .. .,
x5 = 0.72624626764582663769 .. .,
re = 0.72624626764582663769. ...

Es macht den Findruck, dass diese Folge konvergiert. Wenn sie zu xo, konvergiert, dann
Gilt Too = F(Too) = Zoo + (f(2s0)) " (4 — f(2s0)) und es folgt f(xos) = 4. Graphisch lisst

sich dieser Vorgang auch anschaulich darstellen.

Beispiel 11.2 Wir testen dieses Verfahren fir die Losung von f(x) = 0 mit f(x) =
arctan x und fangen an mit xo = 1.3 und auch mit vy = 1.5. Die Funktion F wird:

@
F'@)

Wir werden nicht die Werte von den x; in beiden Fdllen auffiihren, sondern geben nur
die beiden Bilder dazu.

F(zx) =

=x — (1 + x2) arctan x.

Es sieht so aus, als ob das Newton-Verfahren nicht konvergiert, wenn man zu weit
entfernt von der Lisung anfdngt.
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Auch in hoheren Dimensionen fiir f : R” — R"™ kann man versuchen, eine Losung von
f(x) = y zu approximieren, indem man z° geschickt wihlt und 2! fiir : € N definiert
als die Losung des in ' linearisierten Problems:

y = f(a') + V(') (2" =)
Via (Vf(2") " (y — f(a') = 2! — 2 wird es
dH = F(at) =2+ (V) (y - f(2) . (11.2)

Auch (11.2)) nennt man das Newton-Verfahren fiir die Approximation einer Losung von
y = f(x).

Proposition 11.3 Sei f : R" — R" eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und
sei y € R™. Nehmen wir an, 2°, R, M, und M, sind derartig, dassﬂ

a. H(vf)ilHoo -= sup {H(Vf(w))AHMnxn(R) T < BR(WO)} < My;

b V2 = 500 {920y gy @ € Br(a), k € {1,....n}} < M.

Definiere fir v = F(z*) wie in (11.9). Wenn

Ha:l - IEOH <min (n'M;'M; " LR) (11.3)

2 12

dann gilt:
1. die Folge {2'};°, ist konvergent;
2. der Limes ist eine Losung: f(z>) =y fir > = lim x';
1— 00

3. die Folge konvergiert quadratisch:

es gibt ¢ > 0 derart, dass Hx”l — :U°°|| <c Hx’ — ;E°°||2.

Bemerkung 11.3.1 Die zwei Bedingungen a und b sind ldstig zu kontrollieren. Wenn
aber (Vf)_1 und V?f existieren und beschrdnkt sind und man sieht wihrend der Rechne-
rei, dass |2 — 2%|| geniigend klein wird, dann ist automatisch erfiillt, wenn man
so tut, als finge man jetzt erst an mit 2° (das alte 2*).

Beweis. Die Matrix V f(z) ist invertierbar fiir z € Br(zo) und weil 2°, 2! € Bg(xy), sind
2! und 2? durch (11.2)) wohldefiniert. Nehmen wir an, dass fiir i = 0,...,n gilt, dass z°
und ™! in Bg(zg) liegen. Jedenfalls ist diese Folge bis i = n so wohldefiniert. Weil

y= f(z") +Vf(z") (g;i+1 _ xi)T und y = f(2™) + Vf(z ) (l,i+2 B xi+1) ’

ISowohl (Vf(z)) ™" als auch V2 f,(z) mit k € {1,...,n} sind Matrizen in M™*"(R). Die Norm einer
Matrix M € M™*™(R) ist definiert durch

[ M]| = sup {[|M&]];€ € R™ und [§]| =1}
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P2 it (Vf($i+1))_1 (y _ f( i+1)) —
= (V)T (@) + V) (@ =) = )
= — (VAT (@) - f@) = ViE) (@ - a)).

Der Satz von Taylor liefert uns, wenn x?, z't1 € Bp(2?), dass

. (e PAE )
£ = F@) = V) (0 =) = ;
L@ =) VL (€7) (a7 — o)

fiir €¥ € [2%, 2771 € Bg(aP). Also gilt
1) — 1) - V1) (0 — )] < B[ o ]

und es folgt, dass

2

42 _ i+l H

s VD IVl Ml = o) <
§TLM1M2||$Z+1—QI H . (114)

|=

IAIA

Wenn ||zt — 2% < n~'M;*M; !, dann folgt
|l2* = 2| < 5 [}«" = 2°)]
und durch Wiederholung
sz’+2 _ xz‘+1H <1 sz‘+1 _ l,zH (11.5)
fiir ¢ = 0,...n. Das heifit,
2 = 2| < o min (M5, 3).

und auBerdem gilt

i+1 i+1
{ 2 _ 0|| <ZHQ:J+1 C(}j” <Z#R<R.
7=0

Weil auch 272 € Br(z") kann man diese Abschiitzungen fiir beliebige n ableiten. Weil
- fiir alle ¢ gilt, finden wir, dass {2'}7, eine Cauchy-Folge ist und somit konvergent.
Es gibt also 2°° = lim z’. Weil f und Vf stetig sind, und (Vf(z>°))"" existiert, gilt

11— 00

o = tim [l o] = i [ (97 (- 1) -
= [[(Vf@=) " = FED] 2 IV ly = F@)],
und es folgt y = f(x*).
Es bliebt uns noch die quadratische Konvergenz zu zeigen. Wir haben

|27 — ¥ < 3 (MyMz) ™" fiir i > 1. (11.6)
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Es folgt aus (11.5) und (11.4) dass:

o0 o0 o
ono N xz’+1H < Z ij+2 _ :CjHH < Z (%)]—Z Hxiw _ xiHH _
j=i j=i
= 2 sz‘+2 - xiHH < nM; M, ||xiJrl — x’H2 (11.7)
und mit und , dass
2% = 2] = []a" = 2| = [ = 2" =
> Hx”l — :L‘ZH — nM M, Hx”l — xZ”Q > % Hx”l — :r;ZH ) (11.8)

Kombinieren von ((11.7)) und (11.8|) liefert
||a:°° — x”lH < nM;M, ||:102‘Jrl — x’H2 < 4nM; M, ono — :c7’||2
Das Ergebnis gilt ab ¢ = 1 fiir ¢ = 4nM; M,. Will man das Resultat fiir alle ¢ haben, setzt

man
I |

e — 20|
und nimmt ¢ = max (4nM; M, ¢y). u
Beispiel 11.4 Wir méchten das Minimum von g : R* — R mit
g(x,y) = 2° + 2y + " + ¢
finden. Das Minimum ist eine Nullstelle von Vg = f : R? — R? und wir setzen

f(z,y) = Vg(z,y) = 2z +y+e€*, v+ 2y).
Tit1
=F iy Yi
( i ) (i, vi)

~1
() [ 2+e 1 20+ 1y + €°
rea=(5)- (17 2) (M)

Fingt man an mit (xg,yo0) = (0,0), dann liefert Maple oder Mathematica:

Die Iteration wird dann

mat

(x1,11) (—0.4,0.2),

(x2,72) = (—0.43240077248702911343...,0.21620038624351455672. .. ),
(x3,y3) = (—0.43256275157040301689...,0.21628137578520150845...),
(x4,y1) = (—0.43256275553199956671 . ..,0.21628137776599978336 ... ),
(x5, Y5) (—0.43256275553199956908 . . ., 0.21628137776599978454 . .. ) ,
(6, Ys) (—0.43256275553199956908 . . ., 0.21628137776599978454 . . . )

Wir haben keine Bedingung kontrolliert, sondern blofi gerechnet. Wenn wir ein wenig
Gliick haben, konvergiert diese Folge tatsdichlich. Im Nachhinein sieht man, dass f sehr
klein ist bei (x4, y4) und (Vf) " in einer Umgebung beschrinkt ist. Hitten wir mit (x4, 1)
angefangen, wdaren die Bedingungen wahrscheinlich erfillt.
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In der Skizze zu (x,y) — g(x,y) sind die Iterationen (z;,v;,9(x;,y;)) eingezeichnet.
Man kann (xo,vo, 9(x0,y0)) und (z1,y1,9(x1,y1)) noch deutlich von dem Rest trennen.
Die Punkte (z;,v;, g(xi,y;)) mit i > 2 kann man nicht mehr unterscheiden.

11.2 Kontraktionen

Wir brauchen ein paar allgemeinere Ergebnisse.

Lemma 11.5 Sei {z'}°, C R" eine Folge.
Wenn 6 € (0,1) existiert derart, dass

Hxi-l-Q _ xi+1|| <0 sz‘+1 _ sz 7
dann gilt

1. diese Folge ist konvergent: > = lim z* € R™ und
1—00

2. ||z = 2% < 5 |2t — 2.

Beweis. Sei k > /. Dann gilt

k—1 k—1
o ] < 3 et ] < S0 ) <
=L =
- i—f /+1 y4 ]' /+1 / 94 1 0
< 0 = g e ) < g e )

o0 .

Weil §° — 0 fiir ¢ — oo hat man bewiesen, dass {z'};~, eine Cauchy-Folge ist. Cauchy-
Folgen in R"™ sind konvergent. Nimmt man ¢ = 0 und k£ — oo, dann folgt die Abschétzung.
|
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Definition 11.6 Eine Funktion F' : D — D, wobei gilt: es gibt 6 € [0,1) derart, dass
|F(z) — F(2)|| <0|x— 2| firallex,ze€ D (11.9)

heifst eine Kontraktion auf D. Ein x € D mit F(x) = x nennt man einen Fixpunkt
fur F.

Man sollte bemerken, dass eine Kontraktion stetig ist.
Aus Lemma folgt sofort:

Korollar 11.7 Sei F': R* — R"™ eine Kontraktion. Dann hat F' genau einen Fixpunkt.

Beweis. Nehme z, € R" beliebig und wende Lemma an auf die Folge {x },-, iterativ
definiert durch x,,1 = F (z,) fir n € N. Fiir 2, := lim,,_, x,, gilt wegen Stetigkeit von
F und von der Norm, dass

IF (2) = el = T |[F () = ] = 0

Also ist x4, ein Fixpunkt von F. Es gibt nur einen Fixpunkt, denn, wenn auch x* ein
Fixpunkt wire, folgt

[200 = 27| = [|F' (200) = F (27) ]| < 0 |70c — 2|
und ein Widerspruch, wenn x.,, # z*. Bemerke iibrigens, das der Fixpunkt unabhéngig

ist von Startpunkt xg. [

Das Newton-Verfahren liefert uns nur eine Kontraktion, wenn wir in der Néhe einer
einfachen Nullstelle anfangen. Also kann man das Korollar so direkt nicht anwenden.

Theorem 11.8 (Kontraktionssatz auf einer Kugel) Sei ' : Bg(a) C R* — R™ wie
folgt:

1. F ist eine Kontraktion, und

2. ||F(a) —a| < (1—6) R.

Dann gilt F (BR(a)> C Bg(a) und F hat genau ein Fizpunkt in Br(a).

Bemerkung 11.8.1 Annahme 2 kann man ersetzen durch F (BR(a)> C Brgr(a).

Bemerkung 11.8.2 Der bekannteste Sqtz, der die Eristenz genau eines Fixpunktes lie-
fert, ist der Banachsche Fixpunktsatzﬂ Ubrigens soll man bemerken, dass Stetigkeit
impliziert.

2Den Banachschen Fixpunktsatz kann man fiir einen vollstindigen normierten Vektorraum definieren,
hat jedoch seine volle Aussagekraft fiir einen vollstdndigen metrischen Raum.

Definition 11.9 d:V x V — [0,00) ist eine Metrik, wenn:

1. d(z,y) =0 =y,
2. d(z,y) =d(y,z) fir alle z,y €V, und
3. d(x,y) <d(z,z)+d(zy) fir alle z,y,z€V.

Definition 11.10 Wenn d eine Metrik ist fir V nennt man (V,d) einen metrischen Raum.
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Beweis. Sei x € Bg(a). Dann gilt

1F(x) = al < [[F(x) = Fa)| + [[F(a) —al| <Oz —al + 1 —O) R< R

und F(z) € Bg(a).
Wir setzen 2° = a und 2! = F(2"). Weil F (BR(a)) C Bg(a) ist die Folge {z'};°,
wohldefiniert. Weil

Hxi+2 o xi+1H — ||F<:L.'L+l) o F<:UZ)H < 4 H:L.i+1 o sz ’

liefert das letzte Lemma den Grenzwert 2> € Bg(a). Die erste Annahme impliziert, dass
F stetig ist. Es gilt

2% = lim 't = lim F(2') = F(lim 2') = F(z*)
1— 00 11— 00 11— 00

und x> ist ein Fixpunkt.
Wenn es noch einen zweiten Fixpunkt Z in Br(a) geben wiirde, dann gilt

|7 — 2| = |[F(z) = F(z)|| < 0|z — 2.

Weil 6 € (0,1) folgt 0 < (1 —0) ||z — 2| <0 und & = z*. n

Sei f: R" — R" eine zweimal differenzierbare Funktion. Wir sind daran interessiert
wie man r € R” finden kann, wenn y € R" gegeben fiir

flx)=y. (11.10)

Wenn V f(x) # 0 fiir alle z, dann ist es moglich mit dem Newton-Verfahren eine Losung
von (|11.10]) zu approximieren durch

2 geschickt zu wihlen, und
Tipr = 2; + (V)" (y — flx;)) fiiri € N.

Das Invertieren von V f(z;) in jedem Schritt kann ziemlich aufwéndig sein. Wir werden
zeigen, dass man auch ein vereinfachtes Newton-Verfahren verwenden kann:

2 geschickt zu wihlen, und
Tipr =2+ (f/(2)7 (y — f(=z:)) fir i €N,

Wenn (V, ||-||) ein normierter Vektorraum ist, dann ist (V,d) mit d(z,y) = ||z — y| ein metrischer
Raum. Ein metrischer Raum muss aber keine Vektorraumstruktur haben.

Definition 11.11 Sei {x,}, o eine Folge im metrischen Raum (V,d).

1. Diese Folge heifit konvergent, wenn es a € V' gibt mit Ve > 0 AM, € NVn > M, : d(z,,a) < e.
2. Diese Folge nennt man eine Cauchy-Folge, wenn Ve >0 IM, € NVn,m > M, : d(z,, z,) < €.

Definition 11.12 (V,d) heifit ein vollstindiger metrischer Raum, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Definition 11.13 Sei (V,d) ein metrischer Raum. F : V. — V nennt man eine Kontraktion, wenn es
6 €10,1) gibt mit d(F (x),F (y)) < 0d(z,y) fir alle z,y € V.

Der Banachsche Fixpunktsatz lautet wie folgt.

Theorem 11.14 (Banach) Sei (V,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei F : V. — V eine
Kontraktion. Dann gibt es genau einen Fizpunkt.
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und auch 7 geschickt zu withlen. Oft nimmt man Z = 2°. Man hat fiir dieses vereinfachte
Newton-Verfahren:

Tit2 — Tiy1 (f/@))_l (y — f(zis1)) =
= (/@) (Fla) + £1(@) (@is — ) = f(2041)) =
= (@) (J'@) = £1€) (@i —w) =
= (@) ") (7€) (win — )

Hier ist zweimal der Mittelwertsatz angewendet worden:

es gibt & € [z, wi41] derart, dass f(zi11) — f(x:) = f'(€) (wipr — 24) ;
es gibt & € [z,€] derart, dass f'(z) — f/(€)) = f"(£) (z - fi) .

o0

Wenn man garantieren kann, dass |(f/(z)) " f”(gi) (z-¢) P

und Too = lim;_ye0 2 erfiillt 2o = oo + (f/(2)) ™ (y — f(2s0)), anders gesagt: y = f(7oo)-

< 1, dann konvergiert {x;}

Im Allgemeinen liegen die Schranken fiir (f/(z))”" und f” (5) fest. Durch 2° = Z geniigend
nahe bei der Losung zu nehmen, kann man dafiir sorgen, dass Hiﬁ — f’H klein bleibt. So
eine Moglichkeit hat man, wenn man (z,y) kennt mit § = f(Z) und man y = f(x) losen
mochte fiir y nahe bei .

11.3 Umkehrfunktionen

Theorem 11.15 (Satz iiber lokale Umkehrfunktionen) Sei f : R" — R" eine zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion und sei (z,y) € R® x R"™ derart, dass §y = f(z) und

det (Vf(z)) # 0.
Dann gibt es offene Umgebungen U(Z) von T und V(y) = f(U(Z)) von y derart, dass
1. f:U(x) — V(y) bijektiv ist;

2. g := fimverse st stetig differenzierbar auf V() und
(V) (y) = (Vfogly) ™ firye V().

Bemerkung 11.15.1 Es reicht hier, dass f einmal stetig differenzierbar ist. Die Abschdt-
zungen werden etwas technischer. Wenn man den Beweis genau betrachtet, dann sieht
man, dass nur Vf(z) — Vf(x) fir & — x verwendet wird.

Bemerkung 11.15.2 FEine bijektive Abbildung f : A — B nennt man einen Homdéomor-
phismus, wenn f stetig ist und die Umkehrabbildung f™ : B — A existiert und stetig
15¢.

Fine bijektive Abbildung f : A — B nennt man einen Diffeomorphismus, wenn
f stetig differenzierbar ist und die Umkehrabbildung f™ : B — A existiert und stetig
differenzierbar ist.

Beweis. Wir betrachten F': R™ x R® — R™ mit

F(z,y) =z + (V@) (y— f(x))
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und werden den Fixpunktsatz verwenden fiir z — F(z,y).
Setze

My = [[(VF@) | ymengy -

M, = nsup{H(Vka(:w)‘l

s ke{l,...,n} undxem}.

Mnxn(R)
Es gilt fiir x, 7 € B(Z), dass

1F(z,y) = (:v y ||— |z =2~ (Vf(@) " (f(z) - f@)] =
= [[(Vf@) 7 (f(@) = f(2) + V(@) (@ — )|
§M1||f(~)—f(x)+vf( ) (z =)
< My (1f (@) = f(2) + V(@) (2 = D + [IVF(@) = V@) 2 = 2]) - (11.11)

Weil f zweimal stetig differenzierbar ist, folgt aus dem Satz von Taylor angewendet auf
jede Komponente, dass

1F(2) = f(2) + V(@) (z = 2)|
und [[Vf(z) = V[ (7)]

Setzen wir die Abschétzung in ( m 11.11)) fort, bekommen wir fiir 2, € Bg(z) mit R € (0,1],
dass

M [z — 2|,

<
< M|z -z .

w

|F(z.y) — F(.9)l| < My (Mo — 2[* + My |2 — & |}z — #]) < SMMy Rz — 3.

[\]

Jetzt nehmen wir R = min ( M My 1) und finden so
|F(z,y) — F(2,y)|| < & ||z — &|| fir z,& € Bp(z). (11.12)
Die zweite Bedingung in Satz[11.8 muss noch erfiillt werden. Wir haben
IF(@,y) —z| = [[(Vf@) " (y = f@)|| = (V@) (v =)l <My -5l
Wenn wir also ||y — g|| < 2M; 'R nehmen, gilt
1F(Z,y) — 7| < %R

und die Bedingungen von Satz sind erfiillt fiir § =

Zusammengefasst: nehme R = min ( MM 1) und S 1M T'Rund Satz 8|gibt
uns fiir y € Bg(y) genau ein x, € Bg(z) mit y = f(z,). Die Funktlon g: Bs(y) — BR( )
mit g(y) = z, ist also wohldefiniert und f o g(y) = y fiir alle y € Bg(y). Weil wegen
und der Definition von F' gilt, dass

lg(y) — 9@l = |F(z,y) — F(z,9)| <
< ||F(x,y) = F(@,y)|l + |1F(Z,y) — F(Z,9)] <
< Llgly) — 9@ + |(Vf@) " -9

M

folgt
lg(y) — 9@l < 2M; |ly — 7|

und so, dass g sogar stetig ist.
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Fiir die Differenzierbarkeit von g betrachten wir die folgende Gleichung. Wenn sowohl
(x,y) als auch (z,7) eine Losung ist, dann gilt

VAE
y—9=[f(z)— f(2)= : (z—2) (11.13)
V(&)

und weil V f(Z) invertierbar ist, gibt es B,.(Z) mit r € (0, R) derart, dass fiiralle ¢', ..., £" €

[z, %] C B,(z) die Matrix in (11.13)) invertierbar ist. Wir bekommen

-1

V(€

9y) —9(y) =z -7 = : (y—19).
V(")

Weil €4,...,€" € [g(y), g(7)] und g stetig ist, folgt dass V fr(¢¥) — Vfi(g(7)) fiir y — §
und auchf] . .
VAEY) V fi(Z)
: — : fir y —» 9.
V fal€") V fa(Z)
Das heifit,

lotw) — 9@ ~ (Vios@)  w-a)ll _

lim =
vy ly — 9
Fiir s = M 'r ist g : By(y) — B,(Z) sogar differenzierbar und die Ableitung ist wie
vorhergesagt.
Wir setzen V() = Bs(y) und U(Z) = g (Bs(y)). Weil U(z) = f~1(Bs(y)) N B,(z) ist
auch U(z) offen. n

Beispiel 11.16 Wir betrachten f (x1,x2) = (€*'%2, 21 + x2) und untersuchen sowohl auf
einer Umgebung von (0,0), als auch auf einer Umgebung von (1,0) die Ezistenz einer

Umkehrfunktion.
Wir haben
Tr1T2 Tr1T2
Vf(z1,22) = ( x2€1 x161 )
und finden

det (Vf (21, 22)) = (22 — 1) €172,

3A € M™*™(R) ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0. Es gilt

1 iy
1= (-n™a
= — et Al
detA ( ) ( 75 ) i,j’
wobei
a1 T a1i-1 a1,i4+1 ce a1,n
Gic11 r Gi14—1 | Gic1441 Qi1
det (AZJ) = det J 5 J 5T J it J sn
Aj+1,1 0 Gg4li—1 | Q4141 0 Qi+ln
an,1 T Api—1 Qp i1 ce An.n

Weil die Eintriige von A~ rationale Funktionen der Eintriige in A sind, ist A — A~ stetig fiir det(A) # 0.
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Also gilt det (V f (x1,29)) = 0 genau dann, wenn x1 = x5. Die Bedingungen des Satzes
sind zum Beispiel nicht in (0,0) erfillt. In (—1,.6) sind sie erfillt. Das heisst dass es eine
Umgebung B (—1,.6) gibt und g : f (B (—1,.6)) — B: (—1,.6) mit

(Y1, 92) = f(21,72) & g (y1,92) = (21, 72).

In einer Umgebung von (0,0) ist der Satz nicht anwendbar. Lisst man Mathematica Bilder

dazu anfertigen, dann sieht man, dass die Funktion bei (0,0) fir eine Faltung sorgt. Rechts
steht das Bild der Menge links.

0.5 0.5

101 -1.0r

Abbildung 11.1: Das Bild eines Gitters um (0,0) bei f aus Beispiel [L1.16| fiillt keine Um-
gebung von f(0,0) = (1,0) sondern ‘faltet’ sich zusammen. Es gibt keine Umkehrfunktion
m (0,0); f ist nicht lokal injektiv.

051 0.5

-0.51 -0.51

Abbildung 11.2: Das Bild eines Gitters um (—1,.6) bei f aus Beispiel [11.16| wirkt zwar
verzerrt, aber fiillt ein-eindeutig eine Umgebung von f(—1,.6) = (e~5, —.4). Es gibt lokal
eine Umkehrfunktion.



11.3 Umkehrfunktionen 127

051

1.5 f 2.‘5 3,‘0
o
-0.5 =05
-1.0 -1.0
-15 -1.5

Abbildung 11.3: Noch ein Bild zu Beispiel [11.16
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Analysis 2, Woche 12 Q 2
Implizite Funktionen
12.1 Implizite Funktionen in 2D

Wenn man den Kreis mit Radius 1 um (0, 0) beschreiben mochte, dann ist

{(z,y);2° +y* =1}

eine Moglichkeit. Oft ist es bequemer, so eine Figur oder einen Teil einer solchen Figur
als Graph einer Funktion darzustellen. Fiir die obere Hilfte geht das:

y = f(z)mit f:[-1,1] 5 Rund f(x) =v1— 22

Auch die untere Hélfte kann man dhnlich explizit beschreiben: f(x) = —v/1 — z2.

Wenn man aber eine Figur betrachtet, die definiert 3
ist durch

2

{(m, ) e 4 day® + eV’ = 64} ,

hat man zwar etwas, das aussieht wie ein Fernseher
aus 1950, aber nicht etwas, das sich leicht mit Hilfe
von Funktionen y = f(z) oder z = f(y) beschrei- -1
ben laft. Trotzdem, wenn man das Bild betrachtet,
wiirde man erwarten, auch hier lokal das Bild als
Graph einer Funktion beschreiben zu konnen. Ma-
thematisch geht das wie folgt. =2 e 123

Theorem 12.1 (Satz iiber implizite Funktionen in 2D.) Sei f : R? — R eine zwei-
mal differenzierbare Funktion. Sei (a,b) € R? derart, dass f(a,b) = 0 und dyf(a,b) # 0.

Dann gibt es eine Umgebung B,.(a)x Bs(b) von (a,b) und eine differenzierbare Funktion
g : B.(a) = R mit g(a) = b derart, dass:

o Fir (z,y) € B.(a) x Bs(b) gilt

flr,y) =0y =g(x).

g'(z)=— (M>y

o Firxz e B.(a) gilt

a2f(x7 y)

=g(z)

129
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Abbildung 12.1: f(x,y) = 0 ist lokal y = g(z). Der Graph von g ist in rot dargestellt.
Hier wird {ibrigens f(z,y) = xy + 3% — 2y* — 223 und (a,b) = (1, 1) verwendet.

Bemerkung 12.1.1 Fir x € B,(a) gilt f (z,g(z)) = 0.

Bemerkung 12.1.2 Der Satz fiir inverse Funktionen wird benutzt und man kann sehen,
dass es auch hier reicht, wenn f einmal stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 12.1.3 Die Bedingung, dass f stetig differenzierbar ist, kann man nicht
weglassen. Man kann Beispiel verwenden um zu zeigen, dass differenzierbar alleine
nicht reicht! Die Funktion in dem Beispiel ist

y_'TQ fdry2x27
flx,y) = y(|y| 1) fir —a* <y < a?,
2
y+ 2? fiir y < —x2,

und man hat 95 f(0,0) =
9(0) =0 und f(z,g(x )))

sieht man mit O f (x,

1 # 0. Es gibt jedoch mindestens drei Funktionen g derart, dass
=0, ndmlich g(z) = 22, g2(x) = 0 und g3(x) = —x2. Ubrigens
—1 fiir x # 0, dass Oy f nicht stetig ist in (0,0).

Beweis. Definiere F' : R2 — R? durch

r(2)-(hen):

Dann ist F' zweimal stetig differenzierbar und es gilt

vE (i)z(alﬂlx,y) azf?x,w)'
F(Z):(8> und det(VF<z>):agf(a,b)¢o.

Durch Satz [11.15] gibt es fiir F|p_ (44 eine inverse Funktion G : By (a,0) — R? mit

GOF(";) - <§>fﬁr(§)eBs(a,b) und
FoG(i) _ <§>fﬁr(§7>eF(B€(a,b)),

Man hat
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UK
RS
e
e
NN NS
R
AR

Abbildung 12.2: Graphen und Niveaulinien der Funktion aus Beispiel und Bemerkung
12.1.3l Man kann die drei ¢’s erkennen (go(z) = 0, g1 () = +2?), die zusammen f(z,y) =
0 um (0,0) beschreiben.

und G ist differenzierbar. Anders gesagt: fiir ( ;C ) € B.(a,b) und < 757 > € F(B:(a,b))
gilt

f(0)-0) e (0)-e(3)

Wir setzen r = 1e und definieren g : B,(a) — R fiir r = e durch

Es gilt B,.(a) x B, (b) C B.(a,b). Dann folgt fiir x € (a — r,a +r) dass
flz,y) =0 y=g(x)
0 )
()-() = ()0
Anders gesagt, f(z,y) = 0 in B,(a) X B, (b) kann man auch beschreiben durch y = g(x)

firz € (a—r,a+r).
Weil f und g differenzierbar sind, gilt auBerdem fiir h(z) = f(z, g(x), dass

0="h'(z) =0 f(z,9(x)1+ dof(x,9(x))g'(z),

g(@) =~ (%)y:g(m |

also
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Bemerkung 12.1.4 Wenn man sich nicht genau erinnert, welche Bedingungen in dem
Satz zu impliziten Funktionen stehen, kann man sich das wie folgt merken. Wenn man
f(x,y) = 0 auch als y = Y (x) schreiben kann, wobei Y eine differenzierbare Funktion
ist, dann gilt

f(x,Y (x)) =0.
Falls f und Y stetig differenzierbare Funktionen sind, folgt
d 0 0
0= L (@Y @) =G @Y @)+ 5 @Y @) V@, (2D

Wenn (xg,y0) auf der Kurve liegt und g—g (zo,%0) # 0, dann gilt g—fj (x,y) # 0 wegen der
stetigen Ableitung fiir (x,y) in einer Umgebung von (zg,yo) und man findet fir (z,Y (z))
in dieser Umgebung

o (2, (2))

o0V ()

gtetige Differenzierbarkeit von f und g—i (xo,%0) # 0 sind genau die Bedingungen des
atzes.

Ubrigens folgt aus der Kettenregel angewendet auf fou mit u(z) = (x,Y (x))
oder auch aus der Definition, dem Mittelwertsatz, der stetigen Differenzierbarkeit und der
Kettenregel in einer Dimension

L (@Y (@) = lm :
N h—0 h h

Y'(2) = —

—tim (@4 0,,¥ (@ + 1)) 4 iy LX) 2TV (2)

h—0 Oz h
ey + ey v

dy
Hier ist 05, eine Zahl zwischen 0 und h.

12.2 Implizite Funktionen in hoheren Dimensionen

Betrachten wir die folgende Menge:
K= {(%yaz) e R* 2?4+ y* +2° =2 und (y — 1)2+22 = 1}.

Das sind die Punkte in R?, die sowohl auf einer Kugel mit Radius v/2 um (0, 0,0) liegen
als auch auf einem Zylinder mit Radius 1 um die Achse {(1,%,0);t € R}.

Der Durchschnitt dieser beiden Oberflichen gibt eine Kurve in R3. Lokal sollte man
so eine Kurve auch bei fast allen Punkten beschreiben kénnen durch

{(z, fi(x), faox)) ;2 € T} (12.2)

Das geht auch fast immer. In diesem Fall kann man die Funktionen f;, f» sogar berechnen:

filz) =1—12% fo(z) = +4/1—12* und I =[0,1]

Nur wenn fo(z) = 0, also bei # = ++/2, kommen beide Alternativen zusammen und K
ist lokal nicht mehr eindeutig wie in ((12.2)) zu schreiben.
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Zusammenfassung 12.2 Wir haben angefangen mit G : R3 — R?, nédmlich

22+ y? 422 -2
G(x7y7z>:<(y_1)2+z2_1 )

und haben G (x,y,z) = 0 nach einer Variablen gelést:
y = fi(x) und z = fo(x).

Die Idee ist, dass 2 unabhdngige Gleichungen mit 3 Variablen nur einen Freiheitsgrad
ergeben. Hier haben wir x freigelassen und y und z als Funktion von x geschrieben.

Allgemeiner hat man G : R” — R™ mit n > m und man mochte diese m Gleichungen
G(zy,...,x,) =0
16sen nach (n —m) Variablen. Das heifit, wir suchen F': R™ — R"™™ derart, dass

Tm+1 X
=F

Ty T,
Die Frage lautet:
Wann ezistiert (lokal) eine derartige Funktion?

Wenn wir wissen, dass es eine solche Funktion gibt, heifit das nicht, dass wir die auch als
explizite Formel finden kénnen. Es heifit aber, dass Losungen eines solchen Problems sich
regulér verhalten und sich dann auch zum Beispiel mit Taylorreihen oder auch numerisch
approximieren lassen.

Die Antwort, ob eine solche Funktion existiert, wird gegeben in:

Theorem 12.3 (Satz iiber implizite Funktionen) Sein > m und f : R™ — R™ eine
zweimal differenzierbare Funktion. Sei (a,b) € R"™™ x R™ derart, dass f(a,b) =0 und

o 1(0.0) g fulab) o g fulasb)
wrf2a,b)  gfa(ab) o g foa,d)
det _ ] ) ) # 0.

ooy fm(@.0) g3 fn(@ D) oo G- fu(a,)
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Dann gibt es eine Umgebung B,.(a) x Bs(b) von (a,b) und eine differenzierbare Funktion
g:B.(a) CR"™™ = R™ mit g(a) =b
derart, dass:
e fir (x,y) € B.(a) x By(b) gilt
flz,y) =0 &y =g(x).

o firx € B,(a) gilt:

of o L.oon N\ T e 0 o
amnf’m«l»l amn7m+2 Oxn 8$1 Bl’nfm
Of2 Of2 ... Of Ofe ... _Of2
amnf’m«kl arn7m+2 axn 8$1 a«Tnfrn
Vg (z) = —
Ofm Ofm ... Ofm Ofm ... Ofm
0Tn—m4+1  OTn—m+2 O0zn O0z1 0Tn—m |(z,9(z))

Beweis. Der Bewelis ist ahnlich zu dem fiir den zweidimensionalen Fall.
Die ersten n — m Koordinaten nennen wir z und die letzten m nennen wir y:

1 xn—m+1
xr = : und y =

mn—m xn

Wir betrachten F': R"™™ x R™ — R™ mit

Fla.y) = ( f(;:,y) )

Dann gilt
1 0 0 0 0
0 1 :

VF(x,y): 0 0 1 0 0
9h .. L. of1 on ... 9ft
oz OTp—m | Oy1 OYym
8221 827n77n ayl 8ym I(CE,y)

und
9h ... Oft
oY1 OYm
det (VF (z,y)) = 1" det : .
fm .. Ofm
1 Oym /()

Aus der Annahme folgt, dass det (VF' (a,b)) # 0, und der Satz iiber inverse Funk-
tionen liefert uns lokal eine inverse Funktion G zu F. Das heifit, es gibt ¢ > 0 und
G : F (B-(a,b)) — R™ derart, dass:

Go F(x,y) = (z,y) fiir alle (z,y) € B: (a,b).
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Auflerdem ist G differenzierbar.
Weil Fi(z,y) = z; furi=1,...,n—mund (z,y) € B: (a,b) gilt, folgt G; (F (z,y)) = z;

fir i = 1,...,n —m. Wir setzen r = 1e und legen dann g : B,(a) C R*™™ — R™ fest
durch
Gn—m+1 (CL’, 0)
g(x) = :
G (z,0)

Fiir (z,y) € By(a) x B, (b) folgt, dass
fla,y) =06 F(r,y) = (2,0) & (z,y) = G(2,0) <y = g(z).
Weil F (2, g(z)) = 0 folgt auBerdem, dass
0=V (F(z,9(x) = (VaF) (2, 9)y—g@) T (Vo) (£, 9)}— g0y (V) (@),
und weil (V,F) (z,y) invertierbar ist auf B, (a,b), gilt
(Vg) (2) = = (VyF) (2, 9(2))) " (Vo F) (, g(x))

wie oben behauptet. [



136 Woche 12, Implizite Funktionen

12.3 Extrema unter Nebenbedingungen
Wenn die Temperatur auf der Oberfliache einer Kugel,
G(r,y,2) =2 +y* +2°— R*=0mit R =1 (= 12742 km), (12.3)

definiert ist durch
T(z,y,2) = 2" +y+ 2 (12.4)

kann es sein, dass das Maximum in Rio de Janeiro erreicht wird?

05 L1}

11

Abbildung 12.3: Die Farbe ist abhéngig von T'(z,y, z).

Um die Stelle zu finden wo t maximal ist, konnte man 2 als Funktion von x und y
schreiben (implizite Funktion!) und z = g(z,y) in T einsetzen und anschlieflend auf die
iibliche Weise T'(z,y) := T (z,¥, g(x,y)) untersuchen. Das heifit, man hat als Kandidaten
fiir die Extrema die stationiren Punkte von T. Diese stationdren Punkte findet man,
indem man V7T = 0 lost:

1 0
(V1) @.9) = V(T (g 9(a.p) = VT(w,g.2) |0 N
alg(z7 y) 829(ZE, y)

- <81T<':C)y7 Z) + agT(l', Y, Z) alg(xa y) ) @2T<ZE, Y, Z) + agT(l'7y, 2) 829(177y))

=g(ey)
Der Satz iiber implizite Funktionen (Satz [12.3)) sagt

Vg(.’E, y) = - <83G (.T, Y, Z)>71 (alG(xa Y, Z), 82G<:C7 Y, Z))|z:g(:1;,y) .
Zusammengefasst bedeutet (VT) (xz,y) =0, dass

03T (x,y,z
5’1T(3€7 Y, Z) = QEGECE,ZJ;
03T (x,y,z
aQT(x7 Y, Z) = QEGECU:Z’Z;

(z.y,2)

03T (x,y,z
33T($7y7 Z) = QEG(QU;’Z) 83 (

01G(x,y, z),
0.G(x,y, 2),
G(z,y, =z

).
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Die letzte Zeile ist beigefiigt als Trivialitdt aber auch weil man so sieht, dass an einer
stationédren Stelle gilt: es gibt A € R derart, dass

VT (z,y,2) = AVG (z,y, 2) .

Wir haben angenommen, dass z = g(z,y) existiert. Wenn 053G (z,y,2) # 0, dann darf
man das wegen des Satzes {iber implizite Funktionen. Wenn jedoch 093G (z,y, z) = 0 und
G (x,y, z) # 0 gelten wiirde, dann hétten wir eine dhnliche Geschichte erzihlen kénnen,
wenn wir y und z vertauschen.

Beispiel 12.4 Fir haben wir

VT (z,y,2) = (y,x,1) und VG (z,y,2) = (2z,2y,2z).
Weil ||VG (z,y,z2)|| # 0 gilt fir G(z,y,z) = 0, folgt, dass entweder 0,G (x,y,z),
0.G (x,y, z) oder 0,G (x,y, z) ungleich 0 ist. Das heifst, dass an jeder Stelle (x,y, z) auf

der Sphdre der Satz iber implizite Funktionen anwendbar ist beziiglich mindestens einer
der Variablen x, y oder z. Das heifst wiederum, die stationdren Punkte findet man durch

(2x,1,1) = A (22,2y,22) und G (z,y,z) = 0.

Es folgt, dass

2 =2X\z, 1=2\y, 1 =2z und 2>+ 3> + 2% = 1.
Wir finden (x =0 oder A =1) und y = z. Dann haben diese vier Gleichungen mit vier
Variablen die folgenden Losungen:

x Yy z A T
Pl 0 WE WA WE B
Pl 0SB SWWE WE B
R N
NE R S R

Schaut man diese Kandidaten fiir Extremwerte genauer an, so findet man zwei Mazima,
ndmlich in Py und Py, und ein Minimum in Ps.

Dieser Ansatz bringt uns folgendes Ergebnis:

Theorem 12.5 (Multiplikatorsatz von Lagrange fiir eine Nebenbedingung)
Set F: R" = R und G : R* — R stetig differenzierbare Funktionen. Wenn

F:{zeR"Gzx)=0} =R
ein Extremum hat in a, dann gilt:
e VF (a) = AVG(a) fir A € R, oder
e VG(a) =0€R"™

Bemerkung 12.5.1 Dieser Satz hilft uns, die folgende Frage zu beantworten:
Wie findet man ein Extremum von x — F(x) unter der Nebenbedingung G(x) =07
Der Satz liefert uns die Kandidaten fir die Extremstellen.
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Bemerkung 12.5.2 Sei F' : R* — R eine differenzierbare Funktion. Wir haben schon
gesehen, dass an der Stelle x € R™ der Gradient VF (z) die Richtung angibt in welcher I
mazimal zunimmt. Auch ist der Vektor VG(a) in a orthogonal auf der (Hyper-)Oberfliche
{x e R";G(x) = G(a)}. Fiir F(x) = z; (2z2 + 1) und G(z) = 2?2 + 2% — 1 sieht das wie
folgt aus:

In blau die Niweaulinien von F und das zugehorige Gradientenfeld. Die Nebenbedin-
gung G(z) = 0 bedeutet, dass man nur x auf dem Kreisrand betrachtet. In den grinen
Punkten gilt, VF und VG sind gleich oder gegengesetzt gerichtet. Dort liegen auch die

vier Extrema: Py = (i\/% (15 - t\/ﬁ), % (—1 — t@)) fiir s, t € {£1}.

Auch dieser Ansatz ldasst sich verallgemeinern.

Theorem 12.6 (Multiplikatorsatz von Lagrange) Sei F' : R — R und G : R" —
R™, mit m < n, stetig differenzierbare Funktionen. Wenn

F:{zeR"Gx)=0} =R

ein Extremum hat in a, dann gilt:
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o VF (a)=>"", NVG,(a) fir M\,..., A\, € R, oder
e Rang (VG(a)) < m.

Bemerkung 12.6.1 Fir m = 1 bedeutet Rang (VG(a)) < m genau VG(a) = 0. Das
heifit, Satz[12.9 ist ein Spezialfall von Satz[12.6.

Beweis. Wir nehmen an, dass Rang (VG(a)) = m. Dann gibt es in

81G1 (CL) 82G1 (a) s (3nG1 (a)

0 Gp(a) ©Gp(a) -+ 0,Gn(a)

m unabhéngige Spalten. Ohne Verlust der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass diese
Spalten die letzten m sind:

anferlGl (a) anfer2CTyl (a’) anGl (a)
an—m—l—lG2(a) an—m—l—2G2(a) anG2(a)
8n—m—&-lc;’m(a) an—m+2Gm(a) anGm(a)
Wegen des Satzes iiber implizite Funktionen gibt es eine Umgebung U C R™™™ von
a* = (ay,as,...,ay,) und eine Funktion g : U — R™ derart, dass fiir z € B,(a) gilt
G(z) =0 (Tpimil, Tnomazs - Tn) = g (X1, Ta, ..., T -

Auch kann man die Ableitungen von ¢ schreiben mit Hilfe der Ableitungen von G. Bevor
wir noch ldnger jede Menge riesige Matrizen schreiben, schlagen wir folgende kiirzere
Notation vor:
61G1 (a) tee e 6n_mG1 (a) 6n_m+1G1 (CL) cee 8nG1 (a)

. . ’ gQ — . . .

G1 = : : : i :
0hGp(a) -+ - Oh_mGm(a) On-mi1Gm(a) -+ 0,Gn(a)

Das heifit VG(a) = (G1,G2) mit G € M™=™)(R) und G, € M™™(R).
Der Satz iiber implizite Funktionen liefert uns so
Vg(a*) = —gg_l Gi.
Wir setzen f : U — R durch
fzy,xa, .o xm) = F(x1, 22,0, T, g (1, T2y -, T))

und definieren dhnlich VF(a) = (F;, F,) mit F; € M>XC=)(R), F, € M>™(R). Wir
finden
V() =Fi+F Vga)=F - F G G (12.5)

Die Funktion F': {x € B,(a); G(z) = 0} — R hat ein Extremum in a, genau dann, wenn
f ein Extremum hat in a*. Weil f differenzierbar ist, hat man V f(a*) = 0. Schreiben wir
zu ((12.5) auch noch 0 = F, — F, G5 Gy, dann folgt

VF(a)=F G;' VGla).

Man soll bemerken, dass F» G,' € MY™™(R). Mit (A\y,...,\n) = Fa G, ' folgt das
Ergebnis. ]
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Beispiel 12.7 Wir mdchten die Extrema finden von f (x,y, z) = 2% (y* + 2?) fir (x,y,2) €

K, wobei K die Menge ist, der wir schon in Abbildung[12.9 auf Seite begegnet sind:
K={(z,y,2) e Rz +y* + 2° =2 und (y — 172+ 22 = 1}.

Nennen wir g1 (z,y,2z) = a2+ y*> + 22 — 2 und g (x,y,2) = (y—1)* 4+ 22 — 1. Der
Multiplikatorsatz besagt, dass die Kandidaten fir Extrema sich befinden in (x,y, z) mit

i Vf (fl],y, Z) = )‘lv.gl ("L‘a Y, 2) + )‘QVQZ (:L‘7ya 2); oder

° Rang( Vi (2,9, 2) ) < 2.

V_gg (ZL’, Y, Z)
Die erste Maglichkeit ergibt
2z (y* + 2°) 22 0
202z 2z 2z
Es folgt

(=0 oder y> + 22 =\;) und 2%y = (A1 + X2) y — Ao
und (z =0 oder z* = A\ + \a) .

Wir unterscheiden vier Fdlle:

1. =0 und z = 0. Dann soll gelten, dass y* = 2 und (y — 1)2 = 1 und wir finden
keine Liosung.

2

2. x =0 und 2* = A\ + \y. Dann bekommt man y* + 2> = 2 und (y —1)" + 2% = 1.

Also =2y + 2 = 0 und wir haben als Kandidaten
P1: (0,1,1) undP2:(0,1,—1)

3. 2+ 22 = A\ und z = 0. Dann bekommt man 2>+ 3> = 2 und (y —1)> = 1. Dann
folgt y = 2 oder y = 0, aber wir haben nur neue Kandidaten fiir y = 0:

Py — <\/§,o,o) und Py — (—\/5,0,0) .
Fiir y = 2 finden wir einen Widerspruch zu 2 = 2% +y* + 22 > y? = 4.

4.y + 22 = N ound 22 = A\ + Xo. Mit 22 + y? + 22 = 2 folgt 2M\1 + Xy = 2 und
Ay =2 =2\ = 2 — 2y — 222. Wir haben zu lésen:

22+ % 4+ 22 =2 und (y—1)2+z2:1undx2y=x2y—(2—2y2—222)'

Die letzte Gleichung liefert y? + 2% = 1 und mit (y —1)° + 22 = 1 folgt y = 5. Die
Kandidaten sind:

Psers = <<717 3 %\/502> mit 01,05 € {—1,1}.
Die zweite Méglichkeit ist, dass Vg (z,y, z) und Vg (z,y, z) abhingig sind. Man kann

zeigen, dass das auf K nicht passiert.
In den Punkten P; nimmt [ folgende Werte an:

F(0,1,41) =0, f (i\/§,0,0> —0 und f (il,%,i%\/ﬁ) — 1

Weil K kompakt ist, werden die Extrema angenommen. Es ldsst sich raten, welche Punkte
die Mazxima und welche die Minima liefern. Ein Bild steht auf der ndichsten Seite.
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Analysis 2, Woche 13

Integrale in mehreren
Dimensionen 1

13.1 Volumen

Die geometrisch inspirierten Prinzipien fiir ein Volumen sind:

e Fiir a,b € R mit b > a setzen wir Volg (a,b) = b — a und Volg ({a}) = 0.

e Wenn A C R" und B C R™ beide ein Volumen haben, dann gilt
Volgn+m (A X B) = Volgn (A) Volgm (B).

e Wenn A, B C R" beide ein Volumen haben und A N B = (), dann gilt
Volgr (AU B) = Volgn (A) + Volgn (B) .

e Wenn A, B C R” beide ein Volumen haben und A C B, dann gilt

Volgn (A) < Volgn (B).

Wenn deutlich ist, um welche Dimension es sich handelt, dann schreiben wir nur Vol.
Wir nennen

B = (x1,11] X (o, y2] X -+ X (X, yn) = {2 € R"; 7; < 2z; <y fir allei € {1,...n}}
mit x;,y; € R einen Block in R™. Definieren wir fiir so einen Block mit x; < y;

Vol ((z1,11] X (22, y2] X -+ X (Tn, Yn)) = (1 — 1) (Y2 — 22) - .- (Yn — T0)

dann sieht man, dass die oben genannten Regeln erfiillt sind.
Als néchstes definieren wir fiir
k
Q= U Bi7
i=1

wobei By, ..., B, paarweise disjunkte Blocke sind, das Volumen durch Addition der ein-

zelnen Volumen: . i
Vol (U B,-) = Vol(B).
i=1 i=1

Fiir andere Gebiete wird folgendes verabredet:

143
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Definition 13.1 Sei Q) C R" eine beschrinkte Menge.

¢
o Wir nennen {B,-}f:l eine quflere Familie von Blocken zu 2, wenn Q C |J B;. Das
i=1
dufSere Volumen von Q) wird definiert als

k
i=

Vol, () = inf {Vol (U ) Bi) . {Bi}i_, ist eine dupere Familie von Blicken zu Q} .

JN ~ ~
o Wir nennen {Bz} eine innere Familie von Blocken zu , wenn B; N B; =0 fir
i=1

£
i # 7 und |J B; C Q. Das innere Volumen von Q) wird definiert als
i=1

=1 i=1

k - ~ ¢
Vol;, (©2) = sup {Vol (U BZ-) : {BZ} ist eine innere Familie von Bléocken zu Q} )

Definition 13.2 Wenn Vol, (2) = Vol,,, (), dann sagen wir “Q2 hat ein Volumen” und
schreiben Vol (Q2) = Vol, (©2) = Vol;, (£2).

0.5 -0.5 0.5
-0.5

Abbildung 13.1: Kreis, von auflen und von innen mit Rechtecken approximiert

Bemerkung 13.2.1 Jedes beschrinkte Gebiet hat ein dufleres und ein inneres Volu-
men. Ein Beispiel, bei dem beide verschieden sind, ist Q@ = [0,1] N Q: Vol, (2) = 1 und
Vol;, (©2) = 0.

Bemerkung 13.2.2 Um zu zeigen, dass €2 ein Volumen hat, reicht es zu zeigen, dass es
fiir jedes € > 0 eine duflere Familie {Bi}le und eine innere Familie {BZ}

¢ m
Vol (U Bi> < Vol (U Bi) te
=1 =1

Bemerkung 13.2.3 Wir haben Blocke genommen, die zusammengestellt sind mit Hil-
fe von halboffenen Intervallen. Stattdessen kann man abgeschlossene Blocke [xq,1y1] X
(o, ya] X + -+ X [T, yu| oder auch offene (x1,y1) X (T2, Yy2) X - -+ X (Tn,yn) betrachten, wenn
man in Definition |13.1| annimmt, dass eine Familie von Bldcken {BZ-}f:1 derart ist, dass
By N BS =0 fiiri# j.

Lemma 13.3 Wenn Q C R™ beschrinkt und konved] ist, existiert Vol (£2).

gibt mit
1

1=

'Ein Gebiet  C R™ heifit konvex, wenn fiir jedes Paar a,b € § gilt, dass [a,b] C Q. Zur Erinnerung:
[a,b] ={sa+(1—s)b;0<s<1}.
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13.2 Integrale durch Ober- und Untersummen

Definition 13.4 Se: Q2 C R" ein Gebiet mit endlichem Volumen und f : Q@ — R eine
nichtnegative Funktion. Setze f(x) =0 fir x & Q.

o Wir nennen Oy € R eine Obersumme, wenn es eine dufere Familie von Blécken
{Bi}le 2u Q) gibt und es fi €R (i =1,...,¢) gibt derart, dass

¢
1. U BiD>Q und
i=1

2. f; > f(z) fir x € B; und

e
i=1

e Wir nennen Uy € R eine Untersumme, wenn es eine innere Familie von Blocken
{B;}_, 2u Q gibt, und es f,eR (=1,...,0) gibt derart, dass

B C Q und

C-

1

< flx) fir z € B; und

.
I

2. f,

3 Uf—ZfVol( ).

Abbildung 13.2: Skizzen zu einer Funktion f : B; (0,0) — R, einer Untersumme und
beiden zusammen

Abbildung 13.3: Skizzen zu einer Funktion f : B; (0,0) — R, einer Obersumme und
beiden zusammen (aber ohne Stébchen).
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Definition 13.5 Sei 2 C R™ ein Gebiet mit endlichem Volumen und f : 0 — R eine
nichtnegative Funktion.
Wir nennen f R-integrierbar tber 2, wenn

Iy :=sup{Uy; Untersummen fir f auf Q} = inf {Oy; Obersummen fir f auf Q}

und Iy € R. Wir nennen diese Zahl das R-Integral fir f auf Q) und schreiben

/Qf(x)dm -1

Integrale sind hier nur fiir nichtnegative Funktionen definiert. Fiir negative Funktionen
und Funktionen mit Vorzeichenwechsel betrachtet man f und f~ getrennt. Die Funktio-
nen f* und f~ definiert man als

fH(x) = max (f(x),0) und f~(x) = —min (f(z),0).

Es folgt, dass f* und f~ nichtnegative Funtionen sind und dass
flz) = f(z) = ().

Definition 13.6 Wir nennen f : Q — R R-integrierbar iiber 2, wenn sowohl f+:Q — R
als auch f~ : Q — R R-integrierbar iber ) sind, und setzen

/Q @)z = /Q FH(@)da — /Q F(@)da.

Bemerkung 13.6.1 Der Buchstabe R, der hier erscheint verweist auf Riemann. Was wir
hier definiert haben, ist nicht genau so wie Riemann es gemacht hat, aber reicht vorldufig
fiir unsere Zwecke aus. Das R-Integral und auch das originale Riemann-Integral haben
leider micht all die schonen Figenschaften, die man eigentlich haben mdchte. In Analysis
3 wird statt diesem Integral dann auch das Lebesque-Integral eingefiihrt und verwendet.

Lemma 13.7 Seien f,g : © C R* — R R-intergrierbar auf 2. Dann gilt f + g ist
R-intergrierbar auf Q) und

[ (@) + gt de = [ fdat [ oo

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es {B/ }/%" und {B{ }/%", die derartige Unter- und
Obersummen fiir [, f*(x)dx liefern, dass

Op+ — e <Up < / fr(@)dw < Opr < Ups + g€
Q

Ebenso gibt es {BY }. " und {BY }."" _ die shnlich Unter- und Obersummen fiir Jo 9" (x)dx
liefern derart, dass

Og+ — %5 < Ug+ < / g+(x)dx < Og+ < 2—145.
Q

Jetzt kann man mit {B/ +}?iffr und {B?+}mg+

j21 eine neue Familie von Blécken bilden.

Wenn zwei Blocke BY " und B;’+ einen nichtleeren Durchschnitt haben, teilt man diese in
hochstens 2! — 1 neue Teilblocke.
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. . . . . . + Mot 4+
Wenn man so in endlich vielen Schritten eine neue Familie {B,J: 9 T bekommen

hat, nimmt man als Abschitzung von unten fiir f*+ ¢* die ‘alten’ f;" +¢;". So bekommt
man eine Untersumme Uzt g+ = Up+ + Ugr. Ebenso konstruiert man eine Obersumme
und

Oftqgr —€ S Upiggr < / (f+($) + g+(:€)) dx < Oprygr < Uprygr + €.
Q

Weil man fiir jedes € > 0 solche Unter- und Obersummen konstruieren kann, folgt, dass
Jo (ff(z) + g™ (2)) do existiert und dass sogar gilt

/ (ff(2)+g"(z)) da = / [ (z)dz + / gt (x)dx.
Q Q Q
Das gleiche macht man fiir f~ und f* und das Ergebnis folgt. [ ]

Lemma 13.8 Sei Q,Q CR" mit QN Q=0 und f: QU — R eine Funktion, die
R-intergrierbar ist auf 0y und auf Q. Dann gilt f ist R-intergrierbar auf (2o U Q0 und

/ fla)de = | f(zx)de+ [ f(z)dz.
Q200 0 Qs

Beweis. Auch hier gibt es nur ein Problem, wenn sich zwei Blocke bei Ober- oder Un-
tersummen fiir f* oder f~ iiberschneiden. Die betreffenden Blocke zu zerschneiden wie
oben fiihrt zur Losung dieses Problems. ]

Lemma 13.9 Sei Q C R". Wenn f,g : Q@ — R R-integrierbare Funktionen sind mit

f <g auf Q. Dann gilt
/f(:v)d:v < / g(x)dz.
) )

Beweis. Wenn f < g auf , dann gilt auch f* < g* und f~ > g~ auf Q. Wiederum

bastelt man mit den Blocken {B/ " 44" und {Bf+ ;n:ff eine neue {By},-, durch Teilung

in gemeinsame Teilblocke. Wenn Bj, die beiden Viéter Blf " und ng* hat, und f;* und
g;-L die obere Abschétzung fiir f und ¢ sind, ist min ( fr gj) beziehungsweise gjf eine
obere Abschitzung fir f*, g*. Das heifit, fir jede Obersumme O+ fiir g™ gibt es eine
Obersumme Of+ fiir f* mit Of+ < Oy+. Es folgt:

/f+(:v)dx = inf {Os+; Obersummen fiir f} <
Q
< inf {Oy+; Obersummen fiir g} = / gt (x)dx.
Q
Ebenso geht man voran fiir f~ und g~ und findet

/f_(x)dx > / g (x)dx
Q Q
und das Ergebnis folgt aus ((13.6)). ]
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Theorem 13.10 Sei Q C R" beschrinkt und konvex. Eine Funktion f : Q — R die stetig
ist, ist R-integrierbar auf €.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass Q C [—M, M|" und dass f > 0 gilt. Wenn f das
Vorzeichen wechselt, dann betrachtet man f* und f~ getrennt. Stetigkeit von f impliziert
Stetigkeit von f* und f~.

Weil 2 kompakt ist, ist f gleichmiBig stetig auf Q: fiir alle € > 0 gibt es 6. > 0 derart,
dass |x — y| < ¢ impliziert |f(z) — f(y)| < e.

Sei & > 0. Wir nehmen & = 1e (4M)™" > 0 und es gibt ein d;z wie oben. Anschlieend
teilen wir [—M, M]" in m™ gleichgroBe Blocke fiir m geniigend grofi. Wir nehmen m so

grof}, dass
m > 48M)" || flle ! und m > 2M+/n 5.

Fiir die Obersumme beziehungsweise Untersumme setzen wir auf die Blocke B; mit
00N B; # 0 als obere Abschiitzung f; = || f||,, und als untere Abschétzung S, =0. Wenn
ein Block B; auBlerhalb 2 liegt, setzen wir f; = L = 0. Wenn B; innerhalb ) liegt, setzen
wir f; = f(y') + & und f, = f(y’) — & wobei y' der Mittelpunkt von B; ist.

Aus elementaren geometrischen Uberlegungen folgt, weil  konvex ist, dass es hochstens

m™~! Blocke gibt, die den Rand 9 iiberdecken.

101

Es folgt

Op = Y fiVol(B;) =Y fifiht” —
B.

= E N flle+ Y (F) +8) ] <

B;NONAD B;cQ

47;%” (2n n— 1Hf|| 4”M" Z f 4"M”

B, CQ
4"M" f )
(=

Uy > S ()~ 2) > (z f(y")> e

B;CQ

IN
o
IN

IN

und dhnlich

Wir haben eine Zerlegung gefunden mit
@) f— U F<e.

Weil wir das fiir jedes € > 0 ausfithren konnen, ist f integrierbar auf €. ]

Im letzten Satz haben wir die sehr einschrinkende Bedingung gebraucht, dass das
Gebiet konvex ist. Wenn man den Beweis genau betrachtet, dann sieht man, dass diese
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Bedingung nur benutzt wird um zu zeigen, dass der Sprung von f auf 0 am Rande 02
iiberdeckt werden kann mit Blocken, deren gesamtes Volumen man so klein bekommen
kann wie man mochte. Anders gesagt, den Beitrag des Randes kann man vernachlassigen.
Fiir konvexe Gebiete ist das leicht einzusehen. Es wiirde hier zu weit fiihren, eine we-
niger restriktive Bedingung zu formulieren. Zum Beispiel sind Gebiete erlaubt, die man
bekommt durch Vereinigung endlich vieler konvexen Teilgebiete. Auch Gebiete, die sich
mit einem Diffeomorphismus auf ein konvexes Gebiet abbilden lassen, sind erlaubt.

13.3 Berechnen von mehrdimensionalen Integralen

Wir haben jetzt zwar Integrale definiert, aber wie kann man sie, wenn iiberhaupt moglich,
berechnen oder zumindestens so vereinfachen, dass sie geradeaus zu approximieren sind?

13.3.1 Integrale auf rechteckigen Gebieten

Theorem 13.11 (Satz von Fubini-Tonelli auf Rechtecken) Sei B = [ay, b1]x[az, bs] X
- X [an, by] CR™ und sei f: B — R stetig. Dann gilt

by b bn
/ f(x)dx:/ / fzy, 2, ... xp)de, . . . drodr;.
B al az an

Abbildung 13.4: Links Leonida Tonelli, und rechts Guido Fubini

Bemerkung 13.11.1 Ubrigens kann man die Integrationsreihenfolge beliebig wihlen und
statt x,, Tp_1, ..., T1 auch x5, x3, ..., x5 nehmen, wenn blofs alle genau einmal vorkom-
men.

Bemerkung 13.11.2 Dieser Satz, nach Fubini und Tonelli benannt, ist auch giiltig in
allgemeineren Fillen. Fir f stetig und unseres R-Integral ist der Beweis einfacher.

Beweis. Es reicht, wenn wir fir B = [[", [a;, b;] und [ = [ay 41, bpy1] mit a; < b; zeigen
konnen, dass gilt

bn+1
/ f(xvxn+1)d<xaxn+l) = / </ f(xaxn—i-l)dxn—l—l) dr =
BxI B it
brs1
= / (/ f(l',ilfn+1)dl'> dxn-i—l-
An+1 B
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Wenn wir die erste Gleichung betrachten, kommen die folgenden Fragen auf. Weil f stetig
ist, ist f integrierbar auf B x I. Heit das auch, dass z,+1 — f(z,2,41) R-integrierbar
ist auf 7, und dass = — fab"“ f(z, xp11)dx, 1 R-integrierbar ist auf B? Und wenn das so

ist, ergibt diese Wiederholtneﬂlntegration den gleichen Wert?

Antworten zu diesen Fragen geben die folgenden Uberlegungen.

1. Wenn f stetig ist, ist z,1 — f(z, x,.1) stetig und R-integrierbar.

2. Wenn f stetig ist auf einem kompakten Gebiet, dann ist f gleichméfig stetig und
das heifit, fiir alle € > 0 gibt es . > 0 derart, dass

lz —y| <o = |f(@,2011) — f(y, Tn11)| < e

Fiir [z — y| < 0c/(14vol()) gilt dann:

/ f(xaanrl)dan —/ f(yaxn+1)dxn+1
B B

<

€
< /B |f(2, Tng1) = [, Tng1)| gy < /BHV—OI(B)dx”“ < e.

Also ist z f;:ll f(z, xp11)dx, 4 stetig und dann auch R-integrierbar.
3. Wir definieren g : B — R durch g(z) = ff::ll f(z,xy11)dx,. 1. Es bleibt noch iibrig
zu zeigen, dass
inf {O¢ pxr; Obersummen fir f} = inf {Oy p; Obersummen fiir g} .

Mit einer Obersumme fiir (z,z,41) — f (x, Z,41) ldsst sich sofort eine Obersumme
Ows f@ansr) (Tngr) fir o — f(x, 2,41) bei jedem x,,,1 konstruieren. Zéhlt man diese
mit dem richtigen Gewicht versehen zusammen, dann bekommt man eine Obersum-
me fiir g. Das zeigt

inf {Os pxr; Of. f} >inf {Oy 5; O.f. g}.
Ebenso findet man

sup{Uypxr; Ut f} <inf{U, p; U.f. g}.
Weil sup {Uy pxr; UL, f} =inf {Oypxr; O.f. f} folgt das Resultat.

Der Beweis fiir die zweite Gleichung verlduft dhnlich. [

Beispiel 13.12 Gefragt ist / (2 — 2% — 23) du.
[0,1]

Der Satz von Fubini-Tonelli besagt

/ (2— 22— 22) de =
0,12
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13.3.2 Integrale auf allgemeineren Gebieten
Wie benutzt man den Satz von Fubini-Tonelli, wenn man kein rechteckiges Gebiet hat?
Lemma 13.13 Sei Q) C R”™ offen, beschrinkt und konvez. Setze

Qo = {0} und
Q, = {xERm;EIyER"’m mit (:c,y)eQ} firme{l,...,n—1}

Dann sind die Q,, konvex und es gibt stetige Funktionen ¢, ¢ = Q,, — R derart, dass

Q = {'T c Rn’ (b;fl(xlv vy Tp—2, $n71> < Ty < (,b:fl(a:lv vy Tp—2, xnfl)a

¢7:72(x17 s 7‘7;”—2) < Tpa < ¢:72(.T17 Ce ,.Z’n_Q),

9251_(%1)' < xy < ¢ (21),

¢y <1<y }.

Bemerkung 13.13.1 Selbstverstindlich gibt es noch n!—1 andere mdégliche Anordnungen
fiir zy bis z,. Jede Anordnung hat seine eigenen Q,, und ¢, |, ¢,

Beweis. Wir bemerken nur, dass man mit Induktion riickwérts folgendes zeigen kann.
Fiir Q,,41 C R™*! konvex, setzt man

Q= {r € R™;es gibt 25,41 € R mit (2, 241) € Qg1 |-
Dann ist ©,, konvex und es gibt Funktionen ¢, ¢, : Q,, C R™ — R mit
Qi1 = {(x,2pn41) ER™ x Ryz € Q, und ¢, (2) < Tppy1 < o1 () } -

Die Konvexitit von Q,,4; liefert die Stetigkeit von ¢, ¢ . Ubrigens fingt man die
vollstéandige Induktion an mit Q, = Q, also m + 1 = n, und endet bei Q5 = {0}.
[ ]

Korollar 13.14 (Fubizli—Tonelli fiir konvexe Gebiete) Sei Q) C R™ offen, beschrinkt
und konvex und sei f : Q — R stetig. Sei Q,, & und ¢, wie in Lemma|13.15. Dann gilt

RS

(;50 ¢>+ (z1) n 5(1,.00, Tp—2) ¢:_1(x1 ..... Tp—1)
/ / / / flz,. . 21, xp)de, dey_q .. .dxs dxy.
¢ 1 (331) n 2(331 Tn— 2 ,,_7‘,1(7:1 mnfl)

(13.1)

Bemerkung 13.14.1 Fir Q C B = [a,b1] X [ag,ba] X -+ X [a,,b,] kann man dieses
Ergebnis auch schreiben wie folgt:

/Qf(x)dx:/: /b/b (Lof) (21,29, @n)dan ... desdzy  (13.2)

o @ = { 7 el

mit
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Beweis. Die Idee des Beweises ist wiederum, das Gebiet mit Blocken zu approximieren
und auf diesen Blocken Fubini-Tonelli anzuwenden. Am Rande hat man moglicherweise
schlechte Abschétzungen, aber indem man feiner approximiert wie im Beweis von Satz
13.10, wird dieses Problemgebiet immer diinner und dessen Beitrag in Ober- und Unter-
summen konvergiert nach 0. Man findet so (13.2). Mit Hilfe von Lemma[13.13]folgt (13.1).

|

Beispiel 13.15 Gefragt ist / (2 — 2% — 23) dz mit
Q

Q={zecR*%z >0, x>0 und ||z <1}.
Man hat

0= {(:z;l,xg);0<:c2 <y\/1—220<z < 1}

und damait folgt
/(Q—xf—xg)dx:
Q
1 \/1-22
:/ / (2—xf—x§)dx2da:1: ; sull
o Jo
1 2
zzjé (205 — a2y — 23]V " day =
1
:/ (2«/1—xf—xf\/1—m%—%(1—x%)3/2)dq;1:
0
1
:/ <§\/1—m%—§xf\/l—x%>dm:
0

Jus

:/02 (3 cost — 2(sint)? cost) cost dt :/02 (3(cost)® — &(sin2t)*) dt = (2 —

[

)%:—m

Beispiel 13.16 Gefragt ist fQ e~ idxr mit Q = {z e R%E0 < my <y < 1}
Dieses Gebiet Q) wird dargestellt durch ein Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0)
und (1,1). Wenn wir das Integral aufspalten in ein Integral fir x; und anschlieflend eins

fiir x9, dann wird das
1 1
—£U2 —3?2
/e 1dx :/ / e idxdxs.
Q z2=0 Jzr1=x2

Diese Berechnung ist leider so micht weiterzufiihren, weil uns eine Stammfunktion zu
z1 — e 1 fehlt.

Wir konnen aber die Anordnung von x1, xo umkehren.

In umgekehrter Folge finden wir:

1 1
/e‘x%dm :/ / €_I%d£€2dl’1 = (13.3)
Q xr1=0 J x2=0

(bevor wir weiter machen, soll man bemerken, dass nicht nur die Folge sich dndert, son-
dern auch die Funktionen ¢ in den Integrationsintervallen!)

1 _ 1 _
o] %2=m1 9 i z1=1

33—/ [zae7e] d@—/ v ey = [~ #t] T =1L
x1=0 z2=0 z1=0 x1=0

D=
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X;
1 1
0.8 L 0.8

0.6 0.6
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0.2 0.2

xp X1
0.2 04 0.6 0.8 1 0.2 04 0.6 0.8 1

Abbildung 13.5: Darstellung zu den unterschiedlichen Folgen beim Berechnen vom Inte-
gral: links erst x; : x5 --+ 1 und anschliefend x5 : 0 --» 1; rechts erst x5 : 0 --+ z; und
dann z; : 0 --» 1.

13.3.3 Volumen in Scheiben

Wenn man die Definitionen vom Integral und vom Volumen genau anschaut, dann sieht
man, dass wenn {2 C R" ein Volumen hat, folgendes gilt:

Vol () = /ﬂ 1dz.

Diese Bemerkung fiithrt uns zum folgenden Satz:

Theorem 13.17 (Das Prinzip von Cavalieri) Sei 2 C R" darstellbar durch
Q= {(az*,t) ER"I'xRiz* € Q unda <t< b}.

Wenn fir jedes t € [a,b] das Volumen Volgn—1 () existiert und t — Volga—1 () stetig
ist, dann gilt

b
VOIRTL (Q) = / Voan_l (Qt) dt.

Bemerkung 13.17.1 Dieses Prinzip von Cavalier: ist fast 400 Jahre dlter als der Satz
von Fubini!

Beweis. Man verwende Fubini-Tonelli fiir f = 1. [ ]

Beispiel 13.18 Das Volumen der Einheitskugel K3 = {z € R?; ||z|| < 1}:

1
Volgs (K3) = / Volge ({(z,y) e R*;2° +y* <1—2°})dz =
-1

1
4
= /7T(1—22)dz:7r[2—%23}1_1:§7r.

1

Fiir das Volumen der Kugel K = {zx € R?; ||z|| < r} gilt

Volgs (K) = 3mr°.
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L
T
(LS

1

Abbildung 13.6: Cavalieri wiirde die Kugel in Scheiben schneiden und die Scheiben sum-
mieren um das Volumen zu berechnen.

Beispiel 13.19 Das Volumen der Einheitskugel Ky = {x € RY;|jz| < 1}:

VO]R4 (K4)

1
/ Volgs ({(x,y,z) eER%: 24+ +22 <1 — t2}) dt =

(sin 23)2) ds =

/

7 [ (feoss) = (coss)* sn ) s =
J
(1

Abbildung 13.7: Projektionen von K3 und K4 in der Ebene.

13.4 Alternative Koordinatensysteme

Wir wollen hier nicht nur alternative Koordinatensysteme betrachten, sondern auch gleich-
zeitig Flacheninhalte und Volumeninhalte definieren, die diese neuen Koordinaten verwen-
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den. Wir haben kartesische Blocke benutzt, jedoch sollten Flidcheninhalte, die definiert
werden durch Approximation mit anderen elementaren Gebieten, das gleiche Ergebnis
liefern. Dann muss da etwas bewiesen werden.

13.4.1 Polarkoordinaten

Definition 13.20 Sei P ein Punkt in der Ebene mit kartesischen Koordinaten (x1,xs) €
R?. Wenn r € Ry und ¢ € [0,27) derart sind, dass

r1=rcose und Ty =rsinp
dann nennt man (r, @) die Polarkoordinaten von P.
Bemerkung 13.20.1 Manchmal nimmt man auch ¢ € (—7,w| oder sogar R.

Diese Definition gibt eine Abbildung 7" : (r, ¢) + (21, x2). Der Umkehrsatz sagt, dass

T lokal eine Inverse hat, wenn
Oz Oz
det & % # 0.

ar (212

Man hat
o  Om cosp —rsinp
det 38[2 g?g; = det ( . ) =7
o % s @ rCcos

Dass man bei 7 = 0 ein Problem hat, ist nichts Neues, denn weil 7" (0, ¢) = (0, 0) fur alle
¢ € R, wuBten wir schon, dass es da ein Problem gab. Weil jedoch beim Riemann-Integral
von stetige Funktionen ein Punkt kein Punkt ist, ...

o+ Ap

T r -+ Ar

Abbildung 13.8: Polarkoordinaten und Flachenelement

Lemma 13.21 Das Gebiet in Polarkoordinaten (r, o) € Ry x [0,27), definiert durch
E={F¢);r<rt<r+Arund p < p <o+ Ay}, (13.4)
mit Ar > 0 und Ny > 0, hat den Flicheninhalt
Vol (E) = (r + 1 Ar) Arde. (13.5)
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Abbildung 13.9: Ein Gebiet von auflen und innen approximiert mit ‘polarischen Recht-
ecken’

Beweis. Wenn wir davon ausgehen, dass eine Kreisscheibe mit Radius r als Flacheninhalt
7r? und als Umfang 277 hat, dann gilt

Vol (E) = ?—: (7 (r+ L) = 7r?)

und das liefert unsere Behauptung. Der Flacheninhalt vom Ring zwischen beiden Kreisen
ist 7 (r + A)2 — mr? und ﬁ—;f ist der Teil vom ganzen Ring, der betrachtet wird. ]

In Polarkoordinaten bekommt man Ober- und Untersummen in der Form

E 1
fij (7’1' + 5&7“1) A?’}AQOJ
B;; ‘polarische’
Rechtecken

Verfeinerung, also Ar; — 0 und Ap; — 0, wird fiihren zu

/Qf@,y) A (z,y) = /Qf(TCOSso,TsinsO) rd(ng).

Hier vertreten Q und Q das gleiche Gebiet, némlich einmal beschrieben in kartesische und
einmal in Polarkoordinaten. Wir werden dies noch genauer betrachten.

13.4.2 Zylinderkoordinaten

Definition 13.22 Sei P ein Punkt im Raum mit kartesischen Koordinaten (x1,xs,x3) €
R%. Wennr € R, ¢ € [0,27) und z € R derart sind, dass

Ty =rcosp, xe=rsing und 3=z,
dann nennt man (r, @, z) die Zylinderkoordinaten von P.
Lemma 13.23 Das Gebiet in Zylinderkoordinaten (r,p,z) € Ry x [0,2m) xR beschrieben
durch
E={(r,p,2)r<t<r+Ar, p<p<eo+lp und z<z<z+Az}, (13.6)

hat den Volumeninhalt

Vol (E) = (r+ s Ar) ArApz. (13.7)

Beweis. Wenn man ((13.4) mit endlich vielen Blécken B; von innen und von auflen ap-
proximieren kann, dann kann man (13.6) mit B; x [r,r + Ar| approximieren. ]
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z+ Az

0+ Ap

T r+ Ar

Abbildung 13.10: Zylinderkoordinaten und Volumenelement

13.4.3 Kugelkoordinaten

Definition 13.24 Sei P ein Punkt im Raum mit kartesischen Koordinaten (x1,xa, x3) €
R3. Wenn r € Rf und ¢ € [0,27) und 0 € [0, 7] derart sind, dass

r1 =rcospsinf, xo=rsinpsingd und x3 = rcosb,

dann nennt man (r, ¢, 0) die Kugelkoordinaten von P.

0+ A0

0+ Ap

r+ Ar

Abbildung 13.11: Kugelkoordinaten und Volumenelement

Lemma 13.25 Das Gebiet in Kugelkoordinaten (r, ¢, 0) € Ry x [0,27) € [0, 7], beschrie-

ben durch
Ez{(f,@,@);r<f<r+&r, < p<p+Ap und 9<9<9—|—A9}, (13.8)

hat den Volumeninhalt

Vol (E) = (r* 4+ rAr + 3 (Ar)2) ArAp (cos — cos (0 + AD)) . (13.9)
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Beweis. Man kann dieses Lemma mit elementaren Mitteln beweisen. Der erste Schritt
ist, dass man die folgende Figur in Blocke, halbe Blocke und sechstel Blocke zerschneiden
kann.

Man kann so die Definition des Volumens elementarer Blocke verwenden und findet in
endlich vielen Schritten, dass fiir dieses Gebiet E mit ‘lachen Wénden’ gilt

- Ax | [(Ax 2
Vol (B) = [1+==+3 (=) | aesyse (13.10)

Die Variablen z, Az, Ay und Az sind die Léngen der mit rot dargestellten Geraden. Wenn
man Abbildung [13.11| vergleicht mit E, dann hofft man, wie folgt zu approximieren:
r=r, Ar=Ar, Ay=rApsinfd und Az =rAb. (13.11)

Diese Approximation passt aber nur, wenn Ap, A6 | 0. Dann hétte man

A Ar\?
<1+TT+§ (Tr> ) Ar rDpsing rAf =

= (rP+rAr+L(Ar)?) Ar Apsingd A6. (13.12)

Vol (E)

Q

Im zweiten Schritt teilen wir Ap, A beide in m und ¢ gleichgrofie Stiicke: Ayp = %Ag@
und Ap0 = EAf. Setzen wir g (r,Ar) = (r? +rAr+ 5 (AT)Z) Ar. Fiir jedes € > 0
konnen wir das elementare Gebiet in Abbildung [I3.11] mit ¢ x m Figuren derart von innen
und von auflen approximieren, dass

m—1 (-1

Vol(E) < g(r—e,Ar+e) Appsin (0 + kAL0) A0,
k=0 j=0
m—1 (-1

Vol(E) > g(r+e Ar—¢) Appsin (0 + kAL0) A0.
k=0 j=0

Man hat
m—1 £—1 m—1
DNppsin (0 + kDp0) Db = A Y sin (0 + kAp0) A
k=0 j=0 k=0

Wir lassen m — oo gehen und finden, wie wir eindimensionale Integrale definiert haben,
dass gilt

m—1

6+10
lim Z sin (0 + kAL0) A0 = / sins ds = cosf — cos (6 + AD) .
0

m—00

Fassen wir zusammen. Fiir jedes € > 0 gilt

Vol(E) < g(r—e,Ar+c¢)(cosf —cos (6 + A0)) AOAp,
Vol(E) > g(r+e, Ar—c¢)(cos — cos (0 + A0)) A Ap.
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Es bleibt nur noch zu bemerken, dass lin%g (r—e,Ar+¢) = g(r, Ar). |
e—
Weil
, (r +rAr+ 3 (Ar)%) ArLep (cosf — cos (0 + A0))
lim =r“sinf
(Ar, A, NO)—0 VAN ANGYA

gilt, werden Approximationen durch Ober- und Untersummen mit Kugelelementen zu der
folgenden Identitét fithren:

T 7 cos psin 6
/ f( y ) d(z,y,z) = / f( rsinjsin@ ) r?sind d(r,,0). (13.13)
Q z Q rcosf

Hier vertreten Q und € das gleiche Gebiet, einmal beschrieben in kartesische und einmal
in Kugelkoordinaten.
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Integrale in mehreren
Dimensionen 11

14.1 Volumenabschitzungen

Wir haben drei verschiedene Moglichkeiten gesehen, wie man mit alternativen Koordina-
tensystemen alternative Moglichkeiten fiir eine Integraldefinition bekommt. Mit viel Miihe
ist gezeigt worden, dass die Ergebnisse nicht abhéngig sind (jedenfalls fiir Integrale von
netten Funktionen auf netten Gebieten). Bevor wir einen allgemeinen Transformationssatz
beweisen konnen, sind einige Probleme zu bewéltigen.

Das erste Problem, dass sich meldet ist, dass die Transformation von einem konvexen
Gebiet nicht ldnger konvex sein muss. Das heifit, zunéchst ist nicht klar, ob man noch
von Volumen reden kann. Nur bei konvexen Gebieten haben wir gesehen, dass die Blocke,
die fiir den Rand verwendet werden, zusammen ein Volumen haben, dass man willkiirlich
klein machen kann indem man es verfeinert.

Eine der Komponenten des Beweises ist folgendes Lemma, dass man aus der linearen
Algebra kennen sollte.

Lemma 14.1 Seien ¢, py, ..., p, € R" und definiere
das Parallelepiped

P={01p, 4+ 0205+ 4+ 0,0,;0 <0; <1}.

Dann gilt

VOI(‘P) - |det (@17@27"'7%071” .

Beweis. Fiir zwei Dimensionen verweisen wir auf Lemma In hoheren Dimensionen
kann man sich auf dhnliche Art iiberzeugen, dass

P:{91@1+92902+93S03+"‘+9n80n50SeiS1}

und
P ={01p, 402 (py — cpy) + 0305 + - 4+ 0,0,;0 < 6; < 1}

das gleiche Volumen haben. In endlich vielen Schritten kann man so P zuriickfithren auf
einen Block B mit gleichem Volumen:

B = {910161 + 920262 + -4 Gncnen; 0 S 91 S 1} ,

161
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wo {e;}_, die Standardbasis auf R™ ist. Parallel dazu verwendet man die Eigenschaften
der Determinanten wie

det(gplv‘p%@&“'a@n) = det (901’902_6901’9037""9011)7
det(3017"'7902‘7"'790j7"‘7g0n) _det(@17'")@j?"'?@i?"'agpn)7

um zu finden, dass

Vol (P) = Vol(P) und |det (¢, 0y, ..., 0,)| = |det (01, 00 — o1, 05, -, 0,)] -
Nach endlich vielen Schritte findet man
Vol(P) = ... = Vol(B) = [[,|al
I
|det (01,09, 0,)] = .. = |det(cieq, ..., chen)l

und so das Ergebnis. ]

Korollar 14.2 Sei D C R" ein beschrinktes Gebiet, A € M™™ mit det (A) # 0 und
b e R™. Definiere T : R" — R" durch T(x) = Az + b.

Sei f : D — R stetig. Wenn einer der beiden folgenden Integrale existiert, dann
existieren beide und es gilt

/Df(:v)d:c = |det (A) f(Ty) dy. (14.1)

|
Tww(D)

Beweis. Benennen wir die Spalten von A durch ¢y, ..., ¢,:

A:(@l,...,@n)

und verwenden wir fiir das rechte Integral Parallelepipeden als Volumenelemente, dann
sind wegen Lemma beide Seiten von identisch. Das heif}t, zu jeder Obersumme
mit Blocken links finden wir eine Obersumme mit Parallelepipeden fiir die rechte Seite.
Ahnliches gilt fiir Untersummen. Es bleibt iibrig, Obersummen mit Parallelepipeden durch
Obersummen mit Rechtecken abzuschétzen. [

Lemma 14.3 (Sard’s Lemma) Sei B C R" ein Block und g : B — R™ stetig differen-
zierbar. Dann gilt

Vol, (9(B)) < [ |det (Vy())| d
B
Beweis. Wir nehmen an, dass Vol, (g(B)) > [, |det (Vg(z))|dz und setzen

__ Vola (g(B)) — [ |det (Vg(w))| de
Vol (B) '

Wir werden einen Widerspruch erzielen, indem wir wiederholt B in 2" kongruente Teilblécke
verteilen.

Erster Schritt Es gibt eine Folge von Blocken {By};-, mit B = By D B; D By D ...
und Vol (By) = 27" Vol (By) und

Vola (9(Bk)) — [, |det (Vg(x))| dx
Vol (Bk)

> . (14.2)
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Abbildung 14.1: Im Beweis von Sard’s Lemma wird Block B verteilt bis man auf ein
Teilblock der Unterschied zu einer linearen Transformation vernachléssigen kann.

Angenommen ((14.2) gilt fiir £ (fir £ = 0 haben wir es angenommen). In der Menge
der 2" Teilblocke von By, gibt es mindestens einen By derart, dass

Vola (9(Br)) = [5, Idet (Vg(x))| dz
Vol (Br)

> e, (14.3)

denn wenn nicht, dann wiirde aus

Vol, (9(By)) < Z Vol, (g(Teilblock;))

27 Teilblocke

/|det Vg(@)|de =Y / |det (Vg(z))| da

2n Teilblocke ¥ Teilblock;

folgen, dass #(/14.2)) < e gelten wiirde, ein Widerspruch.

und
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Zweiter Schritt Es gibt ein 2* € ﬂ;ozl By, und k1. € N derart, dass fiir k& > k; . gilt

|det (Vg(z))| dz < |det (Vg(a*))| dx 4 5eVol (By,) . (14.4)

By, By

Wegen der Vollstéandigkeit von R™ gibt es z* € (2, Bj,. Weil g stetig differenzierbar
ist, gibt es k; . derart, dass

det (Vg(x)) — det (Vg(a"))] < 4e.

und (14.4) folgt.

Dritter Schritt Es gibt £y, € N derart, dass
Vol (9(Br)) 1
——————~ — |det N < ze.

Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar. Es folgt fiir € By, dass
g(x) =g (@) +Vy(x®) (z — 2%) + R (2,27)
mit

|7 (" o)l

lim = 0. (14.5)

e o=

Das heiBt, fiir jedes § > 0 gibt es ks derart, dass ||R (z*,z)| < 2754 fiir alle 2 € By. Sei
By = [af,bF] x -+ x [ak,bF]. Weil auch gilt

g(a*) = g (a") + Vyg(a7) (a* — 2*) + R (a*,27)
findet man fiir = € By, dass

g(z) = g(a*) + Vg(z*) (x — a*) + R (z,2*) — R (a*,2%).
Wir setzen B B
S =2"Vg(z*) (B — a*) = Vg(z*) (By — a°)
und es folgt fiir F' (By) mit F(z) = 2% (g (z) — g(a")) gilt, dass
F (By) C S+ Bes(0) fiir k > ks

mit ¢ = 2diam(By). Wir kénnen § so klein wihlen, dass

Vol (S + Bs(0)) < Vol () + YePel,
und wir finden, dass

Voo (f(By) _ Vola (F(By)) _ Vol(S)

Vol (By) ~ Vol(By) ~ Vol(B,) *
Wegen Korollar [14.2] gilt

vol (S) = |det (Vg(z*))|dz = Vol (By) |det (Vg(x¥))|.

Bo

Fiir den letzten Schritt soll man bemerken, dass die Kombination von den Teilergeb-
nissen einen Widerspruch geben fiir & > max (ky ., ko). |



14.2 Transformationssatz 165

Korollar 14.4 Sei B ein Block in R*, K C R™ kompakt und G : B — K stetig differen-
zierbar mit stetig differenzierbarer Inverse. Dann gilt

Vol, (K) < mea5<|det(VG(x))|Vol(B),
Vol;, (K) > min|det (VG(x))| Vol (B).

z€EB

Beweis. Aus Sard’s Lemma folgt
Vol, (K) < / |det (VG (x))| dz < max |det (VG(z))| Vol (B) .
B reB

Weil G ein Diffeomorphismus ist, existiert ¥ = G~! und VF(z) = (VG o F(z))”". Fiir
jeden Block B* C K gilt ebenso

Vol, (F(B"))

IN

ﬁ%}f |det (VF(z))| Vol(B*) =
= max (|det (VG o F(x))|"") Vol (B") =

reB*

—1
= (mi_n |det (VG o F(:E))|) Vol (B*). (14.6)
reB*
Wir haben verwendet, dass fiir invertierbare Matrizes gilt
det(A™) = det(A4) .

Aus ((14.6) folgt
Vol (B*) > m1}1<1 |det (VG(x))| Vol, (F(B™))
TE

und approximiert man K von innen mit disjunkten Blocken, folgt

Vol;, (K) > :IEIéIII(l |det (VG(x))| Vol (B)) .

14.2 Transformationssatz

Theorem 14.5 (Transformationssatz) Seien D,Q) C R" beschrinkte Gebiete, die bei-
de ein Volumen haben. Sei G : S — D stetig differenzierbar und mit stetig differenzierbarer
Inverse und sei f : D — R stetig. Dann gilt

[ t@a = [ (1260 Jaet (VGw)| dv

Bemerkung 14.5.1 Den Extrafaktor ‘det (VG’(y))‘ nennt man Jacobi- Determinante.
Die Matriz VG(y) heifit Jacobi-Matriz.

Bemerkung 14.5.2 Dieser Satz ist giiltig unter schwicheren Bedingungen. Wir verlan-
gen zum Beispiel, dass G ein Diffeomorphismus ist. Fir eine Transformation mit Polar
oder Kugelkoordinaten ist das bei O zuviel verlangt. Man kann zeigen, dass einzelne sin-
guldre Stellen am Rande des Gebietes keine Probleme verursachen.
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Bemerkung 14.5.3 Sei g : I = [a,b] — J ein Diffeomorphismus. In einer Dimension
haben wir die Substitutionsregel:

g(b) b
/ f(z)dx = / (fog) () ¢'(y) dy.
g(a) a

/J f(x)dz = / (fog) (W) |9 dy.

Wieso gibt dieser zusdtzliche Betrag keinen Widerspruch?

Aus Satz[I].9 folgt, dass

Beweis. Sei F = G und setze
Il —ma[:;<|f( x), Mg = Vol (2) + 1, Mp =Vol(D)+1
Mg = max |det (VG(y))| und Mp = max|det (VF(y))].
e xeD

Wir nehmen an, dass f > 0. Sei ¢ > 0 und sei {Bi}le eine innere und {B;}", eine
derartige duflere Familie von Blocken zu €2, dass

¢
1
Vol <Ui:1 B; ) AL (Uz 1 Bi) < 4||fHooMc;€'

Wir konnen diese Blocke in gemeinsame kleinere Teilblocke {4} derartig zerlegen, dass
die ersten ¢, die innere Familie bildet und so, dass

max |det (VG(y ))]—mir}\det(VG(y))] < FmererE

?
as VoI 7T+

. 1
gy V1= iy, V)l < et

fiir jeden Teilblock A. Es folgt mit Korollar [14.4], dass
)dx < max / dr =
/ US Z (F(A )nD ) F(A;)
= ( max _ f) Vol (F (A;)) <
< ( max _ f) Hhax\det (VG)| Vol (4;) <
F i
la
< ( min f> Ir}‘in |det (VG)| Vol (4;) + ¢ <
F i
i=1

g/g(foG ‘det(VG )‘dws

Auf dhnliche Art konnen wir zeigen, dass

[ sayiaz [ (1o6) ) Jdet (V60w) |y <

Weil € > 0 beliebig ist, folgt das Ergebnis. [ ]
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Beispiel 14.6 Welches Volumen hat
D:{(x,y)ERQ;lgxy§4undx§2y§4x}.

Die Transformation, die D tberfihrt in etwas nettes, ist

F:D—[1,4] x [$,2] mit F(z,y) = <xy,%>.

2

Setzen wir u = xy und v = y/x, dann [6st man durch vv = y* und u/v = x*. Weil
x,y > 0 folgt fiir G = F™, dass

G (u,0) = (Vufv,v/uw)

Dann findet man
det VG (u,v) = det (

und

4 g2
Vol (D) :/ 1d(z,y) :/ 07t d (u,v) :/ / v~ dvdu = In8.
D F(D) u=1Jo=1

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ubrigens hdtten man sich einige Arbeit sparen kénnen, wenn man bemerkt, dass

-1

det VG (u,v) = (det VF (x,y))(_xl’y):G(uvv) = (det( yy f ) > =
z /7 (2,y)=G(uv)

2

—1
2 B 1
T/ (2)=Gluw) v

Beispiel 14.7 Wie schon gesagt, so wie er formuliert ist, kann man Satz formell
nicht verwenden fir Polarkoordinaten, es sei denn man bleibt weg von (—oo,0] x {0}.
Definiere G : (0,00) x (—m,m) durch

G(r,p) = (rcosp,rsing).
Dann gilt

B cos sin ¢ _
det (VG(T’, 80)) = det ( —rsing 7rcosy ) -
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Das heifst fiir D C R?\ (—o0,0] x {0}, dass
[ @) = [ feeosprsing rdine).
D G-1(D)

Diesen Faktor hatten wir schon gefunden in .
Beispiel 14.8 Fiir Kugelkoordinaten
x1 =rcospsinf, xo=rsinpsingd und x3 = rcosb,
betrachte man die Abbildung

7 cos @ sin ¢
G (r,p,0) = | rsingsiné
r cos 6

und findet

cospsing —rsinpsind rcospcost
det (VG (r,¢,0)) = det | singsinf rcospsinf rsinpcosf | =

cosf 0 —rsinf
cospsing —sing cospcost
=7?sinf det | singsind cosyp singcosf | = —r’siné.
cos 6 0 —sinf

Der Faktor |det (VG (r,¢,0))| = r?sinf haben wir auch schon in gesehen. Man
bemerke tbrigens, dass fir Kugelkoordinaten 6 € [0, x| liegt und sinf > 0 fir diese 6 gilt.

Beispiel 14.9 Das Volumen einer Kugel mit Radius R in R3 wird wie folgt berechnet:

R s 2w
/ ldx = / / / r?sin @ dodfdr =
z€BR(0) r=0 J6=0 J =0
R T 27
= (/ 7’2dr> </ sin 6 d@) (/ 1 dgo) =
r=0 60=0 =0

— [%r?’}io [— co.’s@]7r [gprw = §WR3.

0=0 ©=0

Korollar 14.10 Sei ) das Gebiet in kartesische Koordinaten und sei ) das gleiche Gebiet
wmn den alternativen Koordinaten.

e [ir Polarkoordinaten (x,y) = (r cosp,rsiny) hat man
/Qf(x,y) d(xz,y) = /Qf(rcosgo,rsingp) rd(r, ).
o Fir Zylinderkoordinaten (x,y, z) = (rcos @, rsin g, z) hat man
/Qf(x,y,z) d(z,y,2) = /Qf(rcosgp,rsingo,z) rd(r,e, z).
o [Fir Kugelkoordinaten (x,y,z) = (rcos@sinf, rsin psin @, r cos ) hat man

/f(x,y,z)d(x,y,z)—/f(rcosgpsin@,rsingpsinﬁ,rcos&) r?sind d(r,¢,0).
Q 9!
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