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Die Lösungen für dieses Übungsblatt müssen bis zum 15. Oktober um 12 Uhr im Übungs-
briefkasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Aufgabe 1 (5 Punkte): Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) ∀A∀B : P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B)

(b) ∀A∀B : P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

Aufgabe 2: Welche Elemente hat die Menge P(P(P(∅)) ∪ {1})?

Aufgabe 3 (5 Punkte): Sei f : R→ C gegeben durch f(x) = eix und

T := {f−1(A);A ⊂ C offen }.

Hinweis: Da A eine Menge ist, ist mit f−1(A) das Urbild der Menge A unter der Funktion
f gemeint, d.h. f−1(A) := {x ∈ R ; f(x) ∈ A}.
(a) Zeigen Sie, dass (R, T ) ein topologischer Raum ist.

(b) Zeigen Sie, dass (R, T ) nicht die Hausdorff-Eigenschaft hat.

Aufgabe 4: Wir betrachten für X = {1, 2, 3, 4} die folgenden Mengensysteme:

• M1 = {∅, {1}, {3}, {2, 4}}
• M2 = {∅, {1}, {2}, {4}, {1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}}
• M3 = {∅, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}}

(a) Welche der Mengensysteme sind Topologien?

(b) Welche der Mengensysteme sind Basis einer Topologie? Geben Sie auch die dazuge-
hörigen Topologien an.

(c) Welche der Topologien (auch die von einer Basis erzeugten) haben die Hausdorff-
Eigenschaft?

Aufgabe 5 (5 Punkte): Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass die folgenden Men-
gen in der Borel-σ-Algebra der Standardtopologie auf R sind.

(a) (0, 1) (b) [0, 1) (c) {0} (d) Q



Aufgabe 6 (5 Punkte): Seien A1 und A2 zwei σ-Algebren über X, so dass A1 ∪ A2

ebenfalls eine σ-Algebra ist. Zeigen Sie, dass A1 ⊂ A2, oder A2 ⊂ A1 gilt.

Aufgabe 7: Sei f : A→ B eine Funktion und B eine σ-Algebra auf B. Zeigen Sie, dass

A := {f−1(X);X ∈ B}

eine σ-Algebra auf A ist.

Aufgabe 8: Man definiert für f ∈ {0, 1}Z die Menge

Af :=
⋃

k∈Z mit f(k)=1

(k, k + 1].

Zeigen Sie, dass A =
{
Af ; f ∈ {0, 1}Z

}
eine σ-Algebra über R ist.

Aufgabe 9: Wir betrachten d1(x, y) =
∣∣∣ x√

1+x2 − y√
1+y2

∣∣∣ und d2(x, y) = |x−y|
1+|x−y| .

(a) Beweisen Sie, dass d1 und d2 Metriken auf R sind.

(b) Zeigen Sie, dass d1 und d2 jeweils die Standardtopologie erzeugen.

(c) Untersuchen Sie, ob (R, d1) und (R, d2) vollständig sind. Dabei heißt ein metrischer
Raum (R, d) vollständig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Hinweis: Bei der Definition der Begriffe Cauchyfolge und Konvergenz in einem me-
trischen Raum wird die Metrik d(., .) genauso verwendet wie die Norm im normierten
Raum.

Aufgabe 10: Wir betrachten R und R2 versehen mit der Standardtopologie. Zeigen Sie,
dass die Topologie auf R2 mit der Produkttopologie auf R× R übereinstimmt.
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