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Die Losungen fiir dieses Ubungsblatt miissen bis zum 22. Oktober um 16 Uhr im Ubungsbrief-
kasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Aufgabe 1 (5 Punkte): Seien f,g: C — C, f(z) = 2% g(z) =|2| — 1 und
A={z€C; Re(z) > 0}.
Geben Sie f~'(A) und g~'(A) an.

Aufgabe 2: Sei f: R — R, f(z) =2z — [z].
(a) Seien

Alz(— 5 ),AQZ(O,E),Agz(O,Q), A4:[O,3]

]

=
=

und
Bl = (072)’B2 = (172)7B3: [0,3],34: [_%7

N

Geben Sie f(A;) und f~1(B;) fiiri =1,2,3,4 an.

(b) Zeigen Sie, dass f A-A-messbar ist. A ist hier die Borel-o-Algebra der offenen Mengen der
Standardtopologie auf R.

Aufgabe 3: Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion.
(a) Sei J eine Menge und Y; C Y fiir alle j € J. Beweisen Sie, dass

Urio =71 (U Yj) - e = (ﬂ Yj> -
jeJ jeJ jed jed

(b) Sei I eine Menge und X; C X fiir ¢ € I. Zeigen oder widerlegen Sie, dass
Urx =7 (U Xi) C (Vfrx) =1 (m Xi> .
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Aufgabe 4 (5 Punkte): Wir betrachten N mit der Topologie
T = {0, {ungerade Zahlen in N}, {gerade Zahlen in N} N}.

Wir betrachten die Funktionen f(n) = n? und g(n) = 2n + 1.

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass f und g A7-Ar-messbar sind.

Aufgabe 5: Geben Sie zwei messbare Raume (X, .A) und (Y, B) und eine Funktion f: X — Y
an, so dass f nicht A-B-messbar ist.



Aufgabe 6: Geben Sie eine A-A-messbare Funktion f : R — R an, so dass f in jedem Punkt
a € R unstetig ist. A ist hier die Borel-o-Algebra der offenen Mengen der Standardtopologie auf
R.

Aufgabe 7 (5 Punkte): Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktion x : A — [0, o0
heikt o-subadditiv, wenn fiir jede Folge {A, },en C A gilt, dass

’ (U An> < (A
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Ahnlich nennt man p subadditiv, wenn fiir endlich viele A4y,..., A, € A gilt, dass

7 (U An> <> (A

Beweisen oder widerlegen Sie die einzelnen Behauptungen fiir eine Mengenfunktion pu : A —
[0, 0o] mit u(B) = 0:

W ist o-additiv. == ist o-subadditiv

Y \
pist additiv. = p ist subadditiv

Aufgabe 8 (5 Punkte): Sei (X, A, u) ein Makraum und B € A. Zeigen Sie, dass up definiert
durch

pn(A) = (AN B)
ein Mak ist fiir (X,.A).

Aufgabe 9: Sei B C P(Y) und Ag sei die kleinste o-Algebra die B enthilt. Seien (X, .A), (Y, Ap)

messbare Raume.

Beweisen Sie, dass f : X — Y genau dann eine A-Ag-messbare Abbildung ist, falls gilt
fYB)e A firalle B € B.
Hinweis: Betrachten Sie {B € Ag; f~'(B) € A}.

Aufgabe 10: Wir betrachten
B={{z} € P(R);z € R}

(a) Aus welchen Mengen besteht Ag?
(b) Welche Funktionen f : R — R sind messbar?
(c) Erfillt Ap die Eigenschaften einer Topologie?

Aufgabe 11: Seien (X,S) und (Y, T) messbare Réume, f : X — Y sei S-T-messbar und p ein
Maf auf §. Dann heift
a(T) = pu(fY(T)), fir T €T,

das Bildmak von p unter f. Zeigen Sie dass i =: f(u) ein Maf ist.
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