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Die Lösungen für dieses Übungsblatt müssen bis zum 29. Oktober um 16 Uhr im Übungsbrief-
kasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Gemeinsam Lösungen zu diskutieren kann sehr nützlich sein, am Ende soll je-
doch jeder einzeln und selbstständig die Lösungen formulieren. Bei identisch
ausgearbeiteten Hausaufgaben bezweifeln wir die Selbstständigkeit und werden
die Gesamtpunktzahl auf die betreffenden Personen verteilen.

Aufgabe 1 (5 Punkte): Zusätzliche Rechenregeln:

Für alle x ∈ [0,∞] gilt x+∞ =∞+ x =∞.
Für alle x ∈ (0,∞] gilt x · ∞ =∞ · x =∞.

Stimmen die folgenden Aussagen für alle a, b, c ∈ [0,∞]?

1. (a+ b) + c = a+ (b+ c)

2. a+ b = c+ b =⇒ a = c

3. ab = cb und b 6= 0 =⇒ a = c

4. Seien an, bn ∈ R+. Wenn lim
n→∞

an = a und lim
n→∞

bn = b, dann gilt lim
n→∞

(an + bn) = a+ b.

5. Seien an, bn ∈ R+. Wenn lim
n→∞

an = a und lim
n→∞

bn = b, dann gilt lim
n→∞

anbn = ab.

PS: Wir sagen lim
n→∞

an =∞, wenn es für jedes M ∈ N ein nM ∈ N gibt mit n ≥ nM =⇒ an >

M .

Aufgabe 2: Wir definieren für A ∈ P(R):

ν(A) =


0 falls A = ∅
min {m− n; m,n ∈ Z und A ⊂ [n,m]} falls A beschränkt
∞ falls A unbeschränkt

1. Ist ν ein äußeres Maß auf R?
2. Ist ν ein Maß auf R?

Aufgabe 3: Sei µ∗ ein äußeres Maß auf X. Man definiere für A ∈ P(X)

µ∗(A) := inf {µ∗(B)− µ∗ (B ∩ Ac) ;B ∈ P(X) mit A ⊂ B und µ∗ (B ∩ Ac) <∞} .

1. Zeigen Sie, dass µ∗(A) ≤ µ∗(A) gilt.

2. Zeigen Sie, dass µ∗(A) = µ∗(A) gilt für A ∈ A(µ∗).



Aufgabe 4 (15 Punkte): Wir betrachten den messbaren Raum (N,P (N)).

1. Definiere µ1 : P (N)→ [0,∞] durch

µ1 (A) =
∑
n∈A

(
1

2

)n
Ist µ1 ein Maß für (N,P (N))?

2. Definiere µ2 : P (N)→ [0,∞] durch

µ2 (A) =

{
0, falls A ⊂ N endlich viele Elemente hat,
∞, falls A ⊂ N unendlich viele Elemente hat.

Ist µ2 ein Maß für (N,P (N))?
3. Es sei die Funktion µ∗ : P (N)→ [0,∞] definiert durch

µ∗ (A) =

{
2
π
arctan (n) , falls A genau n Elemente hat,

1, falls A ⊂ N unendlich viele Elemente hat.

a) Zeigen Sie, dass µ∗ ein äußeres Maß ist für (N,P (N)).
b) Welche Mengen sind µ∗-messbar?

Aufgabe 5: Sei h∗s das äußere Hausdorff-Mass mit s ∈ [0, n] auf Rn. Zeigen Sie:

1. Wenn 0 ≤ s < t ≤ n und A ⊂ Rn beschränkt ist derart, dass h∗s(A) < ∞ ist, dann gilt
h∗t (A) = 0.

2. Wenn 0 ≤ s < t ≤ n und A ⊂ Rn beschränkt ist derart, dass h∗t (A) > 0 ist, dann gilt
h∗s(A) =∞.

3. Für jedes beschränkte A ⊂ Rn gibt es genau ein sA ∈ [0, n] derart, dass

h∗s(A) = 0 für s > sA und h∗s(A) =∞ für s < sA.

Man nennt sA die Hausdorff-Dimension von A.

4. Berechnen Sie die Hausdorff-Dimension der Kochschen Schneeflocke (Koch’s snowflake).
Damit wird der Rand (!) der folgenden Figur bezeichnet:

Die Definition der Kochschen Schneeflocke findet man im letzten Kapitel der Notizen zur
Vorlesung Analysis 1.



Aufgabe 6: Sei h∗1 das äußere Hausdorff-Mass. Zeigen Sie:

1. Für einen Polygonzug p (x1, x2, . . . , xn) =
n−1⋃
i=1

[xi, xi+1] mit xi ∈ R2, bei dem kein Stre-

ckenstück zweimal durchlaufen wird, gilt

n−1∑
i=1

‖xi+1 − xi‖ = 2h∗1 (p (x1, x2, . . . , xn)) .

2. Für stetig differenzierbare γ : [0, 1]→ R2 gilt

Bogenlänge (γ) = 2h∗1 (γ [0, 1]) .
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Du bist engagiert, hilfsbereit und dir macht es Spaß, Wissen und Erfahrungen an andere 
weiterzuvermitteln? Dann bist du beim „Studentischen Forum für Integration und Bildung (FIB) e.V.“ 
genau richtig!  
Das FIB unterstützt Kölner SchülerInnen durch Nachhilfetutorien, die von Studierenden durchgeführt 
werden. Die Tutorien finden im Anschluss an den regulären Schulunterricht in den Räumlichkeiten 
unserer Partnerschulen statt.  
Wir suchen zuverlässige Studierende, die einmal pro Woche ein 90-minütiges Nachhilfetutorium an 
einer unserer Partnerschulen geben möchten. Die Tutorien werden in den Fächer Mathematik, 
Deutsch oder Englisch gegeben.  
Lehramtsstudierende können sich unter bestimmten Voraussetzungen ein Engagement als 
Berufsfeldpraktikum anrechnen lassen. 

Übernimm eine vielfältige Aufgabe und werde TutorIn! Infos unter: www.fib-koeln.de 


