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Analysis 3
Ubungsblatt 5

Die Losungen fiir dieses Ubungsblatt miissen bis zum 12. November um 16 Uhr im Ubungs-
briefkasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Aufgabe 1 (10 Punkte): Wir betrachten

/01 % sin (i) dz. (1)

! 1
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ : (0,1) — R definiert durch g (s) = / —sin (—) dzx ihre
s X x
1

Maxima annimmt in {ag41; k¥ € N} und ihre Minima in {ag; k¥ € N*} mit a, = -

Hinweis: fiir b and ¢ hilft die Transformation ff % sin (1) dr = fll/ba i sin (y) dy und die Identitdit

x

k(f”)” 1—1/ sin (y) dy = ;’:H)ﬂ (1—1/ - yﬁr) sin (y) dy. Benutzung auf eigene Gefahr (= kontrollieren
Sie).

(b) Zeigen Sie, dass {g (agk+1)}1en fallend ist und dass {g (agk)},en+ Wachsend ist.

(c) Zeigen Sie limy_ o |g (agx11) — g (agx)| = 0.

(d) Zeigen Sie (1) ist uneigentlich Riemann-integrierbar aber nicht Lebesgue-integrierbar.

Aufgabe 2: Konstruieren Sie einfache Funktionen f,, g, : [0,1] — R, so dass fiir alle z € R
und alle n € N gilt, dass f,(z) < \/L:E < gn(z) und auferdem

lim fu(z)d)\ = lim gn(T)dA.

Hinweis: Es gilt (0,1) = U (1 — )2+ (1 — &)%) fir alle € € (0,1).
keN

Aufgabe 3 (6 Punkte): Wir betrachten die Cantormenge C, die fette Cantormenge Cy und
die charakteristischen Funktionen 1¢ : [0,1] = R und 1¢, : [0,1] — R.

(a) Zeigen Sie, dass 1¢ und 1¢, Lebesgue-integrierbar iiber [0, 1] sind.
(b) Zeigen Sie, dass 1¢ Riemann-integrierbar iiber [0, 1] ist.

(c) Zeigen Sie, dass 1¢, nicht Riemann-integrierbar iiber [0, 1] ist.

Aufgabe 4: Sei (X, A, 1) ein Mafraum und f: X — R eine A-Ar-messbare Funktion.
Zeigen Sie: Ist f(z) # 0 fiir alle 2 € X, so ist auch % eine A-Ar-messbare Funktion.



Aufgabe 5 (4 Punkte):
(a) Zeigen Sie, dass jede monoton wachsende Funktion f: R — R auch Az-Ar-messbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass jede unterhalbstetige Funktion f: R — R auch Ar-Ar-messbar ist.
Hinweis: f heifit unterhalbstetig, falls ¥ e : h{,lli?ff(y) > f(z).

Hinweis: Wie im Beweis von Satz 5.13 geniigt es in beiden Fdllen, die Urbilder von (a,o0) fiir
beliebige a € R zu betrachten.

Aufgabe 6: Sei A=1[0,1]NQ und f: [0,1] — R definiert durch f(z) = 14(x).

Dann existiert nach dem Satz von Lusin zu jedem e > 0 eine kompakte Menge K C A, so dass
fix stetig ist und M(A\ K) < e.

Sei Q = U,,enidn}- Zeigen Sie, dass

nEN

fiir ausreichend grofses k diese Bedingungen erfiillt.

Aufgabe 7: Sei M C R beschrénkt. Fiir alle n € N* sei Ay die Borel-o-Algebra auf R” und £
die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen auf R™.

p1 : R? — R ist die Projektion pi(z,y) = x und die Funktion v : R — R? ist definiert durch
u(z) = (z,0).

f(R) C (0,1) sei eine nicht Lebesgue-messbare Menge (siehe Beispiel 4.9 und Aufgabe 6 auf
Blatt 4). Wir definieren B := f(R) x {0}.

(a) Begriinden Sie die Implikationen:

Ar-L-messbar —  L-L-messbar

I I

Ar-Ar-messbar — L-Ar-messbar

(b) Zeigen Sie, dass M x {0} Lebesgue-messbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass M x {0} genau dann Borel-messbar ist, wenn M Borel-messbar ist.
Hinweis: Betrachten Sie dazu die Urbilder unter p; bzw. u.

(d) Zeigen Sie, dass u nicht £-L-messbar ist, aber A;-Ar-messbar ist.

(e) Zeigen Sie, dass 1p : R? — R L-L-messbar ist, aber nicht A7-A7-messbar ist.

(f) Zeigen sie, dass 1 ou : R — R nicht £-A7-messbar ist, obwohl beide Funktionen £-A7-
messbar sind.

(g) Im Diagramm aus (a) gibt es 12 mogliche Pfeile = oder =~ . Erginzen Sie alle
fehlenden Pfeile.
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