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Analysis 3
Ubungsblatt 6

Die Losungen fiir dieses Ubungsblatt miissen bis zum 19. November um 16 Uhr im Ubungsbrief-
kasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Aufgabe 1: Wir betrachten f; : (0,1) — R fiir alle &£ € N. f; konvergiere gleichméfig auf (0, 1)
gegen f:(0,1) — R. Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

(a) Wenn alle f; stetig sind, dann ist auch f stetig auf (0, 1).

(b) Wenn alle fi in keinem Punkt = € [0, 1] stetig sind, dann kann auch f nicht stetig auf (0, 1)
sein.

Aufgabe 2 (6 Punkte):

(a) Finden Sie eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen fj, : [0, 1] — [0, 1] die punktweise
in [0, 1] gegen f : [0,1] — [0, 1] konvergieren, so dass f nicht Riemann-integrierbar auf (0, 1)
ist.

Hinweis: Sei q,, eine Abzihlung von QM [0,1]. Betrachten Sie f, = Lig,,. q.1-

(b) Fiir alle k € N sei fi : [0,1] — [0, 1] £-Ar-messbar und f; konvergiere punktweise in (0, 1)
gegen f:[0,1] — [0,1]. Ist f Lebesgue-integrierbar auf [0, 1]?

(c) Zeigen Sie, dass wenn f differenzierbar auf (0,1) ist und f’ beschrankt ist, die Ableitung
f' Lebesgue-integrierbar auf (0, 1) ist.

Hinweis: Betrachten Sie f,(z) =n (f (x+ %) = f(z = %)) firn e N, n > 1.

Aufgabe 3: Es seien fi,g9r : X C R — R L-Ay-messbare Funktionen, so dass f, — f im Maf
und g, — ¢ im Mals konvergieren.

(a) Sei h: X — R L-Ap-messbar. Zeigen Sie, dass lim A ({z € X ; h(x) > n}) =0.

n—oo
(b) Zeigen Sie, dass fi - gr gegen f - g im Mak konvergiert, wenn A(X) < oo.
fir x <n

(c) Sei X = [0,00). Zeigen Sie, dass fy(z) = v . im Mafs gegen f(x) = x
2+1 firz>n

konvergiert, aber fj - fi nicht.

Aufgabe 4 (8 Punkte): Wir betrachten punktweise Konvergenz, punktweise Konvergenz fast
iiberall, gleichmifige Konvergenz, Konvergenz im Maf und £!-Konvergenz.

Untersuchen Sie fiir jede Funktionenfolge {f;,}nen, @ € {1,2,3,4}, welcher der Konvergenzbe-
griffe zutrifft und geben Sie eine Grenzfunktion an.

(@) fin:100,20] = R, fi,(x)= {/sin(x)? (€) fan :R—=R, f3,(x)= %1[0,1] (x)
(b) f2,n : [O’ 1] — R7 f2,n(I) = n1[07%](x) (d) f4,n R — R, f4,n($) - 1[n,n+1}(£)



Aufgabe 5 (6 Punkte): f:R — R sei eine £L-Ar-messbare Funktion.

(a) Sei A, = {z € R; f(x) < n}. Zeigen Sie, dass aus [, |f|d\ < oo folgt, dass f,(x) =
f(z)14,(z) im Mak gegen f konvergiert.

(b) Gilt die Aussage auch, wenn [p |f|d\ = oo?

Aufgabe 6: Wir definieren die Funktionen f,, g, : [0,1] — R fiir n € Nt durch
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Abbildung 1: Links g1, go und gs; rechts fs, f4 und f§.

(a) Zeigen Sie, dass jede Funktion g, stetig ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge {g, ()}

)
) + wachsend ist fiir alle x € R.
(c) Zeigen Sie, dass lim gn () = oo fiir alle x € (0, 1) mit endlicher Entwicklung zur Basis 2.
)
)

neN

(d) Zeigen Sie, dass fo fo(z)dr < (2" —1)47" und fo gn(z)dz < 2 fiir alle n € N.
(e) Folgern Sie, dass
)\{x € [O,l];r}grgogn(x) = oo} =0.

(f) Zeigen Sie, dass ||gn, — Gn,ll, = 1 fiir Ny # no.
(g) Zeigen Sie, dass ||gn, — gn,ll ;1 < gmmormgy fir na,ng € NT.

(h) Weil (L' (0,1),|:]|;:) ein vollstindiger metrischer Raum ist, existiert eine Limesfunkti-
on(sklasse vertreten durch) g, € £'(0,1). Zeigen Sie, dass g, nirgendwo stetig ist.
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