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Die Lösungen für dieses Übungsblatt müssen bis zum 10. Dezember um 16 Uhr im Übungsbrief-
kasten im Studierendenarbeitsraum abgegeben werden.

Aufgabe 1: Sei f : [0, 1]2 → R, f(x, y) =


1
x2

für 0 < y < x

− 1
y2

für 0 < x < y

0 für x = y, xy = 0

(a) Berechnen Sie
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy,

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx und

∫
[0,1]2

f dλ

(b) Berechnen Sie lim
ε→0

∫
Bε(0)∩[0,1]2

f dλ und lim
ε→0

∫
Bε(0)∩[0,1]2

|f | dλ

Aufgabe 2 (4 Punkte): Sei C = {z ∈ C ; |z| < arg(z)},
wobei arg(z) ∈ [0, 2π). Berechnen Sie den Flächeninhalt von C.
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Aufgabe 3: Berechnen Sie die folgenden Integrale

(a)
∫
B1(0)

√
1− x2 − y2 d(x, y). (b)

∫
B3π(0)\B2π(0)

cos (‖x‖) d(x1, x2).

Aufgabe 4 (6 Punkte): Berechnen Sie

(a)
∫
R3

e−‖x‖ dx (b)
∫
R3

e−‖x‖
2

dx (c)
∫
0≤y≤x≤1

y

x2
d(x, y)

Aufgabe 5: (a) Sei X = {(x, y) ∈ [0, 1]2 ; x+ y < 1}. Berechnen Sie
∫
D

e
y
x+y d(x, y).

Hinweis: Substituieren Sie (u, v) = (x+ y, y
x+y

).

(b) Sei X = {(x, y) ∈ R2 ; 0 < x+y < 2, 0 < x−y < 2}. Berechnen Sie
∫
X

(
x2 − y2

)
d(x, y, z).

(c) SeiX = {(x, y, z) ∈ R3 ; 1 ≤ x2+y2+z2 ≤ 9, z ≥ 0}. Berechnen Sie
∫
X

z

1 + x2 + y2
d(x, y, z).

Aufgabe 6 (6 Punkte): Sind die folgenden Funktionen Diffeomorphismen?

(a) F : R2 \ {(0, 0)} → R2 \ {(0, 0)}, definiert durch F (x, y) = (x2 − y2, 2xy).
(b) G : (0,∞)3 → (0,∞)3, definiert durch G(x, y, z) = (x

z
, y
z
, xyz).

(c) H : B1(0)→ Rn, definiert durch H(x) = x√
1−‖x‖2

.



Aufgabe 7 (4 Punkte): Berechnen Sie das Volumen der Menge in [0,∞)2, die von den Kurven
y = 2x, y = 1

2
x, xy = 8 und xy = 1

2
berandet wird.

Hinweis: Die Substitution u = xy, v = y
x
hilft.

Aufgabe 8: Sei f ∈ L1(X) und g(x) = f(x− 1
x
)mit g(0) = 0. Zeigen Sie, dass

∫
R
f dλ =

∫
R
g dλ.

Hinweis: Sei ϕ : R \ {0} → R definiert durch ϕ(y) = y− 1
y
. Dann sind ϕ|R+ und ϕ|R+ Diffeomor-

phismen.

Aufgabe 9: K = {(x, y) ; (x2+ y2)2 = x2− y2} ist der
Rand einer beschränkten Menge M . Berechnen Sie den
Flächeninhalt von M .
Hinweis: Polarkoordinaten (r(φ), φ).
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Aufgabe 10: Seien m,n ∈ N und m < n. Berechnen Sie das n-dimensionale Volumen von

M =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; x21 + . . .+ x2m ≤ x2m+1 + . . .+ x2n ≤ 1

}
Aufgabe 11: Eine Aufgabe aus Wikipedia:

Sei f : [0, 1]2 → R definiert durch f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Berechnen Sie
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy,

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx und

∫
[0,1]2

f dλ

Aufgabe 12: Sei X ⊂ Rn mit und λ(X) <∞. Der Schwerpunkt S = (S1, . . . , Sn) ∈ Rn von X

wird definiert durch Si =
1

λ(X)

∫
X

xi d(x1, . . . , xn).

(a) Berechnen Sie den Schwerpunkt von D.

(b) Sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (a, 0) und (b, c) mit a > 0 und c > 0.
Berechnen Sie den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

(c) Sei K = {(r cos(φ), r sin(φ)) ; r ∈ (0, 2), φ ∈ (−π
6
, π
6
)} Kreisstück. Berechnen Sie den

Schwerpunkt.

(d) Liegt der Schwerpunkt immer in X?

(e) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Fläche, die von y =
√
x, y = 0 und x = 2− y berandet

wird.

Aufgabe 13: Wir betrachten f : (0,∞) × (−π, π) × (1,∞) → (R2 \ {(0, 0)}) × R+, definiert
durch

f(s, ϕ, r) =
(
sr cos(ϕ), sr sin(ϕ),

√
r2 − 1

)
.

(a) Zeigen Sie, dass f ein Diffeomorphismus ist.

(b) Sei H =
{
(x, y, z) ∈ R2 × (0, 2) ; 1

2
(1 + z2) ≤ x2 + y2 ≤ 2(1 + z2)

}
. Berechnen Sie f−1(H)

(c) Berechnen Sie
∫
H
x2z dλ.

Veranstaltungshomepage: http://www.mi.uni-koeln.de:8914


