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Die Lösungen müssen in den Übungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss am Donnerstag, den 02.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Für a ∈ R betrachten wir den Maÿraum (R,A, δa) und es gelte {a} ∈ A. Dabei
ist δa wie folgt de�niert:

δa(A) =

{
1 falls a ∈ A
0 falls a /∈ A

Zeigen Sie, dass der Maÿraum genau dann vollständig ist, wenn A = P(R) gilt.

Aufgabe 2: Sei (X,A, µ) ein Maÿraum und µ∗ ein äuÿeres Maÿ auf X. Seien weiter A,B ∈ A
mit A ⊂ B. Wahr oder nicht wahr?

(a) Wenn µ(B \ A) = 6 gilt, so folgt µ(A) < µ(B).

(b) Wenn µ∗(B \ A) = 6 und µ∗(B) <∞ gilt, so folgt µ∗(A) < µ∗(B).

Aufgabe 3 (1+1 Punkte): Sei {an}n∈N eine Folge mit an ∈ [0,∞] für alle n ∈ N.

(a) Zeigen Sie, dass
∑

n∈N an in [0,∞] konvergiert und dass∑
n∈N

an =
∑
n∈N

aσ(n) (1)

für jede Permutation σ : N→ N gilt.

(b) Geben Sie eine Folge {an}n∈N mit an ∈ R für n ∈ N an, die in R konvergiert und für die
(1) nicht gilt.

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass h∗s ({(x, 0, 0) ;x ∈ R}) in R3 für s > 1 gleich 0 ist.

Aufgabe 5: Wir betrachten den Sierpinski-Würfel S:

S = [0, 1]3 \

(
∞⋃
n=0

3n−1⋃
k=0

3n−1⋃
l=0

3n−1⋃
m=0

[
3k+1
3n+1 ,

3k+2
3n+1

]
×
[
3l+1
3n+1 ,

3l+2
3n+1

]
×
[
3m+1
3n+1 ,

3m+2
3n+1

])

Zeigen Sie, dass h∗s(S) = 0 für s > log(26)
log(3)

.
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Aufgabe 6 (2+2+2 Punkte): Sei h∗s das äuÿere Hausdor�-Maÿ mit s ∈ [0, n] auf Rn. Zeigen
Sie:

(a) Wenn 0 ≤ s < t ≤ n und A ⊂ Rn beschränkt ist derart, dass h∗s(A) < ∞ ist, dann gilt
h∗t (A) = 0.

(b) Wenn 0 ≤ s < t ≤ n und A ⊂ Rn beschränkt ist derart, dass h∗t (A) > 0 ist, dann gilt
h∗s(A) =∞.

(c) Für jedes beschränkte A ⊂ Rn gibt es genau ein sA ∈ [0, n] derart, dass

h∗s(A) = 0 für s > sA und h∗s(A) =∞ für s < sA.

Man nennt sA die Hausdor�-Dimension von A.

Aufgabe 7 (3 Punkte): Die nebenstehende Figur wurde wie folgt
erzeugt: Zunächst beginnt man mit 7 Strecken der Länge L. Im ers-
ten Iterationsschritt fügt man an jedem der 7 Endpunkte jeweils
7 Strecken der Länge L

4
hinzu. Dies wiederholt man für jeden der

so neu entstandenen Endpunkte und viertelt dabei in jedem Ite-
rationsschritt die Länge. Das heiÿt im n-ten Iterationsschritt fügt
man 7n+1 Strecken der Länge L

4n
hinzu.

Berechnen Sie die Hausdor�-Dimension (siehe Aufgabe 6) dieser
Figur.

Aufgabe 8 (3+3+3 Punkte): Zu Beginn sei C0 := [0, 1] das Einheitsintervall. Dieses teilen wir
in drei gleiche Teile und entfernen, das Mittlere. So erhalten wir die Menge C1 = [0, 1

3
] ∪ [2

3
, 1].

Wir wiederholen unser Vorgehen für jedes Teilintervall und erhalten die Menge C2 = [0, 1
9
] ∪

[2
9
, 1
3
] ∪ [2

3
, 7
9
] ∪ [8

9
, 1] und so weiter. Induktiv entsteht so die Menge

C := [0, 1] \
∞⋃
n=0

3n−1⋃
k=0

(
3k + 1

3n+1
,
3k + 2

3n+1

)
.

Zeigen Sie:

(a) Jedes x ∈ C besitzt eine triadische Dartstellung

x =
∞∑
k=1

xk 3
−k

mit xi ∈ {0, 2} für i = 1, . . . ,∞.

(b) C ist überabzählbar, hat aber äuÿeres Lebesgues-Maÿ λ∗(C) = 0.

(c) C hat Hausdor�-Dimension ln 2
ln 3

. (siehe Aufgabe 6)
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