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Analysis 3

Ubungsblatt 3

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss am Donnerstag, den 02.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Fiir a € R betrachten wir den Mafkraum (R, A4, ,) und es gelte {a} € A. Dabei

ist 0, wie folgt definiert:
1 fall A
5u(A) = alls a €
0 fallsa¢ A

Zeigen Sie, dass der Makraum genau dann vollstandig ist, wenn A = P(R) gilt.

Aufgabe 2: Sei (X, A, p) ein Mafraum und p* ein dukeres Mafs auf X. Seien weiter A, B € A
mit A C B. Wahr oder nicht wahr?

(a) Wenn u(B\ A) = 6 gilt, so folgt u(A) < u(B).
(b) Wenn p*(B\ A) =6 und p*(B) < oo gilt, so folgt p*(A) < p*(B).

Aufgabe 3 (1+1 Punkte): Sei {a, },en eine Folge mit a,, € [0, oo] fiir alle n € N.
(a) Zeigen Sie, dass > _an in [0, 00] konvergiert und dass
D =) o (1)
neN neN
fiir jede Permutation o : N — N gilt.

(b) Geben Sie eine Folge {an}neny mit a, € R fiir n € N an, die in R konvergiert und fiir die
(1) nicht gilt.

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass 1’ ({(z,0,0);2z € R}) in R3 fiir s > 1 gleich 0 ist.
Aufgabe 5: Wir betrachten den Sierpinski-Wiirfel S:

oo 3"—-13"-13"—-1
3k+1 3k+2 3141 3142 % 3m+1 3m+42
3n+1 ) 3n+1 3n+1 9 3n+1 3n+1 ) 3n+1

n=0 k=0 [=0 m=0

Zeigen Sie, dass h*(S) = 0 fiir s > li)ogg((236))'




Aufgabe 6 (2+2+2 Punkte): Sei h¥ das dufere Hausdorff-Maf mit s € [0,n] auf R". Zeigen
Sie:

(a) Wenn 0 < s <t <nund A C R" beschrinkt ist derart, dass h*(A) < oo ist, dann gilt

hi(A) = 0.
(b) Wenn 0 < s <t < nund A C R™ beschrénkt ist derart, dass h(A) > 0 ist, dann gilt
h:(A) = .

(c) Fiir jedes beschréinkte A C R™ gibt es genau ein s4 € [0, n] derart, dass
hi(A) =0 fiir s > s4 und hj(A) = oo fiir s < s4.

Man nennt s, die Hausdorff-Dimension von A.

Aufgabe 7 (3 Punkte): Die nebenstehende Figur wurde wie folgt
erzeugt: Zunichst beginnt man mit 7 Strecken der Lange L. Im ers-
ten ITterationsschritt fiigt man an jedem der 7 Endpunkte jeweils
7 Strecken der Linge % hinzu. Dies wiederholt man fiir jeden der
so neu entstandenen Endpunkte und viertelt dabei in jedem Ite-
rationsschritt die Linge. Das heiflt im n-ten Iterationsschritt fiigt
man 7" Strecken der Linge £ hinzu.

Berechnen Sie die Hausdorff-Dimension (sieche Aufgabe 6) dieser
Figur.

Aufgabe 8 (3+3+43 Punkte): Zu Beginn sei Cy := [0, 1] das Einheitsintervall. Dieses teilen wir
in drei gleiche Teile und entfernen, das Mittlere. So erhalten wir die Menge C; = [0, 3] U [3, 1].
Wir wiederholen unser Vorgehen fiir jedes Teilintervall und erhalten die Menge Cy = [0, %] U
(2 U2, 1] U[8,1] und so weiter. Induktiv entsteht so die Menge

973 379 9’
e skl 3k 2
C::[O’l]\U U ( gn4+1 7 gntl )

n=0 k=0

Zeigen Sie:

(a) Jedes x € C besitzt eine triadische Dartstellung

o0
T = E x, 37k
k=1

mit x; € {0,2} firi =1,..., 0.
(b) C ist iiberabzdhlbar, hat aber duferes Lebesgues-Mafk A*(C') = 0.

(¢) C hat Hausdorff-Dimension 2. (siche Aufgabe 6)



