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Die Lösungen müssen in den Übungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss am Donnerstag, den 09.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (2+0 Punkte): Seien (X,A) und (Y,B) zwei messbare Räume, f : (X,A)→ (Y,B)
eine messbare Funktion und µ : A → R ein Maÿ auf A. Zeigen Sie:

(a) Durch
ν(B) := µ(f−1(B)) für B ∈ B,

wird ein Maÿ auf B de�niert.

(b) Führt man für das in (a) de�nierte Maÿ die Notation f(µ) := ν ein, so gilt für jede weitere
messbare Funktion g : (Y,B)→ (Z, C)

(g ◦ f)(µ) = g(f(µ)),

also Transitivität.

Aufgabe 2: Sei d(., .) die Distanzfunktion zweier Mengen in P(Rn). Man beweise oder wieder-
lege:

(a) d(x,A) ≥ d(y, A)− ‖x− y‖ für x, y ∈ Rn und A ∈ P

(b) d(A,C) ≤ d(A,B) + d(B,C) für alle A,B,C ∈ P(Rn).

(c) d(A ∪B,C) ≤ min(d(A,C), d(B,C)) für alle A,B,C ∈ P(Rn).

(d) d(A ∩B,C) ≤ max(d(A,C), d(B,C)) für alle A,B,C ∈ P(Rn).

Aufgabe 3 (0+3+3+0 Punkte): Für jede Menge A ∈ L gibt es kompakte Mengen Kn und
o�ene Mengen On mit Kn ⊂ A ⊂ On und mit

lim
n→∞

λ (Kn) = λ (A) = lim
n→∞

λ (On) .

Konstruiere solche Mengen für

(a) A = R,

(b) A = Q,

(c) A = C die Cantormenge,

(d) A = C∗ die fette Cantormenge.
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Aufgabe 4 (5 Punkte): Im Allgemeinen gibt es für A ∈ L weder o�ene Mengen On ⊂ A mit
limn→∞ λ (On) = λ (A), noch kompakte Mengen Kn ⊃ A mit limn→∞ λ (Kn) = λ (A).

Geben Sie Beispiele zweier Mengen A ∈ L, bei der das Lebesgue-Maÿ sich so nicht approximie-
ren lässt.

Aufgabe 5: Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Für K ∈ L mit λ(K) > 0 enthält die Menge 2K −K eine o�ene Kugeln.

(b) Es gibt eine Menge A ∈ LR2 mit λR2(A) = 1, die keine o�ene Kugel (Kreisscheibe) enthält.

Aufgabe 6 (1+1+3+1+1 Punkte): Sei C ⊂ [0, 1] die in Blatt 3 Aufgabe 8 konstruierte Can-
tormenge. Dort haben wir gezeigt, dass jedes x ∈ C die Darstellung

x =
∞∑
k=1

2xk · 3−k

mit xk ∈ {0, 1} besitzt. Mit dieser Darstellung de�nieren wir die Funktion

F (x) :=
∞∑
k=1

xk · 2−k

auf C und setzen sie durch

F (y) := sup{F (x) ; x ∈ C, x ≤ y}

zu einer Funktion F : [0, 1]→ [0, 1] fort. Zeigen Sie:

(a) F ist stetig.

(b) F ist monoton wachsend.

(c) F ist für kein x ∈ C di�erenzierbar.

(d) F ist für alle x ∈ [0, 1]\C di�erenzierbar mit F ′(x) = 0.

(e) F ist surjektiv.
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Hinweis zu (c): Zeigen Sie zunächst, dass für α, γ ≥ 0 und β, δ > 0 gilt:

max

{
α

β
,
γ

δ

}
≥ α + γ

β + δ
.
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