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Analysis 3

Ubungsblatt 5

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss am Donnerstag, den 16.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (540 Punkte):

(a) Finden Sie fiir jedes £ > 0 einfache Lesbesgue-messbare Funktionen f; und f5 derart, dass
filz) < ﬁ < fo(x) fiir 0 < |z|] <1 und sodass gilt:
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(b) Finden Sie fiir jedes € > 0 einfache Lesbesgue-messbare Funktionen f; und f, derart, dass
filz) < &5 < fo(z) fiir z € [1, 00] und sodass gilt:
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Aufgabe 2 (0+0+0+3 Punkte): Sei f : X € R — R eine Funktion. Wahr oder falsch?
Begriinden Sie Thre Antwort (Beweis oder Gegenbeispiel).

(a) f Riemann-integrierbar = f Lebesgue-integrierbar.

(b) f Lebesgue-integrierbar = f Riemann-integrierbar.

(c) f uneigentlich Riemann-integrierbar = f Lebesgue-integrierbar.
)

(d) f Lebesgue-integrierbar = f uneigentlich Riemann-integrierbar.

Aufgabe 3: Die Funktion f : By(0) € R* — R sei fiir r € (0,1) und

Y E (f—fl, 27”} mit n € NT definiert durch

f(rcosp,rsing) =vn.

Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist.




Aufgabe 4 (343 Punkte): Die Funktion f : (0,1] — R sei fir x € (#l,ﬂ mit n € Nt
stiickweise definiert durch

(a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral [ f(z) dx existiert.
0

(b) Zeigen Sie, dass f nicht Lesbesgue-integrierbar tiber (0, 1] ist.

Aufgabe 5 (6 Punkte): Sei f : X C R" — R Lebesgue-messbar. Beweisen Sie, dass folgende
Aussagen adquivalent sind:

1. f ist Lebesgue-integrierbar.

2. f* und f~ sind Lebesgue-integrierbar.

3. Es gibt Lebesgue-integrierbare Funktionen v > 0, v > 0 mit f =u —v.
4. Es gibt eine Lebesgue-integrierbare Funktion g mit |f| < g.

5. | f] ist Lebesgue-integrierbar.

Hinweis: Es geniigt nicht auf die entsprechenden Aussagen im Skript zu verweisen.

Aufgabe 6: Seien f1, fo : X C R” — R Lebesgue-integrierbar iiber X. Zeigen Sie:
(a) Die Funktionen max{fi, fo} und min{fi, fo} sind auch Lebesgue-integrierbar.

(b) Falls f; < fa, so gilt
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Aufgabe 7: Sei f : X C R" — R Lebesgue-integrierbar. Weiter sei Y C X eine ebenfalls
messbare Teilmenge. Zeigen Sie, dass f dann auch integrierbar auf Y ist und es gilt
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Aufgabe 8: Sei f: X; U Xy, C R" — R Lebesgue-integrierbar iiber X; und iiber X5. Zeigen
Sie: Wenn A\(X; N X5) =0, dann ist f Lebesgue-integrierbar iiber X; U X5 und es gilt:
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(c) Es gilt




