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Analysis 3
Ubungsblatt 6

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 23.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (5 Punkte): Sei K C R™ kompakt und zusammenhéngend und f : K — R stetig.
Zeigen Sie, dass es ein ¢ € K gibt, sodass

/K £ X = FONE).

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die Bildmenge f(K) zusammenhdngend ist.

Aufgabe 2 (3+0+0+3 Punkte): Wir betrachten punktweise Konvergenz, punktweise Konver-
genz fast iiberall, gleichméiRige Konvergenz, Konvergenz im Maf und £'-Konvergenz.

Untersuchen Sie fiir jede Funktionenfolge { f; , tneny mit ¢ € {1,2,3, 4}, welcher der Konvergenz-
begriffe zutrifft und geben Sie eine Grenzfunktion an.

(@) fin :R=R, fi () =max{n(l— |z —n|),0}
(b) for :R=R,  fou(z)
(¢) fan :R=R, fynu(z)=max{L(1—|z—n|),0}
(d) fan:R—=R, fi,(z)=max{y/n—nlz—n|, 0}
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Aufgabe 3: f: X — R sei eine L-Ar-messbare Funktion.
(a) Sei A(X) < oo. Zeigen Sie, dass lim A ({x € X ; f(x) >n}) =0.
n—oo
(b) Sei A, ={z € R; f(z) <n}und [;|f|d\ < co. Zeigen Sie, dass f,(x) = f(x)1a,(x) im
Mafk gegen f konvergiert.
(c) Gilt die Aussage aus Teil (b) auch, wenn [; |f|d\ = oo?



Aufgabe 4: Seien f;, : R — R und f: R — R £-Ar-messbare Funktionen. Wahr oder falsch?
(a) Wenn f € L' stetig ist und || f]| . = 0 gilt, so muss f = 0 gelten.
(b) Fiir fu. f € L1 gilts i [[fu— flle =0 = lim [l = 7]

(¢) Wenn { fx }ren eine Folge stetiger Funktionen ist, die gleichméfig gegen f konvergiert, so
ist auch der Limes f stetig.

(d) Es gibt eine Funktionenfolge {f, : R — R},cny von L-Funktionen, welche gleichmiRig
gegen eine Funktion f € £! konvergiert, aber nicht in £! gegen f konvergiert.

(e) {fx} konvergiert genau dann im Maf gegen die Nullfunktion, wenn

lim A ({x;sup|fk($)| > €}> =0
n—00 k>n

fiir alle € > 0 gilt.

Aufgabe 5 (3 Punkte): Sei f : X C R" — R eine £-Aj-messbare Funktion und p, o € R*.
Zeigen Sie

M{z;]f(2)] > a}) < i/X’f‘p a\.

Aufgabe 6: Sei (X, A, ) ein Makraum und fi, f : X — R mit £ € N A-Ar messbare
Funktionen. Weiter sei ¢ : R — R stetig. Zeigen Sie, dass fiir jedes A € A mit u(A) < oo gilt:

fx — f nach dem Mak pauf ACX = ¢ofrp— ¢ofnach dem Mak y auf A C X.

Zeigen Sie aukerdem durch ein Gegenbeispiel, dass p(A) < oo eine notwendige Bedingung ist.

Aufgabe 7 (3+1+2 Punkte): Wir betrachten die Funktionenfolge {f, : [-1,1] — R}, en+
definiert durch
-1 firze[-1,—4]
fo(z) == na  firx e [-1, 2]

n’n

1 firze[i 1]
Zeigen Sie, dass
(a) {fn} eine Cauchyfolge beziiglich || - [|11(j—1,1}) ist, aber
(b) beziiglich dieser Norm keine stetige Funktion als Grenzwert hat.

(¢) Begriinden Sie, dass (C([—1,1]),]|-|[r1(~1,1)) nicht vollstindig ist.



