Analysis 3, Woche 5

Lebesgue-Integral

5.1 Definition des Lebesgue-Integrals

5.1.1 Fiir einfache Funktionen

Wenn wir f: X C R® — R betrachten, nehmen wir an, dass X € Lgn.

Definition 5.1 Fine Funktion f : X C R" — [—o0,00] heifit einfach, wenn f(X)
abzdhlbar ist.

Bemerkung 5.1.1 Fine Treppenfunktion f : [a,b] — R mit endlich vielen Stufen, so wie
sie fiir Riemann-Integrale verwendet wurden, ist einfach. In dem Fall ist f ([a,b]) sogar

endlich.

Wenn die Bildmenge unendlich abzéhlbar ist, sagen wir f(X) = {yi},.y mit y; €
[—00, 00|, dann bedeutet das, dass X die disjunkte Vereinigung der Urbilder {f~*(y;)}
ist. Setzen wir A4; := f~1(y;), dann folgt

fl) = uila,. (5.1)
ieN
Die Funktion 14 : R™ — R ist definiert durch

1a(z) = 1 falls x € A,
AN = 0 falls x ¢ A.

i€EN

Man nennt 14 : R* — R die Indikator-
funktion von, oder manchmal auch charak-
teristische Funktion zu, A C R"™. Statt 1,4
wird iibrigens auch x4 verwendet.

Beispiel 5.2 In der Abbildung findet man eine Darstellung von
f=1x+21p

mit K einer Kreisscheibe und R einem Rechteck. Fiir diese Funktion mochte man das
Integral definieren durch

f dh=1 VOI]R2 (K) + 2 VOI]R2 (R) .

RQ
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Ubrigens gilt auch, dass f = 1gp\p +2 1p\x + 3 1. Man findet die gleiche Zahl durch

fd\ =1 Volgs (K \ R) +2 Volgz (R\ K) + 3 Volgz (RN K).
RQ
Weil K\R= f"1(1), R\K = f71(2) und RN K = f~(3), folgt, dass [ eine einfache
Funktion ist.

Die Idee, wie man das Integral definiert, kann man verwenden fiir allgemeinere Gebiete,
wenn man das Volumen durch das Lebesgue-Maf3 ersetzt. Fiir einfache Funktionen f
bedeutet dies, dass die Mengen, fiir die f konstant ist, Lebesgue-Mengen sein miissen.
Fiir einfache Funktionen mit f (X) = {y;},.y und A; := f~'(y;) gilt namlich, dass

J@) =3y 1a, (). (5.2)

und wiirde gerne

FdA= yi M(A) (5.3)

als Integral definieren.

Es reicht jedoch nicht, dass A (A;) definiert ist, das heift, A € Lgn gilt, sondern
auch, dass die Summe in konvergiert. Fiir y; > 0 liefert die Konvergenz in [0, oo},
einschliefllich oo, kein Probleme und daher definiert man allererst das Integral fiir nicht-
negative einfache Funktionen.

Definition 5.3 Fir eine nichtnegative einfache Funktion f : X C R" — [0,00] der

Form
f= Zyz 14,
ieN

mit A; L-messbar fiir alle i € N, definiert man

ST 0w MA) falls A(f ({o0}) =0,
/ fdX\ = { €N mityic000) (5.4)
00 falls X (f~' ({oc})) > 0.

Bemerkung 5.3.1 Auch wenn A (f~' ({o0})) = 0 kann die Summe oo werden, entweder
weil die Summe nicht in R konvergiert oder weil \ (A;) unendlich ist. Weil in der Summe
mn jedoch nur iber nicht-negative Zahlen und méglicherweise oo summiert wird, gibt
es in jedem Fall keine Ambivalenz beziiglich der Reihenfolge in dieser Summe. AufSerdem
wird durch y; € (0,00) sowohl ein Produkt von y; = 0 mit X (A;) = oo als von y; = oo mit
A (A;) = 0 vermieden.

Bemerkung 5.3.2 Bemerke, dass fiir einfache Funktionen f in mit {A;i};ey C Lrn
gilt, dass sie Lpn-Lr-messbar sind. Ubrigens, wenn klar ist, welche Dimension gemeint
ist, schreiben wir L statt Lgn.

Als néchstes wollen wir auch Funktionen zulassen, die das Vorzeichen wechseln. Um
(00 — 00)-Probleme zu vermeiden, betrachten wir positiver Teil und negativer Teil der
Funktion getrennt.
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Lemma 5.4 Sei f: X C R" — (—00,00) eine einfache L-L-messbare Funktion. Dann
sind f* und f~, definiert durch

fH(@) = max (f(2),0) und f~(x) = max (—f(z),0)

einfache L-L-messbare Funktionen und fX fT d\ und fX f= dX\ sind wohldefiniert in
0, o).

Bemerkung 5.4.1 Man hat f = f* — f~ und |f| = f+ + f~. Siehe Abbildung[5.1]

—\ N

\/\/

Abbildung 5.1: Links der Graph einer Funktion f : R — R und rechts der fiir f* und f~.

Beweis. Die Mengen A; = f~!(y;) sind paarweise disjunkt und so gilt

f+ = max (Z Yi ]-A“O) - Zmax (y270> 1Ai'

ieN 1€eN

Also ist f* eine einfache Funktion. Ahnliches gilt fiir f~.

Wir zeigen, dass f L£-L-messbar ist, und nehmen dazu A € £ C P (R). Zu zeigen ist,
dass (f7)"' (4) € £ C P (R™). Es gilt, dass auch A, = AN(0,00) € £, Ay = AN{0} € L
und A = AN (—o00,0) € L. Weil A=A, UAyUA_, folgt

()7 A=) AU () T (A U ()AL

Man findet
(74 = Ay ec,
(70N = T ((—o0,0)) € L,
(f) (A = pec,

Auch hier gilt &hnliches fiir f~. ]
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Definition 5.5 (Lebesgue-Integral fiir einfache Funktionen) Sei f : X C R" —
(—00,00) eine einfache L-L-messbare Funktion. Man nennt f Lebesgue-integrierbar
auf X, wenn fX ftd\ < oo und fX f~ dX\ < oco. Dann definiert man das Lebesgue-Integral

von f tber X als
/fd/\:/]”d)\—/fd)\.
X X X

Bemerkung 5.5.1 Lebesque-integrierbar lisst sich auch fiir Funktionen f definieren, die

auch 0o oder —oco als Werte annehmen, aber dann nur auf Nullmengen: A ({x € X;|f(x)| = o0}) =
0. Weil das Lebesgue-Integral eine Nullmenge nicht sieht, kann man die Funktion f : X C

R™ — [—o00, 00| ersetzen durch die Funktion f*: X C R" — R mit

oy | f() falls [ f(x)] # oo,
fz) = { 0 falls |f(z)| = 0.

Man nennt f : X C R" — [—o00, 00| Lebesque-integrierbar, wenn A ({x € X; |f(x)] = c0}) =
0 und f* Lebesque-integrierbar ist. Man definiert dann

/de)\:/xf*d)\.

5.1.2 Fiir allgemeinere Funktionen

Die folgende Konstruktion sollte einem bekannt vorkommen, wenn man sich noch an
die Einfiihrung des Riemann-Integrals erinnert. Der Unterschied zum Riemann-Integral
aus den Analysis-1&2-Vorlesungen ist, dass nun viel mehr elementare Funktionen beim
Approximieren zugelassen sind.

Definition 5.6 Sei f: X C R* — R. Wir definieren das obere Integral durch

/ f d\ = inf {/ g dX; g: X — R st einfach, Lebesque-integrierbar und f < g} ,
X X

und das untere Integral durch
/ f d\ =sup {/ g dX\; g: X — R ist einfach, Lebesque-integrierbar und g < f} )
L X X

Bemerkung 5.6.1 Das Supremum von G C R st definiert als die kleinste obere Schranke
und s ist eine obere Schranke fir G, wenn x < s fir alle x € G. Wenn G die leere Menge
ist, ist jedes s € R eine obere Schranke und man definiert sup () = —oo. Ebenso setzt man
inf ) = co. Wenn es also keine einfache Lebesgue-integrierbare Funktion oberhalb von f
gibt, setzt man [ f d\ = oc.

Bemerkung 5.6.2 Die Definition ist so, dass fir eine einfache Lebesgue-integrierbare
Funktion g : X C R™ = R gilt

/ gd)\:/ gd)\:/gd/\eR.
X J x X

Die Definitionen und [5.5 widersprechen sich also nicht.
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Lemma 5.7 Sei f: X CR" — R. Dann gilt

/ fd)\g/Xf d\. (5.5)

Beweis. Fiir einfache Funktionen g¢q, go findet man, dass ¢g; < g9 impliziert f ¥ g1d\ <
[ 92dX. Wenn es einfache Lebesgue-integrierbar Funktionen g1, g» gibt mit gy < f < gs,
dann folgt

/ fd)\:sup{/Xgl dX; ...}ginf{/ng d); ...}:7Xf d\.
X

Wenn es keine solche Funktion g; gibt, dann gilt [ . f d\ =sup = —oco. Wenn es keine
solche Funktion g, gibt, dann gilt TX f d\ = inf ) = co. Beide Male folgt (5.5)). [ ]

Definition 5.8 (Lebesgue-Integral) Sei f: X C R* — R. Wenn

7de)\:/ fdx=TI€R, (5.6)
L X

heifst f Lebesgue-integrierbar iiber X. Dieses I nennt man das Lebesgue-Integral
von [ tiber X und man schreibt
/ fdx:=1.
X

Bemerkung 5.8.1 Auch hier trifft Bemerkung |5.5.1: wir hdtten auch Funktionen f :
X CR" — [—00,00] betrachten kinnen.
Ubrigens, auch wenn f(X) C R gilt, bedeutet das nicht, dass f beschrinkt sein muss.

Definition 5.9 o Fliir die Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X C
R™ schreibt man L (X) oder L' (X).

e Man nennt eine Funktion f: X C R® — R lokal Lebesgue-integrierbar auf X,
wenn f1g : X — R Lebesque-integrierbar ist fiir jede kompakte Teilmenge K C X.

o [iir die Menge aller lokal Lebesque-integrierbaren Funktionen auf X C R™ schreibt
man Ly, (X) oder L}, (X).

Lemma 5.10 Sei f : X C R" — (—00,00). Wenn man fir jedes ¢ > 0 zwei einfache
Lebesgue-integrierbare Funktionen g1, gs : X — (—00,00) finden kann derart, dass

1.g1 < f<geund

2. [x92 dX< [y g1 dX+¢,

dann ist f Lebesgue-integrierbar iber X und

/gldxs/fdxs/mx
X X X



44 Woche 5, Lebesgue-Integral

Beweis. Sei € > 0, dann hat man einfache, Lebesgue-integrierbare Funktionen g;, g mit

l/mdkg/jdAg/jdAg/QMAg/gMM+a
X J X X X X

Also gilt [ _f dX € R und auch
X

/fﬁg]jﬁg/fﬁ+a

Weil diese Abschétzung fiir jedes e > 0 gilt, folgt (5.6 und die Lebesgue-Integrierbarkeit.
|

Der wichtigste Unterschied vom Lebesgue-Integral zum Riemann-Integral ist die Viel-
zahl der Approximationsmoglichkeiten. Die elementaren Funktionen sind nun auf Lebesgue-
messbare Mengen definiert und diirfen abzéhlbar viele Werte annehmen. Zum Beispiel ist

die Funktion
_ | 0falls z € R\Q,
f(q:)—{ z falls z € Q,

Lebesgue-integrierbar. Weil Q abzdhlbar ist, ist diese Funktion sogar einfach. Weil A(Q) =

0 folgt
/ fdx=0.
R

Bemerkung 5.10.1 Sei X eine Teilmenge von R", die uns erlaubt das Riemann-Integral
tiber X zu definieren. Wenn f : X C R" — R Riemann-integrierbar ist, dann ist f
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

AfM:Lﬂ@w

Diese Aussage trifft nicht unbedingt zu, wenn man sich das uneigentliche Riemann-
Integral anschaut.

£t
Abbildung 5.2: Skizzen zu f and f7 fiir f(z) = sin(1/z)/z

Fir f(z) == sm (1) existiert das uneigentliche Riemann-Integral

1
x)dx =1
|ty ;iS/f



5.2 Von stetig zu integrierbar 45

Der n-te Buckel von rechts in Abbildung fiir f, gemeint ist der auf dem Inter-

vall (W, %), hat einen Flacheninhalt der Groéflenordnung % Fiir das uneigentliche

Riemann-Integral findet man so eine konvergente alternierende Folge dhnlich wie

n=1

die jedoch nicht absolut konvergiert. Jedes obere Lebesgue-Integral fiir f* liefert oo.

5.2 Von stetig zu integrierbar
Eine Funktion f :R"™ — R ist stetig, wenn:
BeTcCPR) = f(B)eTcPR",
bei dem 7 die Standardtopologie in R beziehungsweise in R™ ist. Dann folgt auch
BcAr c PR) = f1(B)ec Ar C P(R").

Dies bedeutet, dass stetige Funktionen A7-Ar-messbar sind. Theorem hat uns gezeigt,
dass die Borel-Mengen in R™ in der Lebesgue-o-Algebra liegen. Also weil A7 C £ C P(R)
gilt, folgt

Be Ar CP(R) = f*(B)e L CPR"

und das liefert uns genau:
Lemma 5.11 FEine stetige Funktion f : R™ — R ist L-A-messbar.
Um zu zeigen, dass f L-L-messbar ist, miisste man beweisen, dass
BcLCPR) = fHB)ecLcCPR".
Weil £ D Az gilt und weil £ viel mehr Mengen enthélt als A7, ist £-L-messbar eine

schwerere Bedingung als £-Ar-messbar.
Insgesamt findet man folgendes:

fist T-T-stetig

U
f ist Ayr-L-messbar = f ist Ar-Ar-messbar
J U

fist L-L-messbar = f ist L-Ay-messbar

Sonstige Implikationen zwischen diesen verschiedenen Typen von Messbarkeit gibt es so
nicht.

In Analysis 1 hat man gesehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
Riemann-integrierbar sind. Das kann man fiir Lebesgue-integrierbar allgemeiner formu-
lieren. Sei f : R — R L-Ar-messbar und setzen wir

A = fH([R27" (K +1)277)).
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Weil f: R" — R L-Ap-messbar ist, folgt aus der Tatsache, dass halboffene Intervalle [a, b)
Borel-Mengen sind, dass die Mengen A, € P(R") L-messbar sind. Dann folgt wiederum,
dass

Gn=Y k27" 1y, und by = (k+1)27" 14,
kEZ kEZ

einfache £-L-messbare Funktionen sind und auflerdem gilt fiir x € A, 5, dass
gn(z) = k27" < f(o) < (K 4+1)27" = hy(2).
Weil die {A,, 1}, disjunkt sind und weil | J,c; Ang = R, folgt
g < f<h,<g,+2" auf X. (5.7)

Lemma 5.12 Sei A(X) < oo und nehme an, die Funktion f : X C R* — R ist be-
schrinkfl] und L-Ar-messbar. Dann ist f Lebesque-integrierbar tiber X .

Beweis. Man verwende (5.7)), die Beschréinktheit von f und A\(X) < oo. n

Bemerkung 5.12.1 Weil stetige Funktionen auf kompakte Teilmengen beschrinkt sind,
st f: K CR" — R, mit f stetig und K kompakt, Lebesque-integrierbar tiber K.

Bemerkung 5.12.2 Die Beschrdankheit von f kann man ersetzen durch die Integrierbar-
keit einer dieser Funktionen g,.

5.3 Kombinationen messbarer Funktionen

Wir haben nun messbar und integrierbar definiert aber haben Fragen, wie man mit solchen
Funktionen rechnet, bis jetzt unbeachtet gelassen.

Einige Resultate, die niitzlich sind wenn man mit £-A7-messbaren Funktionen rech-
net, folgen:

Theorem 5.13 Sei (X, A, ) ein Mafraum. Seien f,g, fr + X — R A-Ap-messbar fir
k € N. Sei ¢ € R. Dann sind auch

Cfa f+ga f97 ‘f'a min(f,g), max(f,g), lirellgfk? hlgnlnffk? SU.pfk und limsupfk
—00

keN k—oo

A-Ar-messbar. Wenn g(x) # 0 fir x € X ist auch é A-Ar-messbar.

Beweis. Weil die offenen Intervalle eine Basis fiir 7 bilden, reicht es, wenn wir nur die
A-Messbarkeit der Urbilder von Intervallen (a, b) zeigen. Weil

(a,) = (a,00) \ [ (b—27",00)

konnen wir uns sogar beschrianken auf Intervalle (a, 00).
1) ¢f. Fur ¢ > 0 findet man

(cf) " (a,00) = {z € X mit cf (z) € (a,00)}
= {[E € X mit f(z) € (c_la, oo)} = f1 (c_la7 oo) c A.

'Eine Funktion f : X — R heit beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt derart, dass fiir alle z € X
gilt | f(z)] < M.
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Fiir ¢ < 0 folgt &hnlich
(cf)_l (a,00) = f~* (—oo, c_la) c A
und fiir ¢ = 0 finden wir

1 e A fallsa>0,
(cf) (aaOO)Z{

XeA fallsa < 0.

2) f+ g. Man kann kontrollieren, dass

(f+9)  (a00)= [ (f ' (p,o0) g (g,0))

P,q€Q
p+q>a

und diese Menge ist .A-messbar als eine abzahlbare Vereinigung von .A-messbaren Mengen.
3) fg. Weil fg=1(f+ g9)° — 2% — 1¢? geniigt es, wenn wir nur f? betrachten:

1 “1({/a, o0 1 (—00, —+/a) fiir a > 0,
. (m):{f (Vi 00) U f~ (00, )

X fiir a < 0,

ist A-messbar.
4) |f|. Man hat

71 (@00 = { f7 (@,00) U 7" (=00, ~a) fir a >0,

X fiira <0.

5) Weil min (f, g) = 5f + 39 — 5 |f — gl und max (f,9) = 3f + 39 + 5 |f — g| folgt die
Messbarkeit aus den vorhergehenden Ergebnissen.
6) infren fr. Man verwende:

(gglg fk) o) = () ).

keN

7) supgen fr- Man verwende:

(sup fk) oo = U () (a.00).

keN Pt
8) liminfy_,o frx- Man verwende:

liminf fi = sup inf fj.
k—o0 meN k=m

9) limsupy,_,., fx- Ahnlich wie beim lim inf.
10) é. Das wird eine Hausaufgabe. |
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5.4 Von integrierbar zu fast stetig

Lemma 5.14 Fine lokal Lebesque-integrierbare Funktion f : R" — R ist L-Ar-messbar.

Beweis. Auf jeder abgeschlossenen Kugel Br(0) ist f Lebesgue-integrierbar. Dann exis-
tieren fiir jede n € NT einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen g,, h, : Br(0) — R
mit

g < f < h,

1
/ Gn d)\g/ hd)\g/ h, dAg/ Gn AN+ —. (5.8)
Br(0) Br(0) Br(0) Br(0) n

Setzen wir goo = SUp, ey gn Und hoo = inf,en by, dann sind go, und he L£-Ag-messbar auf
Bgr(0) und auBerden gilt

und

90 < f < heo,

/ oo d)\:/ heo d.
Br(0) Br(0)

Setzt man D,, = {x € Br(0); |goo () — hoo(z)| > %}, dann gilt

A(Dy) = 0.

Weil
D = {& € Bal0)i ]9 (x) = hoo(@) # 0} = |J D

neNt

hat man A\(Dy,) = 0. Fiir jedes a € R hat man
9 (a,00) € (7 (a,00) N Br(0)) € hy! (a,00).
und weil A(Dy,) = 0 gilt, ist h! (a,00) \g! (a,00) eine Nullmenge. Weil
h (a,00)\ (/7 (a,00) N B(0))

eine Teilmenge einer Nullmenge ist und weil £ vollstindig ist, ist diese Menge und auch
7 (a,00) N Br(0) L-messbar. Dann ist auch f~!(a,00) = Upey+ [~ (a,00) N Bg(0)
L-messbar. Wir finden, dass die Funktion f £-A;-messbar ist.

Beispiel 5.15 Funktion 19 : R =+ R

| 0 fallsz e R\ Q,
lo(x) = { 1 falls x € Q,

1st L-L-messbar, sogar Lebesgue-integrierbar auf R, aber auch nirgends stetig. Denn fiir
jedes x € R und § > 0 gibt es y € R mit |z — y| < § und |1g(z) — 1g(y)| > L. Jedoch 1g
st eine messbare Funktion und nicht sehr weit entfernt von einer stetigen Funktion. Fiir
jedes beschrinkte Intervall [a,b] und € > 0 kann man eine kompakte Teilmenge K C [a, b]
finden mit X ([a,b] \ K) < e derart, dass 1g : K — R stetig ist. Eine Konstruktion von K
1st zum Beispiel die folgende.

Sei {qi};en eine Abzihlung von Q N [a, b] und setze

= [a,b] \ U(Qz —27% %, q; + 277 ).
ieN
Man zeigt direkt, dass K beschrdnkt, abgeschlossen und darum auch kompakt ist, und dass
Ala,b] \ K) < e gilt. Weil (1g) =0, ist diese Funktion sogar konstant auf K.
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Obwohl dieses Beispiel zeigt, dass messbare und intergrierbare Funktionen nirgends
stetig zu sein brauchen, zeigt das folgende Ergebnis, dass eine messbare Funktion doch
auch wieder nicht sehr weit entfernt ist von einer stetigen Funktion.

Theorem 5.16 (Lusin) Sei f : R” — R L-Ar-messbar, set A C R*, mit A € L und
AA) < o0, und sei e > 0, dann existiert eine kompakte Menge K C A derart, dass

1. M(A\K) <e und
2. fik ist stetig.

Bemerkung 5.16.1 Das urspriingliche Theorem ist allgemeiner formuliert. Wir haben
uns das Theorem von Lusin zurechtgeschnitten fiir das Lebesque-Mayfs.

Tl T e
| n \ /i ‘ 7\/\ L// _ - ;?g

Abbildung 5.3: Man kann eine beliebig kleine Menge aus dem Definitionsgebiet herausnehmen
und bekommt eine stetige Funktion auf dem Rest.

Beweis. Setze B;; = [zi—piﬁl) fir + € N und 5 € Z. Fiir jedes ¢ € N hat man

R =,ez Bij- Als néichstes definieren wir
Ai,j - A N fil (BZJ) .

Bemerke, dass | J,;, Ai; = A. Weil f eine messbare Funktion ist, sind sowohl f~" (B; ;) als
auch A;; messbar. Wegen Theorem gibt es kompakte K;; C A;; mit A (A4;;\K;,;) <
2-3-i-lile | Es folgt, dass

A (A\ U Kl,j) =\ (U A\ Ki,j> <

JEZL jez ez
S A (U (Ai,j \ Ki,j)) S 22_3_i_|j|€ < 2—1—z‘€'
JjeL =

Dann gibt es N.; € N mit

A A\ U Ki,j < 2_1_i€.

|j|§Na,i

Definieren wir K; = U|j|§Nsi K;;und f; : K; = R durch

j
fl(.’E) = i1 falls = € Kz]

Weil die {4;;},., und deshalb auch die {Kj;},, disjunkt sind, sind diese Funktionen

wohldefiniert. Weil die Kj;; kompakt sind, gilt d (K ;,, K;j,) > 0 fir j; # j, und die f;

sind stetig auf K;. Auflerdem sind die f; so definiert, dass

1
— Ji —— fiir all K;.
| f(z) fz(fE)|<Z.+1 ir alle r € K;
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Nun setzen wir K = [,y K. Die Menge K ist kompakt und

AAK) <3 AA\K) <Y 27 e =e

ieN ieN
Auflerdem gilt, dass die f; stetig sind auf K und dass

lim f; = f gleichmafig auf K.
1—00

Dann ist auch f stetig auf K. [ ]

5.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Fiir das Lebesgue-Integral gibt es dhnliche Ergebnisse wie beim Riemann-Integral.

Lemma 5.17 Seien fi1, fo : X C R®™ — R Lebesgue-integrierbar iber X und sei o, 5 € R,
dann st af; + B fo Lebesque-integrierbar iber X und

/X(af1+6fz) dA:a/Xfl d/\+B/Xf2d>\.

Bemerkung 5.17.1 Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen tiber X, also
L (X), bilden einen Vektorraum. Wenn man dabei eine Norm haben mdchte, konnte man
sich iberlegen, ob ||.||;x) definiert durch

1o = /X 1f] dA

verniinftig wire. Die meisten Eigenschaften einer Norm sind erfillt. Aus ||f||£(X) =0
folgt aber nicht, dass f =0 sondern nur A ({z € X; f(z) # 0}) =0.

Beweis. Wenn a und 3 positiv sind, kann man aus einfachen Funktionen gy = > .. y1 14,
oberhalb von f; und ¢, = ZZEN Yo,i 14,, oberhalb von f; eine neue konstruieren, die ober-
halb der Summe af; + §f5 liegt. Man definiere

g = Z (ayl,i + ﬁylj) 1A1,¢ﬁA2,j' (59>

1,JEN

Mit (5.9) und Lemma kann man nun das gewiinschte Resultat bekommen. Wenn
zum Beispiel o < 0, dann verwendet man fiir diese Konstruktion eine unterhalb liegende
einfache Funktion. Eine dhnliche Anderung ist notwendig falls 5 < 0. [ ]

Im folgenden Lemma nehmen wir an, dass auch X; und X5 Lebesgue-messbar sind.

Lemma 5.18 Sei f : X; U Xy C R* — R Lebesque-integrierbar tiber X, und iiber Xs.
Wenn A (X1 N Xs) =0, dann gilt: f ist Lebesgque-integrierbar iber X, U Xy und

/XIUXQfd)\:/led/\Jr/Xzfd/\.

Beweis. Fiir den Leser. ]
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Lemma 5.19 Fulls fi, fo : X C R™ — R Lebesgue-integrierbar sind iber X und f; < fs,

dann gilt
/f1 d>\§/ Ja dA.
X X

Beweis. Fiir den Leser. ]

Lemma 5.20 Fulls f: X C R™ — R Lebesque-integrierbar ist iiber X, dann sind f*, f~
und |f| Lebesgue-integrierbar iber X und es gilt

/deA‘g/Xm dx.

Beweis. Fiir den Leser. ]
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