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Z.ahlen

1.1 Elementares

1.1.1 Symbole und Aussagen

Bevor wir anfangen, legen wir die Bedeutung einiger Symbole aus der Mengenlehre fest:
e = € A heifit ,x ist ein Element von A;
e A C B heifit ,, A ist eine Teilmenge von B*;

e AUB = {z;2 € A oder z € B} ist die Vereinigung beider Mengen (,,oder* ist hier
nicht ausschliefiend);

AN B ={z;x € Aund = € B} ist der Durchschnitt beider Mengen;

A\B ={z;2 € Aund z ¢ B};

3 heifit ,es gibt“;

V heiflt ,fiir alle*.

Seien A und B Aussagen.
e A A B heifit , A und B gelten;
e AV B heifit , A oder B gilt“ (auch beides gleichzeitig ist erlaubt);

e A = B heifit ,wenn A gilt, dann gilt auch B;
A < B bedeutet B = A;
A < B bedeutet (A = B) A (A < B);

e A ist die Verneinung von A.

In einer Wahrheitstafel:

’ A \ B H A/\B\A\/B\A2>B\ -A ‘
wahr wahr wahr wahr wahr | unwahr
unwahr | wahr unwahr | wahr wahr wahr
wahr | unwahr || unwahr | wahr | unwahr | unwahr
unwahr | unwahr || unwahr | unwahr | wahr wahr
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Beispiele:
Wenn es regnet, fahre ich nicht mit dem Fahrrad zur Arbeit.

Diese Aussage ist wahr, denn ich fahre nie mit dem Fahrrad zur Arbeit. Ob es regnet
oder nicht, ist egal.

Wenn man Holldnder ist, hat man Holzschuhe.

Diese Aussage ist nicht wahr, denn meine Mutter hat keine Holzschuhe.

Die letzte Aussage kann man auch so formulieren:
Vh € Hollander: h € Holzschuhbesitzer.

Die Verneinung ist:
Jh € Hollander: h ¢ Holzschuhbesitzer.

Man sieht, dass
- (Vhe H: A(h))=(3he H: -A(h)),

oder kurzgefasst: =V = 94— und -4 = V-.

1.1.2 Abbildungen

Wenn A und B zwei Mengen sind, dann nennt man eine Vorschrift f, die an jedes Element
von A ein Element von B koppelt, eine Abbildung oder Funktion. Man schreibt f : A — B.
Wenn fiir (a,b) € A x B gilt f(a) = b, dann nennt man b das Bild von a. Die Teilmenge
f7Hb) :={a € 4; f(a) = b} nennt man das Urbild von b.

Definition 1.1 FEine Abbildung f : A — B heifit injektiv (= eineindeutig), wenn f(z) =
f(y) impliziert, dass x =y.

Bei einer injektiven Abbildung hat jedes Urbild héchstens ein Element.

Definition 1.2 FEine Abbildung f : A — B heif$t surjektiv, wenn es fir jedes b € B ein
a € A gibt mit f(a) = 0.

Bei einer surjektiven Abbildung hat jedes Element von B ein nicht-leeres Urbild.

Definition 1.3 FEine Abbildung f : A — B, die surjektiv und injektiv ist, heifst bijektiv.
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1.2 Natiirliche Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen[] nennt man N:

N={0,1,2,...}.

Axiomatisch ist N festgelegt durch folgende Eigenschaften:
Definition 1.4 (nach Peano) N wird definiert durch:

1. 0 e N,
2. Es qibt eine Nachfolgerabbildung N : N — N derart, dass:
(a) 0 ¢ N(N),

(b) N(n) = N(k)=n=Fk (N ist injektiv),
(¢c) wenn A C N derart ist, dass 0 € A und N(A) C A, so gilt A=N.

Wenn man kein Rémer ist, dann schreibt man: N(0) =1, N(N(0)) = 2 usw.
Formell kann man jetzt Addition und Multiplikation einfiithren als Abbildungen von
N x N nach N.

1.2.1 Vollstindige Induktion

Wenn man fiir alle n € N eine Behauptung B(n) beweisen mochte, kann man oft den
folgenden Ansatz benutzen:

Satz 1.5 (Induktionsprinzip) Sei B(n) mit n € N eine Folge von Behauptungen.
Nehme an

1. B(0) gilt,

2. ,B(n) gilt* = ,B(n+1) gilt* fir allen € N
(das heif$t: angenommen B(n) ist wahr, dann folgt, dass auch B(n + 1) wahr ist).

Dann hat man ,B(n) gilt fir alle n € N«

Beweis. Nenne A die Teilmenge aus N, die definiert wird durch ,, B(n) ist wahr fiirn € A*.
Eigenschaft 2(c) aus Definition [1.4] gibt das Ergebnis. n

Als Beispiel betrachten wir eine beriihmte Ungleichung.
Lemma 1.6 (Bernoullische Ungleichung) Firz > —1 und n € N gilt
(14+2)" > 14 nx. (1.1)

Beweis. Diese Behauptung 148t sich mit dem Induktionsprinzip beweisen. Zwei Aussagen
sind zu beweisen.

!Manchmal fingt man auch erst mit 1 statt 0 an. Wir werden 0 dazu nehmen.
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1. B(0), also (1+ )" > 1+ 0z.
Fiir n = 0 hat man (1+2)" =1> 1+ 0z.
2. B(n) = B(n+1) fir n € N, also
(1+2)">14nz = (14+2)"" >1+(n+1)z

Angenommen, dass
1+2)">14nx (1.2)

gilt, findet man

1+2)"" = Q1+2)"(1+2)>Y Q+nz)(1+2)
= l+(n+D)r+n®>>1+(n+1)x

Bei *) ist die Induktionsannahme (1.2)) benutzt worden und der Annahme, dass
14+2>0.

Aus dem Induktionsprinzip folgt dann (1.1]). [ ]

1.2.2 Funktionen auf N
Fakultat: man definiert

nl = nn—1)(n—-2) ... 3-2-1fir n € N\ {0},
o = 1

Also:
n|o]1]2]3]|4 |5 [6 |7 |8 | ]
nl [ 1]1]2]6]24]120 720 | 5040 | 40320 | ... |

Man kann n unterschiedliche Kugeln auf n! unterschiedliche Méglichkeiten hintereinander
legen.

®  Caanaha SN

4 Kugeln kann man auf 24 verschiedene Arten anordnen.

Binomialkoeffizient: man definiert

n nn—1 n—k+3n—-k+2n—-k+1
(k:) = i1 3 5 I fir n € N und k € N\ {0},

(g‘) — 1 firneN.

Mit n unterschiedlichen Kugeln kann man (Z) unterschiedliche Teilmengen von k& Kugeln
bilden.
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Nimmt man 3 aus 5 unterschiedlichen Kugeln, dann gibt es 10 Moglichkeiten.

Einige Identitéten:

(Z) = #!_k)!fﬁrk,nENmitkgn,
(Z) = (nﬁk) fir k,n € Nmit £ <n,
(kﬁl)—l—(?;) = (n7€—1> fir k,m e Nmit 1 <k <n,
y (Z) — 2" firneN.

Pascalsches Dreieck:

1 1 (o) )
12 1 = () () ()
13 3 1 () ( , (3)
1 4 6 4 1 (5) (1) (3) (3) (3)
1 5 10 10 5 1 () () () ; () )

Lemma 1.7 Fiir n € N und beliebige Zahlen x,y gilt:
n (M g
T+ = T .

=3 (1)

Wenn man erschrickt vor ), dann kann man so etwas notfalls anders schreiben:

no/n n n ny . ny . - n n n
ko m—k _ 0, n—0 plyn—1 2, n—2 3,n—3 4, n—4 A(n—1), n—(n—1) n, n—n
k;)(k>1y (0>xy +<1>Ly +<2>1y +<3>xy +(4>xy + ... +<n—1>£ y +<n>xy .

Dann geht man aber davon aus, dass jeder die Piinktchen versteht.

1.2.3 Ganze Zahlen

Man setzt:
Z=A{...,-2,—-1,0,1,2,... }.

Addition, Multiplikation und sogar Subtraktion lassen sich auf Z x Z definieren. Man sagt
n < m fiir n,m € Z, wenn es eine Zahl k£ € N gibt so, dass n + k = m.

1.3 Rationale Zahlen

Man setzt: n
Q= {E;nEZundeN\{O}}.
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Dabei unterscheidet man aber zum Beispiel nicht zwischen % und 1%. Man sagt > = ¢,
wenn nb = am. Addition und Multiplikation werden definiert durch

n_i_ainb—kma na _ na
m b mb e mb  mb

n

7 und n, dann ist Z eine Teilmenge von Q.

Identifiziert man

1.3.1 Algebraische Eigenschaften

Wenn man (K, +, ) schreibt, meint man damit, dass K irgendeine Menge ist, wobei Ad-
dition (+) und Multiplikation (-) definiert sind. Insbesonders soll K abgeschlossen sein
unter diesen beiden Operatoren, das heift: fiir alle a,b € K gilt a +b € K und a - b € K.

Definition 1.8 (K, +, ) nennt man einen Kdrper:

1. Fir alle a,b,c € K gilt (a +b)+c = a+ (b + ¢), die Assoziativitit der Addition;

2. Es gibt ein neutrales Element der Addition 0 € K so, dass fiir jedes a € K gilt
a+0=a;

3. Zu jedem a € K gibt es ein additiv inverses Element —a € K mit a+ (—a) = 0;
4. Fiir alle a,b € K gilt a + b = b+ a, die Kommutativitit der Addition;

5. Fir alle a,b,c € K gilt (a-b)-c=a-(b-c), die Assoziativitit der Multiplika-
tion;

6. Es qibt ein neutrales Element der Multiplikation 1 € K mit 1 # 0 so, dass
fiir jedes a € K gilt a -1 = a;

7. Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein multiplikativ inverses Element o' € K
mita-a ' =1;

8. Fir alle a,b € K gilt a-b=0b-a, die Kommutativitit der Multiplikation;
9. Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+c¢) =a-b+ a- ¢, die Distributivitdt.
Q wird mit Addition und Multiplikation ein Korper.

Bemerkung 1.8.1 Eigenschaften 1 bis 4 definieren (K, +) als (additive) Gruppe. Ebenso
definieren die Eigenschaften 5 bis 8 (K\ {0} ,-) als (multiplikative) Gruppe. Wenn nur die
Figenschaften 1-3 erfillt sind, dann nennt man (K, +) eine nicht-kommutative Gruppe.
Und um keine Verwirrung aufkommen zu lassen, wird (K, +), wenn alle 4 Eigenschaften
erfillt sind, auch explizit eine kommutative Gruppe genannt.

Man kann direkt kontrollieren, dass (Q,+,-) ein Koérper ist, und dass (Q,+) und
(Q\ {0}, -) eine additive, respektive multiplikative Gruppe ist.

Ofters sieht man folgende ,,Addition* in Q: ZHI= ﬁ. Angenommen wir nehmen
immer die ‘kleinst mogliche” Schreibweise in Q, also % statt %, welche Probleme hat man
denn so fiir (Q,H, -)? Welche Kérpereigenschaften wéren nicht erfiillt?
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1.3.2 Anordnung

Auf 7Z gibt es eine natiirliche Anordnung. Die Anordnung von Z koénnen wir iibertragen
auf Q:

Definition 1.9 Se: % und % in Q (mitn,a € Z und m,b € N\ {0} ).

< — wenn nb < ma.

Sall RS

n
m

Und man schreibt > < ¢ wenn = < ¢ und &= # 2.
m b b m b

n
m

1.3.3 Unendlich und abzihlbar

Definition 1.10 1. Man nennt eine Menge A unendlich wenn A nicht leer ist und
wenn es eine Abbildung f : A — A gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.

2. Man nennt eine Menge A abzdhlbar unendlich wenn A unendlich ist und es eine
surjektive Abbildung f : N — A gibt.

Lemma 1.11 Q st abzdhlbar unendlich.

1.3.4 Rationale Zahlen reichen nicht

Die Griechen aus der Zeit von vor etwa 500 v.C. brachten die Zahlen in Verbindung mit
messbaren Langen und dachten, dass sich alle Zahlen als Verhéltnis von ganzen Zahlen
schreiben lassen. Modern gesagt: Q reicht. Die Lénge der Diagonalen im Einheitsquadrat
gibt da aber schon ein Problem. Wegen Pythagoras findet man fiir die Lange x nédmlich
?=12+12=2.

Lemma 1.12 FEs gibt keine rationale Zahl x so, dass x> = 2.

Beweis. Man beweist diese Aussage durch einen Widerspruch. Nehme an, es gibt n € Z
und m € N\ {0} so, dass
nA2
()2
m

Man darf annehmen, dass n und m keinen gemeinsamen Teiler haben, denn wenn es nicht
so wiére, konnte man n und m vereinfachen, indem man durch den gemeinsamen Teiler
dividiert. Es folgt

n? = 2m?
Weil die rechte Seite gerade ist, muss auch die linke Seite gerade sein und so auch n. Es
folgt, dass n = 2k fiir irgendein k£ € Z, und man findet

4k? = 2m?2.

Aus m? = 2k? folgt, dass m gerade ist und man erhilt einen Widerspruch. [

Anscheinend reichen die rationalen Zahlen nicht aus, und es gibt Locher zu fiillen
zwischen den rationalen Zahlen. Das fithrt zu den sogenannten reellen Zahlen.
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1.3.5 Wie kann man reelle Zahlen einfithren?

Eine Moglichkeit, die rationalen Zahlen zu vervollstandigen, ist, die Anordnung von Q zu
benutzen. Eine Konstruktion ist wie folgt:

1. Sei § die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsend und nach
oben beschrankt sind.

2. Wenn {a,} -, und {b,},_, aus § sind, dann sagt man {a,},_, ~ {b,},—, (beide
Folgen sind dquivalent) wenn fiir jedes g € Q gilt

a, < qfirallen eN < b, <qfiir allen € N.

Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken.

3. Schlussendlich setzt man R = (§, ~), dass heiit, man identifiziert Folgen, die dquivalent
sind.

Man fasst diese Konstruktion zusammen, indem man sagt:
R ist die Menge aller Grenzwerte von monoton wachsenden, beschrinkten Folgen aus Q.

Wir haben aber noch nicht gesagt, was ein Grenzwert oder ein Limes ist. Wir kommen
dann auch nichste Woche zuriick auf diese Einfiithrung der reellen Zahlen.

Beispiel 1.13 Wir zeigen hier den Anfang einer monoton wachsender Folge, die
V2 = 1.4142135623...

liefert:

] 14 141 1414 14142 141421
7107 1007 1000" 10000° 100000" " f

Eine andere monoton wachsende Folge rationaler Zahlen, die \/2 approzimiert, ist {a,}
definiert durch ag = 1 und

neN’

3a2 +2
4a,

fiirn € N. (1.3)

Apy1 =

Man findet

5 107 47147 9013274027  327109561768877858987
" 47 807 342407 64572531207 232803967329042856960 "

und wenn man diese Zahlen bis in 10 Dezimalen berechnet, findet man
{1, 1.25, 1.3375, 1.376956775, 1.3958371864, 1.4050858562,...}.

Wir werden noch sehen, dass man /2 viel schneller approzimieren kann.
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Reelle Zahlen J W e

2.1 Ordnung

Definition 2.1 Man nennt < eine Ordnung fir K, wenn
1. fir alle a € K gilt a < a (Reflexivitit),
2. fir alle a,b € K mit a < b und b < a gilt a = b (Antisymmetrie),
3. fir alle a,b,c € K mit a < b und b < ¢ gilt a < ¢ (Transitivitit).

Definition 2.2 (K, <) nennt man total geordnet, wenn < eine Ordnung fir K ist und
zusdtzlich

4. fiir alle a,b € K gilt, a < b oder b < a.
Definition 2.3 (K, +, -, <) heifit ein total geordneter Kdrper wenn
1. (K, +,-) ein Korper ist,
2. (K, <) total geordnet ist,
3. fir alle a,b,c e K mita < b gilt a+c<b+c,
4. fir alle a,b,c e K mita <bund 0 <cgilta-c<b-c.

(K, +, <) heiit eine total geordnete Gruppe, wenn (K, +) eine Gruppe ist und die
Bedingungen 2 und 3 aus Definition [2.3] erfiillt sind.

Man kann zeigen, dass (Z,+, <) eine total geordnete Gruppe ist und (Q, +, -, <) ein
total geordneter Korper.

Wenn (K, <) total geordnet ist, dann heifit £ € K eine obere Schranke fiir die
Teilmenge A C K, wenn fiir alle a € A gilt, dass a < k.

Nehmen wir (Q x Q, <), wobei ,,(q1,q2) < (p1, p2)“ definiert wird durch ,,¢; < p; und
go < po, dann ist < eine Ordnung aber nicht eine totale Ordnung.

9
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2.2 Eine Einfiihrung der reellen Zahlen
Definition 2.4 FEine Relation ~ auf M heift Aquivalenzrelation, wenn

1. fir alle x € M gilt: x ~ © (Reflexivitit),

2. fir alle x,y € M gilt: x ~y = y ~ x (Symmetrie),

3. fir alle x,y,z € M qilt: (x ~y ANy~ z2) = x ~ z (Transitivitdt).

Mit Hilfe der Ordnung und einer Aquivalenzrelation lassen sich die reellen Zahlen
einfiihren.

Definition 2.5 (R als Grenzwerte beschrinkter monoton wachsender Folgen) FEine
erste Konstruktion:

1. Sei § die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsencﬂ und nach
oben beschrinkt] sind.

2. Fir{a,},” o, {bn}r—y € § sagt man{a,},- o ~ {bn}.—, (beide Folgen sind dquivalent),
wenn fiir jeden q € Q gilt

an, < q fir allen e N < b, <q fir allen € N.

Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken.

3. R:= (3, N),"das heif$t, man identifiziert dquivalente Folgen und definiert R als die
Menge der Aquivalenzklassen.

ay az a3 auaxigaae

Man kann Q als Teilmenge von R betrachten, indem man fiir ¢ € Q die Aquivalenz-
klasse der Folge {q,q,¢,q,q, ...} nimmt. Wenn man jedoch jedes mal ein Element von R
als Aquivalenzklasse einer bestimmten Folge beschreiben wiirde, wird man schnell miide.
Stattdessen versucht man solche Elemente kiirzer zu beschreiben. Wir geben ein paar
Beispiele.

e Die Aquivalenzklasse zu {a,}>°,, die man in 1’ definiert hat, nennt man v/2.

e Die Aquivalenzklasse zu {(1 + %)n}:;o nennt man e.

Man kann zeigen, dass diese Folge tatsédchlich steigend ist. Weil

— 1 — 2
nom+ gn m+ firl<m<n
n n —+

gilt, denn

n—-m+1)n+1)=n*~mn+2n—m+1<n*—mn+2n=Mn-m+2)n

'Eine Folge {a,},., heifit (monoton) wachsend wenn ag < a; < ap < ... Genauer gesagt, wenn
an < apyq fiir alle n € N. Man nennt die Folge streng wachsend, wenn a,, < a,1 fiir alle n € N.

Eine Folge {an} -, heiBt nach oben beschréinkt, wenn es eine Zahl M gibt mit a, < M fiir alle
n e N.
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folgt fiir 1 < k < mn:

n n

k
(2)(1> _tn o onzkAl
k'n
1n+1 n—k+2 .0 f 1\
— = (" : 2.1
kln+1 n+1 (k)<n+1) (2.1)

Aus (2.1) folgt wiederum

() - o g

<

n 1 k
<14 (n;l)( ) <
— n+1
n+1 k n+1
1 1
<300 () = ()
k=0
Die Folge ist auch beschréankt:
1\" N AR " 1
<1+E> = Z(k)(g) SZESl—Flﬁ-Zm:
k=0 k=0 k=2
“k—(k—1) = 1 1
2 non 2t (k—l k)
k=2 k=2
n

o0

nennt man 7.

e Die Aquivalenzklasse zu {ZZZO m}
n=0

Es stellt sich heraus, dass R eine verniinftige Struktur hat und auf natiirliche Weise
die Locher in Q auffiillt.

Satz 2.6 (R, +,-, <) ist ein total geordneter Kirper.

Beweis. Addition, Multiplikation und Ordnung sind fiir Q definiert, und man hofft, das
auch fiir R &hnlich zu haben. Also formell muss man jetzt Addition, Multiplikation und
Anordnung fiir R neu definieren und zeigen, dass (R, +, -, <) tatséchlich einen total ge-
ordneten Korper bildet. Q soll auf verniinftige Weise eingebettet sein. Ein Paar Sachen
werden wir zeigen.

Erstens die Addition. Die ist relativ einfach. Man definiert  + y, indem man zwei
Folgen rationaler Zahlen zu x und y nimmt, sage = = {z,},-, € § und y = {y,} -, € &,
und schreibt

r+y= {xn + yn}zo:O :

Mit # = {z,}°°, ist gemeint, dass {x,}>", ein Vertreter aus § ist fiir die Aquivalenz-
klasse zu € (§,~). Man kann zeigen, dass {z, +yn},., € § und die dazu gehérende
Aquivalenzklasse nicht abhéingt von den Vertretern {x,}>" ; und {y,}°,.

Auch kann man schon zeigen, dass drei Eigenschaften eines Korpers (Assoziativitét,
Existenz von einem neutralen Element und Kommutativitéit beziiglich der Addition)
erfiillt sind.
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Fir die Existenz eines additiv inversen Elementes zu « kann man nicht einfach {—z,,} >~
nehmen, weil diese Folge nicht monoton wachsend ist. Wenn z € (§, ~), gibt es aber ein
—z € (§,~), und das sieht man zum Beispiel mit Hilfe des folgenden Algorithmus. Der
liefert eine Folge {b,} -, die —z vertritt.

Algorithmus 2.1 1. Sei g € Q eine obere Schranke fiir {z,},_, und setze
bp :=—q, n:=0 und s:=1.
o

2. Wenn —b, — s eine obere Schranke ist fir {z,},_,,

Wenn —b, — s keine obere Schranke ist fir {z,},_,,

setze b, :=0b, + s.
setze b,.1 := b, und

3. n:=n-+1 und gehe zuriick zu 2.

Die Folge {b,}, -, soll —z = {b,} ° liefern. Dann mufl man aber noch zeigen, dass
z + (—z) = 0 oder besser gesagt: dass 0 die kleinste obere Schranke fiir {z,, + b,} - ist.

Multiplikation ist schon lastiger. Wenn = = {z,,}~ , € Fund y = {y,} -, € § so sind,
dass x, und y, positiv sind fiir n geniigend grof}, dann setzt man

z -y = {max (0, z,) max (0, y,) }°2,

Auch hier mul man zeigen, dass das Ergebnis nicht vom zufélligen Vertreter abhéngt.
Wenn fiir alle z,, gilt, dass =, < 0, aber y, > 0 fiir n geniigend grof}, dann benutzt
man zweimal den Algorithmus fiir das additiv Inverse und definiert

z-y=—((=2)-y),

und so weiter.

Die Ordnung < wird wie folgt definiert. Seien z, y vertreten durch {z,} =, {yn}ey €
3§, dann setzt man z < y, wenn:

{zn} g ~{yntey oder IN e N:n> N =z, < y,.

Auch hier muss man kontrollieren, dass man so eine totale Ordnung bekommt.

Das ganze ist eine ziemliche langwierige Sache und die Ergebnisse sind nicht sehr
iiberraschend. ™

Notation 2.7 Die folgenden Teilmengen von R nennt man Intervalle. Seien a,b € R mit
a<b

o [a,b] :={zx € R; a <z <b}; (geschlossenes Intervall)
o (a,b) :=={z € R; a <z <b}; (offenes Intervall)

o (a,b] :={z €eR; a<z<b}.

Manchmal sieht man auch:

o (—00,b] :={x eR; z <b}.

Die Bedeutung von [a, b), [a,o0), (a,00) und so weiter kann man erraten.

Wir haben hier die Symbole —oo (negativ unendlich) und oo (positiv unendlich) be-
nutzt. co und —oo sind keine Zahlen und liegen nicht in R. Man schreibt ab und zu
trotzdem R := RU{—o00,00}. Mit (K, +, ) kann man aber nicht mehr wie mit einem
Korper arbeiten: co — oo lésst sich nicht verniinftig definieren.
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2.3 Andere Einfiihrungen der reellen Zahlen

Statt monoton wachsender, nach oben beschréankter Folgen in Q zu nehmen, kann man
auf dhnliche Art auch monoton nach unten beschréinkte Folgen in Q nehmen. Das wére
eine zweite Konstruktion.

bbby bs b

Fiir eine nédchste Mdoglichkeit brauchen wir die Betragsfunktion. Sei K eine Gruppe
oder ein Korper mit einer totalen Ordnung <. Dann setzt man

a wenn a > 0,
la| =
—a wenn a < 0.

Und a < 0 bedeutet 0 > a und a # 0.

Definition 2.8 (R durch Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen) Fine dritte Kon-
struktion:

1. {a,},>, mit a, € Q heifit eine Cauchy-Folge (auch Fundamentalfolge genannt)
wenn.:
Ve >03IN. e N:n,m > N, = |a, — a,| <e.

Sei €F die Menge aller Cauchy-Folgen in Q.

2. Fir{a,},” o, {bn}r—y € €F sagt man {a,},—, ~ {bn}.—, (beide Folgen sind dquivalent)
wenn
Ve >0 3dM. € N:n> M. = |a, — b,| <e.

3. R:= (€F, ~).

C1 C3 Cs Cy@pCe Cu C2

Definition 2.9 (R durch Dedekindsche Schnitte) Eine vierte Konstruktion:
1. (A, B) heifit Schnitt von Q, wenn A, B C Q mit

(a) A#0, B#0) und AUB=Q und AN B = .
(b) fiir jedes a € A und b € B gilt a < b.

2. wenn es q € Q gibt mit a < q fir alle a € A und ¢ < b fiir alle b € B, dann
(A\{a}, BU{q}) ~ (AU{q}, B\{q}).

3. Sei & die Menge aller Schnitte in Q und R := (&, ~).

=
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Beispiel 2.10 Ein Schnitt fir /2 ist

e A={aeQ;a<0 odera® <2},

e B={a€Q;a>0unda®>2}.

Definition 2.11 (R durch Intervallschachtelungen) FEine finfte Konstruktion:
1. {I1,},°, mit I, = [an, b,] und a,, < b, heifit eine Intervallschachtelung, wenn

(a) fir jedesn € N gilt 1,1 C I,;
(b) es fiir jedes € > 0 ein Intervall I,, gibt mit Lange b, — a, < €.

Seir J die Menge der Intervallschachtelungen in Q.

2. Zwei Intervallschachtelungen {I,} ", und {J, },—, heiffen dquivalent, wenn fir jedes
neN gilt 1,0 J, # 0.

3. R:=(J,~).

ax a az azangdipbbsbs by by
e ]

T

Beispiel 2.12 Eine Intervallschachtelung fiir v/2 ist {[an, by]},cn mit

3a24+2 p.
° aozlundanﬂz%furneN,

2
o by =2 und b1 = 222 firn € N.

2.3.1 Nur eine vollstindige Erweiterung?

Zu diesen verschiedenen Einfiihrungen von R sollte man aber einige Fragen klaren. Zum
Beispiel:

e Liefern diese Verfahren alle das gleiche Ergebnis?

e Man findet, mit Q angefangen, eine groflere Menge, die man R nennt. Wenn man ein
dhnliches Verfahren loslédsst auf R, bekommt man dann eine noch gréfiere Menge?

Selbstverstéindlich sind monoton wachsende Folgen keine monoton fallenden Folgen
und man hat streng genommen zwei verschiedene Ergebnisse, wenn man bei den ersten
beiden Konstruktionen nur die Form der Konstruktion betrachtet. Trotzdem soll man das
Gefiihl haben, dass diese zwei Methoden keinen wesentlichen Unterschied herbeifiihren. In
der Mathematik verwendet man den Begriff isomorph. Man meint mit ,,A ist isomorph
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zu B*, dass es nicht nur eine bijektive Abbildung von A nach B gibt, sondern dass diese
Abbildung auch die Struktur erhalf]
Bevor wir die zweite Frage beantworten konnen, brauchen wir:

Definition 2.14 Sei (K, <) total geordnet. Dann heifit K vollstindig beziiglich der
Ordnung <, wenn jede nicht-leere nach oben beschrinkte Menge M C K eine kleinste
obere Schranke hat. Diese kleinste obere Schranke von M heifit das ,,Supremum von
M “ und man schreibt sup M .

Satz 2.15 Es gibt, bis auf Isomorphien, eine eindeutige Erweiterung R von Q, die voll-
stindig ist beziiglich der Ordnung <.

Es gibt Erweiterungen von @Q, die echt kleiner sind als R, aber nicht vollstindig
beziiglich der Ordnung sind. Zum Beispiel ist auch Q [ } {p +qV2;p,q € Q} ei-
ne Erweiterung von Q.

2.4 Eigenschaften

2.4.1 Abzihlbarkeit
Wir haben gesehen, dass Q abzéhlbar unendlich ist. Wie ist das mit R?

Satz 2.16 R ist nicht abzihlbar.

Beweis. Wir nehmen an, {zg, 1, s, ...} sei eine Abzdhlung von R, und werden einen
Widerspruch erzeugen. Das funktioniert wie folgt. Zu jedem x,, kann man die Dezimalent-
wicklung als Folge nehmen. So wie /2 die Aquivalenzklasse von der monoton wachsenden
und beschrénkten Folge {1, 1.4, 1.41, 1.412, ...} darstellt. Wir definieren y durch eine
Folge {yy },-,, die wir als Dezimalentwicklung definieren, wo die n-te Dezimale von y (eine
Ziffer von 0 bis 9) ungleich der n-ten Dezimale von z,, gewihlt wird (und auch ungleich
9). Also zum Beispiel fiir die reellen Zahlen

I

{50, 51, 51.3, 51.34, 51.343, 51.3436...}
{400, 440, 444, 444.6, 444.66, 444.666...}
{0, .1, .19, .191, .1912, .19121, .19123...}
{3, 3.1, 3.12, 3.123, 3.1234, 3.12345, ...}

Zo

124

X1

I

T2

I

T3

wéren die Dezimale, die zu meiden sind, 1.693 ... . Wir setzen

y = {2, 2.7, 2.78, 2.784, ... }.

3Der Begriff Isomorphie hingt ab von der betreffenden Struktur.

Definition 2.13 Zwei total geordnete Korper (K, +,-,<) und (L,®,®,<) heiflen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : K — 1L gibt, so dass:

1. p(a+0b) =¢(a) ® ¢(b);
2. p(a-b) =¢(a)© ¢(b);
3. a<b<spa) < pb).
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Die Zahl y liegt in R (die Folge ist monoton wachsend und beschréinkt) aber nicht in der
Abzéhlung, weil y sich von jedem x,, in mindestens eine Dezimalstelle unterscheidet und
daher keinem x,, gleicht.

Die Ziffer 9 oder 0 soll vermieden werden, weil

1.00000000... = .9999999999... .

Die Dezimalentwicklung von reellen Zahlen ist leider nicht eindeutig (surjektiv aber nicht
injektiv!). |

Weitere Ergebnisse die niitzlich sind:
Lemma 2.17 o Fir alle x,y € R mit x <y gibt es ein g € Q, so dass v < q < y.

e [ir alle p,q € Q mit p < q gibt es v € R\Q so dass p < x < q.

2.4.2 Vollstandigkeit
Einen ganz wichtigen Bestandteil von Satz mochten wir noch mal betonen.

Korollar 2.18 (R, <) ist vollstindig, das heifst, jede nicht leere, beschrinkte Menge aus
R hat ein Supremum.

Eine andere Moglichkeit, diese Vollstandigkeit zu formulieren, braucht den Begriff
,,Grenzwert “.

Definition 2.19 Sei {a,}, -, eine Folge von Zahlen in R. Die Folge heifst konvergent
nach a € R, wenn Folgendes gilt:

Ve >0, AN. €N, n> N, = |a, —a| < e.

Man schreibt lim a,, = a und nennt a den Limes oder Grenzwert.
n—oo

Die meistbenutzten Formulierungen der Vollstéindigkeit von R sind wie folgt:

Satz 2.20 e Jede beschrinkte nicht leere Menge in R hat ein Supremum in R.
e Jede monoton wachsende, nach oben beschrdnkte Folge in R hat einen Limes in R.
e Jede monoton fallende, nach unten beschrdnkte Folge in R hat einen Limes in R.

o Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent in R.
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Komplexe Zahlen 1 Jy - -

3.1 Etwas Imaginires

Zusétzlich zu den reellen Zahlen fithren wir das Symbol ¢ ein und wir vereinbaren:
2
1°=—1.

Wir mochten die reellen Zahlen erweitern mit <. Das heift, wir méchten mit ¢ addieren und
multiplizieren konnen. Sofort sieht man, dass die kleinste Menge, die RU {i} umfasst und
abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist, mindestens Zahlen der Form x + iy
enthalten sollte und wir auch fiir solche Zahlen Addition und Multiplikation definieren
miissen. Betrachten wir also
R[i] = {x + iy;z,y € R}
e Die Addition wird wie iiblich[] definiert:
(x+iy)+ (a+ib) = (xr4+a)+i(y+Db).

Man sieht fast sofort, dass Assoziativitdt und Kommutativitéit fiir diese Addition
gelten, dass auch ein neutrales Element, 0+ 0, zur Addition existiert und dass jedes
Element ein additiv Inverses hat.

e Wenn wir die ,,normale“ Regel fiir Multiplikation in R erhalten mochten, dann sollte
gelten

(x +1y) (a+ib) =z (a+1ib) + iy (a+ ib)
=zxa+zib+iya+iyib
=za+izb+iyat+iiybd
= (za —yb) +i(zb+ ya).

Die Multiplikation definieren wir auch so. Wir schreiben vorldufig mal ©:

(x+1y) ® (a+ib) = (za — yb) + i (xb+ ya).

'Das Wort ‘iiblich’ ist eigentlich nur eine Ausrede, um die Feinheiten unter den Teppich zu kehren.
Formell unterscheidet man drei verschiedene +. Schreiben wir + fiir die bekannte Addition in R, + fiir
die Notation in R [{] = {z + iy; z,y € R} und & fiir die Addition in R [¢], wiirde es so ausschauen:

(x+iy) @ (a+ib) = (x+a)+i(y+b).

Weil (R [i], @) eine Gruppe bildet, folgt, dass diese Notation sehr stabil ist und dass man ohne Probleme
dreimal + schreiben kann.

17
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Jeder Buchhalter kann direkt kontrollieren, dass Assoziativitdt und Kommutativitat
fiir die Multiplikation gelten. Sogar die Distributivitét folgt unmittelbar. Auch findet man
gleich das neutrale Element:

(r+iy) ©(1+i0)=(x1—y0)+i(zr 0+y 1) =z +1y.

Fiir das inverse Element bei der Multiplikation muss man sich einige Miihe geben. Fiir
x+iy # 0+40, also v # 0 und y # 0, hat man 2? + y? # 0, und es ist folgendes
wohldefiniert:

x )
x? + y? +Z:z:2+y2'

(z+iy) " =
Eine Kontrollrechnung ergibt

AR M
7
2+y? ity

& - I N — 140
x2+y2 x2+y2y x2+y2y :L-2_|_y2

Man kann R sogar als Teilmenge von R[i] auffassen, indem man = + 0 und x identifi-
ziert. Die Multiplikation ® in R [7] vertrdgt sich mit der Multiplikation in R:

(x41iy) " O (z+1iy) = (

zra=(x+i0)0(a+i0)=(xa—-00)+i(x0+0a)=2za+1i0 =2z a.

Deshalb gibt es keine Probleme, wenn wir statt (z + iy)®(a + ib) ab jetzt nur (z + iy) (a + ib)
schreiben. Man setzt
((Cv +, ) = (R [2] 1 ®>
und nennt C die Menge der komplexen Zahlen. Die Tatsache, dass (C, +, -) eine verniinftige
Struktur hat, fasst man zusammen in:
Lemma 3.1 (C,+,) ist ein Korper.
Beispiel 3.2 o (1+12) + (34 i4) =4+ 16,
o (1+i2)(3+1i4) = —5 +110,
IT+d2 4

hd 3+i4_25 225’

e 2=(04i1)>=(041)(0+4l) = -1 +1i0 = —1.
Endlich konnen wir die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen:

Beispiel 3.3 Man list 2> = —17 wie folgt:

22:—17@22—@\/@ DN (z—z'\/1—7> (z—l—z'\/l_?) —0

2

und

(z—zx/ﬁ) (z—l—i\/1_7):()(:><z—i 17 =0 oder z +iV/17 = )
Man findet z € {2\/1_7, —z\/ﬁ}

Obwohl C nicht R? ist, kann es niitzlich sein, die Darstellung in R? zu benutzen, um
Fragen zu veranschaulichen.
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Definition 3.4 Sei z € C und schreibe z = x + 1y mit x,y € R.

1. Der Realteil: Re(z) = x;
2. Der Imagindrteil: Im(z) = y;

3. Der Betragﬂ: |z] = /22 + y?;

4. Das Argument: Arg(z) = ,,die Grofie des Winkels £ (1,0, z) gegen den Uhrzeiger-
sinn gemessen “.

Man sollte noch kontrollieren, ob der oben definierte Betrag iibereinstimmt mit dem
schon vorher definierten Betrag fiir reelle Zahlen:

>
\x+¢0|(c:\/m:\/ﬁ:{ @ (wenn z 2 0) }:MR;

—z (wenn z < 0)

also konnen wir ohne Probleme | | schreiben.
Niitzlich ist auch die sogenannte komplexe Konjugation.

Definition 3.5 Fiir z € C, mit z = x + 1y und x,y € R, schreibt man z = x — 1y.
Bemerkung 3.5.1 Z nennt man das komplex Konjugierte von z.
Lemma 3.6 Sei z,w € C. Dann gilt:

*;

)

e 2 Z=1|z

=Z4+w undzZw=7zZw.

°
©
_l’_
S

Der Beweis ist direkt.

Die komplexe Konjugation kommt u.a. zur Hilfe bei der Division:

w Wz _9  _
—=——=—=z| "wz.
z 2Z
Zum Beispiel:
1—2 1—2i —3—4i (1 —2i) (=3 —44) —11+ 24 11+.2
= = = R — 71—
—3+4i 344 —3—4i (—=3+4+4i)(—3—4) 32+ 42 25 25

Man hat jetzt zwei ‘verschiedene’ Moglichkeiten eine komplexe Zahl zu schreiben:

z = Re(z)+ilm(z),
z = |z|(cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) .

2. Absolute value” oder ,,modulus” in Englisch.
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3ir
; z Argz: |
m ‘ 2i
3i | i
‘ Re z ‘
2i -4 -3 2 -1 1 2 3
Arg z : i |
i |
v - 21
. Imz
1 1 2 3
Re z
- 3| L

Addition zweier komplexer Zahlen kann man darstellen, indem man das Parallelo-
gramm zu den beiden Punkten komplett macht. Uberraschenderweise kann man auch zu
der Multiplikation eine geometrische Darstellung finden.

Lemma 3.7 Wenn z,w € C, dann gilt:

L |zw| = |z] |w],
2. es gibt k € {0,1} so, dass Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) — 2km.

Bemerkung 3.7.1 Grob zusammengefasst: ein Produkt in C ist ,,Langen multiplizieren
und Winkel addieren .

Beweis. Wir schreiben z = z + iy und w = u + v und finden:

lzw| = [(zu—yv) +i(zv +yu)| = /(2202 — 2zyuv + y2v?) + (2202 + 2xyuv + y2u?) =
— \/xQuQ + 202 + 2202 4 202 = \/(a:2 +12) (02 +y?) = \/:c2 + yQ\/UQ +u2 = |z| |w|.

Mit Hilfe der ‘zweiten’ Schreibweise und Arg(z) = a, Arg(w) = 3, haben wiif]

2w = |z| (cosa +isina) - |w| (cos f + isin fB) =
= |z||w| ((cosacos B —sinasin ) + i (cosasin f + sin acos ) =
= |z||w| (cos (o + ) + isin(a + B)).

Also
cos (Arg(zw)) = cos (o + ) und sin (Arg(zw)) = sin (a + )

und weil 0 < o + < 4m, findet man Arg(zw) = a +  oder Arg(zw) =a+ 5 —27. =

3Die altbekannten Winkelformeln fiir sin und cos:

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf,
sin (a + 3)

cos asin 8 + sin . cos 3.
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3.2 Algebraische Gleichungen in C
Definition 3.8 FEine Funktion p: C — C der Form
p(2) = a2 + ap 12"+ a2+ ag
mit n € N und a; € C nennt man Polynom. Wenn a,, # 0, dann sagt man: ,,p hat Grad

n“ Eine Zahl z; € C so, dass p(z1) = 0, heif§it eine Wurzel von p.

Man kann mit diesem ¢ jetzt Quadratwurzeln von negativen Zahlen ziehen. Was pas-
siert aber, wenn man z? = i oder z? = 2 + 2i zu lésen versucht? Gibt es Losungen von
2° =47 Und wenn es sie gibt, kann man sie auch berechnen?

3.2.1 Das Losen von z" =w

Wir fangen gleich mal allgemeiner an und fragen uns, ob wir
2" =w € Cund n € N\ {0}

16sen konnen.
Benutzt man das letzte Lemma, dann findet man

21" = |2"] = |wl,

und weil |w| > 0 ist und |z| > 0 sein sollte, folgt

2] = /[l (3.1)

Weil
Arg(z") = Arg (w),

wenn z eine Losung ist, 148t der zweite Teil des gleichen Lemmas folgern, dass
Arg(2") = n Arg(z) — 2km
wobei man ein k € {0,1,2,...,n} zulassen muss. Also hat man
1
Arg(z) = — (Arg (w) + 2k7) firein k € {0,1,2,...,n —1}. (3.2)
n

Das heifit, wenn z eine Losung ist von z" = w, dann kann (3.1)) und (3.2]) kombinieren
und bekommt

z = |z|(cos(Arg(z)) + isin (Arg(z))) =

_ Yl (cos (% (Arg (w) + Zkﬂ)) +isin (% (Arg (w) + m))) |

Lemma 3.9 Die Lisungen z € C von 2" = w € C und n € N\ {0} sind:

{W(eog (Arg(wiJr%W) +isin (Arg(wT)ﬁm)) ke f{0,1,2,...,n— 1}}.

Bemerkung 3.9.1 Man bemerke, dass es fiir w # 0 genau n verschiedene Lisungen gibt.
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Beweis. Vorher haben wir schon gezeigt, dass jede Losung diese Form hat. Mit Lemma
sieht man direkt, dass man auch tatsdchlich Losungen hat:

2" = (W (COS (%Arg (w) + %27r) + isin (%Arg (w) + %2%)))n =
= |w|(cos (Arg (w) + k27) + isin (Arg (w) + k27)) =
= |w]| (cos (Arg (w)) + isin (Arg (w))) = w.

Man erinnere sich, dass sin und cos 27-periodisch sindﬁ. [

Beispiel 3.10 Gefragt: 26 = —4 — 4/3i.
Es folgt |2|° = |25 = |—4 — 4V/3i| = \/(—4)2 + (—4\/5)2 = /64 =8 und

5| = V8 = (2°)° =28 =2} = v2.

Auch hat man Arg(2%) = Arg(—4 — 4v/3i) = i (fertigen Sie eine Skizze an) und damit

1 /4 2 1
Arg(z) = 6 (gﬂ' + ZkW) =3 + gkﬂ'.

Die Liosungen sind

2 2 5 5 8 8
V2 (COS §7r + 7 sin §7r) ) V2 (COS §7r + ¢sin §7r) ) V2 (cos §7T + ¢ sin §7T> )

11 11 14 14 17 17
V2 (cos Eﬂ' + 2 sin gﬂ) , V2 (cos EW + 7sin Eﬂ) , V2 (cos EW + 7 sin 37() .

Leider ist das kaum einfacher zu schreiben. Man sieht aber so direkt, dass diese 6 Losungen
in der komplezen Ebene die Ecken eines regelmdfligen Sechsecks bilden.

Beispiel 3.11 Gefragt: 2> = 1 + 2i.

Es folgt |2|* = |2%] = V124 22 = \/5 und
|2 = V5.

Auch Arg(z?) = Arg(1 + 2i) = arctan (2) und damit

1 1
Arg(z) = 3 arctan(2) oder Arg(z) = 5 arctan(2) + 7.

4Vorliufig werden wir die sin und cos benutzen, so wie man sie in der

Schule eingefiihrt hat, das heifit, als ‘Projektionen’ von Punkten sing——
auf dem Einheitskreis. Und dann gibt es noch tan(p) = z;r;((g

17 —
tr
1
2
11 1 2 £ 4 3 5 6 on
" Fn 3
1

-

cos ¢

Der Graph fiir den Sinus geht durch (0,0) und ist hier rot; der fiir

Cosinus ist blau; fiir den Winkel benutzt man die Bogenlénge auf
dem Einheitskreis und nicht Grad oder ”degree”.
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Die Losungen sind

75 <Cos @ arctan(2)) +isin @ arctan(Q))) und
~V5 (cos G arctan(2)> +isin G arctan(2))) .

Beispiel 3.12 Darstellungen in der komplezen Ebene der Lésungen von 2 = 1+ 2i und
von 22 = —2 + .6i. Der Winkel in schwarz ist %, beziehungsweise %, vom blauen Winkel.
1+2i

Beispiel 3.13 Schreibe ohne trigonometrische Funktionen: cos (% arctan(2)).

Setze v = /5 cos (1 arctan(2)) und y = V/5sin (1 arctan(2)), und man hat (z + iy)® =
1+ 2i. Nun vergleicht man den Real- und Imagindrteil von rechter und linker Seite und
findet

22 —y* =1 und 2zy = 2.

So folgt y = L und 2* — 272 = 1. Via 2? (* — 272) = 2* bekommt man

1\° 5 1 1

4 2 2 2
—r2_1= _ ) == — Z 4 Z4/5.

T T 0<:>(x 2) 4<:>x 2j:2\/5

Weil 22 nicht negativ ist, hat man z* % + % 5 und x = £4/ % + %\/5 Weil x positiv

ist, folgt
cos 1arctan(2) =) %—i_%\/g— 1\/3—1—1
2 s 5 V1o 2

3.2.2 Das Loésen von 22+ 32 +~v=0

Der Trick, den wir im letzten Beispiel angewendet haben, ist auch niitzlich fiir das Be-
rechnen der Wurzeln eines quadratischen Polynoms:

2
P4 Bz+y=0& (2+18)" =18 —1.
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Dieser Trick wird die quadratische Ergénzung genannt. Setzen wir w = z + %B, dann
kénnen wir w? = 18* — 4 16sen, entweder durch

1
| = /|36 = 7| und Arg(w) = S Arg (36° = 7) + 2k

oder mit w = x + 1y durch
2 —y*=Re (1#* — ) und 2zy =Im (18% — 7).

Wie vorhin hat man y = %mfl Im (}152 — 7) (wenn nicht zufélligerweise Im (}152 — 7) =0
gilt) und es folgt 22 — Bx~2 = A und

2 — A —B=0

wobei A = Re (}LBQ — 7) und B = ix*Q (Im (iﬁg — 7))2. Als néchstes 16st man nach

2%, x und anschlieBend nach y auf. Bemerke, dass man zwei Losungen fiir z und das

dazugehorende y findet. Schlussendlich bekommt man
) 1
z=x 41y — 3 5.

Beispiel 3.14 Wenn man zum Beispiel 2> = —4 lisen méchte, dann kann man auf
einem Schmierblatt z = +v/—4 = £4\/—1 = +2i schreiben. Wenn man anschliessend
das Schmierblatt dahin tut, wo es hingehort, nimlich ins Altpapier, und z € {2i,—2i} als
Antwort liefert, wird das niemand einem tibel nehmen.

Schlimmer wird es schon, wenn man 2% = 2i lost durch z = +ViV2. Jetzt ist diese
Wurzel aus © wohl ganz fehl am Platz. Da hilft nur noch

12)* = |2%| =2 also |2 = V2 und
2Arg (2) = Arg (2%) + 2km = 7 + 2kx fir k € {0,1}.
Man bekommt zwei Moglichkeiten: z = z, und z = z3, wobei
7 = V2 (Cos (iﬂ') + 7sin (iﬂ')) =2 <%\/§+ z%ﬂ) =1+1,
2= V2(eos (3r) +isin (37)) = V2 (-1v2 - idv2) = -1 -4
Wenn man unbedingt die Wurzelfunktion fiir komplexe Zahlen definieren mochte, hat

man ein Problem. Wir werden spiter zeigen, dass man dazu entweder eine nicht-stetige
Funktion oder eine mehrwertige Funktion verwenden sollte.

Beispiel 3.15 Wenn man Maple bittet 2% + (1 + 42+ (3 + \/5)) Z24+vV24+11i =0 zu
losen, bekommt man wiederum zwei Moglichkeiten.

> solve(z"2+(1+4*2"(1/2)+I*(3+2~(1/2))) *z+2"~(1/2)+11*I=0,z) ;

1 3.1 1 1 3
“242- 5 -1 2+§\/—2ﬁ+261\ﬁ+22—221,—2\5—5—51

+%Iﬁ—%\/—2ﬁ+261\/§+22—221

Leider der gleiche Unfug mit Wurzeln aus komplexen Zahlen. Erst wenn man das verniinftig
schreibt oder schreiben ldsst, findet man z; = —1 — iV2 und 2y = —44/2 — 3i.
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4.1 Fundamentalsatz der Algebra

Wir haben gesehen, dass eine Gleichung wie 22 + az + 8 = 0 meistens zwei Losungen hat
und, dass 2" = « sogar n Losungen in C hat.

Satz 4.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Sein € N\ {0}. Jede Gleichung
a2 a4 a2+ a, =0 (4.1)
mit ay,...,a, € C hat mindestens eine Losung in C.

Beweis. Einen Beweis werden Sie spétestens in der Vorlesung Funktionentheorie bekom-

men. Der Beweis wird analytische Methoden verwenden. [
Angenommen n € N\ {0} und a4, ...,a, € C setzen wir
p(2) = 2"+ a2 ap A ap12 Gy, (4.2)

Lemma 4.2 Wenn man eine Ldsung von hat, sagen wir z = zy, dann g¢ibt es
bi,...,b,_1 € C so, dass

p(z) = (2 —2) (2" P+ 012" 2+ A byoz b))

Beweis. Wir erldutern den Algorithmus, den man benutzt bei der Division p(z)/ (z 4+ w):
e Erster Schritt:

24w [ 2"+ a2" P a2 i+ . tapizta, \ 2L
Zn _’_wznfl
(a1 —w) 2" P+ a2" 2+ ... +ap_12+ay,

e Zweiter Schritt:

ztw [/ 2"+ a2V a2 + +an1z+a, \ 2"+ (@ —w)2"?
2"+ w2
(a1 —w) 2" P+ agz" % + o +ay,_12 + a,
(a1 —w) 2" +w(ag — w) "2
(ag —w(a; —w)) 2" 2+ ... +ap_12+ ay,

25
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usw. Man findet am Ende einen konstanten Restterm, den wir ¢ nennen. Also

242" N a2+ 4 a, 12+ ay, c
: = : =2 b e by gz by o+ ———

z4+w 24w
Nehmen wir w = —z,
b1 = (Il—w:(l1+Zo,
by = as—w(ay —w)=as+ 2 (a; + 20),

by = ... .

und schreiben wir ¢(z) = 2" +b12" 1 + -+ + b, 92 + b,_1, dann folgt

und
p(z) = (2 — 20) q(2) + c.
Man findet 0 = p (29) = (20 — 20) ¢(20) + ¢ = ¢ und dann auch, dass
p(z) = (2 — 20) q(2)

mit ¢ ein Polynom von Grad n — 1. ]

Korollar 4.3 Sein € N\ {0} und a4, ...,a, € C und definiere p durch . Dann gibt
€s 21,22, ..., 2n € C so, dass

p(z)=(z—21)(2—22)...(2 — z,) . (4.3)

Beweis. Wir benutzen vollsténdige Induktion. Fiir n = 1 hat man p(z) = 2+ a;, und das
Ergebnis folgt, wenn wir z; = —a; nehmen.
Jetzt nehmen wir an, dass sich jedes Polynom von Grad n schreiben lasst wie in (4.3).
Sei P ein Polynom von Grad n + 1:

P(z) = 2"+ a12" +apz" P b anz  ang.

Aus dem Fundamentalsatz folgt, dass P(z) = 0 mindestens eine Losung hat: nennen wir
sie zg. Mit dem letzten Lemma gibt es ein Polynom p so, dass

P(z) = (2 — 20) p(2)
Weil p Grad n hat, gibt es zq, ..., 2z, mit
p(z)=(z—21) (2 —29)...(2 — zp)

und damit folgt die Behauptung: P(z) = (z — z0) (z — 21) (2 — 22) . .. (2 — zy). |
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4.1.1 Sein und haben

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass man ein Polynom von Grad n schreiben
kann als Produkt von n linearen Faktoren. Das heiflt, die Wurzeln zi, ..., z, existieren.
Eine ganz andere Frage ist, ob man diese z; auch explizit berechnen kann. Approximieren
und den Limes nehmen wird, wenn man das verniinftig macht, sicher funktionieren. Wenn
man diese Wurzeln aber durch ein algebraisches Verfahren berechnen mochte, wie es die
pg-Formel| macht fiir Polynome von Grad 2, dann geht das leider selten. Fiir allgemeine
Polynome von Grad 3 kann man durch die Methode von Cardandf|die Wurzeln finden und
fiir allgemeine Polynome von Grad 4 gibt es die Methode von Ferrari. Dann hért es auf.
Im Allgemeinen hat man fiir Polynome von Grad 5 und hoher keine algebraische Methode
um die Wurzeln zu finden: “es gibt die Wurzeln, aber man hat sie nicht explizit”. Es gibt
sogar einen Satz, der sagt, dass es keine algebraische Formel geben kann.

Ubrigens scheint Cardano (1501-1576) die Methode nicht selber erfunden zu haben
sondern er soll sie blof3 abgeschrieben haben.

4.1.2 Reelle Koeffizienten und komplexe Wurzeln.

Lemma 4.4 Sei n € N\{0} und ay,...,a, € R und definiere p durch ({.4). Wenn
p(z1) = 0 dann gilt auch p(Zy) = 0.

Beweis. Weil die a; reell sind hat man sofort

p(E) = @) " +a @ Fa (@) A+ e () Fan =

= 2 +az] T a2+ +ap_121 + an = p(21) = 0.

4.2 Ungleichungen und C

Es gibt keine totale Ordnung von C, die zu der Koérperstruktur passt. Wenn wir ¢ > 0 neh-
men wiirden, dann miisste —1 = 2 > 0 stimmen. Ebenso fiihrt —i > 0 zu —1 > 0. Obwohl
es keine verniinftige Anordnung in C gibt, gibt es doch einige niitzliche Ungleichungen.

Lemma 4.5 Sei z,w € C. Dann gilt
1. |[Rez| < |z] und |Im z| < |z|;
2. |z| < |Rez| + |Imz|;

3. die Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w| .

"Wieso sind p und ¢ so beliebt? Es gibt die Englischen Redensart: Mind your p’s and q’s. Eine
Erklarung die man im Internet findet:

Mind your pints and quarts. This is suggested as deriving from the practise of chalking up a tally of
drinks in English pubs (on the slate). Publicans had to make sure to mark up the quart drinks as distinct
from the pint drinks.

2Siehe http://mathworld.wolfram.com/CubicFormula.html

http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html
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Beweis. 1 folgt sofort. 2 folgt aus

12> = (Rez)’+ (Imz2)”* < (Rez)” + 2|Rez|[Im 2| 4+ (Im 2)* =
= (|Rez| + [Im z|)*.
Fiir 3 braucht man, dass z +Z = 2Re (z), und wendet dies an fiir Re (2w). Man hat so:
z4+w? = (4w (z+w)=(z+w) (Z+D) =

= 2Z+ 204 Zw +wl = 2Z + (20 + 20) + w =

= 2Z+2Re(zW0) + ww <
|2 + 22| + Jwl” = |2 + 22| [@] + [wl” =
= |2 + 2 (2] Jw| + |w]* = (2] + |w])*.

IN

Und weil der Betrag nicht negativ ist, folgt

|z 4+ w| < |z] + |w]|.

4.3 Geometrische Uberlegungen

Beispiel 4.6 Sei a,b,c € R und ab # 0. Dann beschreibt {z € C;aRez+blmz = ¢}
eine Gerade in C. Und jede Gerade in C ldsst sich so darstellen. Wenn man bedenkt, dass

Rez = % und Im z = Z;f, 1st aRez 4+ blm z = ¢ gleich

(a+1ib)z + (a+ib) Z = 2¢
Nennt man w = a + b, dann wird das
wz + wz = 2c. (4.4)

Beispiel 4.7 Sei w € C und r € R™. Dann beschreibt {z € C; |z +w| =r} einen Kreis
in C miat Mittelpunkt —w. Und jeden Kreis in C kann man so beschreiben. Weil ]04]2 = oo

gilt, ist |z +w| = r gleich

2Z + Wz + wZ + ww = 1. (4.5)

Wir kénnen die Formel fiir Kreis und Gerade kombinieren und finden dann das folgende
Lemma.

Lemma 4.8 Sei K ein Kreis oder eine Gerade in C. Dann gibt es a,b € R, w € C mit
\w|® > ab derart, dass

K={2€C;azZ+wz+wzZ+b=0}. (4.6)

Beweis. Wenn a = 0, dann hat man einen Ausdruck der Form (4.4)) und beschreibt (4.6
eine Gerade. Wenn a # 0, dann ist (4.6)) gleich

z?—k@ZvL <%>E+§=O

und man hat )
b |w|”—ab

w |2 w |2
24— =|—| == 5
a a a a

Wenn, und nur wenn |w|2 > ab gilt, ist die rechte Seite positiv und es gibt einen Kreis. m
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Beispiel 4.9 Seia, 8 € C mit o # 5. Weil |z — a| die Distanz von « zu z darstellt, kann
man z € C mit |z — o| = |z — B beschreiben als die =z € C, die die gleiche Distanz sowohl
zu « als auch zu B haben. Geometrisch gesprochen wdre das die Mittelsenklinie.

Beispiel 4.10 Sei o, € C und £ € R mit ¢ > |a — [3|. Die Menge
{zeClz—al+|z-p| =1}

beschreibt eine Ellipse. Wenn man o = 141, § = —1—1 und { = 4 nuimmt, bekommt man
die folgende Figur.

Beispiel 4.11 Sei a,f € C und ¢ € (0,2m) mit o # (. Dann beschreibt die Menge
{z € C;Arg (2 — a) = Arg (z — B) + ¢} einen Teil von einem Kreis durch o und (3. Einen
Beweis werden wir spdter geben.

4.4 Abbildungen

Beispiel 4.12 1. FEine Verschiebung in C lifit sich beschreiben durch f:C — C mit

f(z) =z+w.
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2. Die Spiegelung an der reellen Achse kann man beschreiben durch f: C — C mit

flz) ==
3. Eine Rotation um 0 kann man beschreiben durch f :C — C mit
f(z) =wz

wobei w € C so ist, dass |w| = 1. Der Winkel der Rotation ist Argw.
4. FEine Skalierung zentriert in 0 wird f : C — C mit
f(z) = wz

wobei w € R, Der Skalierungsfaktor ist genau w.

Wenn manw € C\ {0} nimmt, dann ist f : C — C mit f(z) = wz eine Kombination
einer Rotation mit Winkel Arg(w) und einer Skalierung mit Faktor |w|.

5. Kombinationen von Verschiebungen, Rotationen und Skalierungen heiffen Gleich-
formigkeitstransformationen. Die allgemeine Formel einer solchen Abbildung ist

f(z)=az+ B mita,5 € C und a # 0. (4.7)

FEin solches f bildet eine Gerade auf eine Gerade ab und einen Kreis auf einen
Kreis. Nimmt man auch noch eine Spiegelung dazu, bekommt man eine Abbildung
der Form f(z) = az+ 8 mit a, 8 € C und o # 0.

6. Die Spiegelung am FEinheitskreis wird eine Inversion genannt. Die dazu gehdrende
Abbildung ist f : C\ {0} — C mit

Manchmal nennt man auch f : C\ {0} — C mit f(z) = 1 eine Inversion.

Man sieht direkt, dass diese Inversion eine Teilmenge der Form
{z€C;azz+wz+wz+b=0}

abbildet auf {¢ € C;b(¢ +W( +w( +a=0}. Denn schreibt man ( = ()", folgt
z = (Z)fl und ergibt die Gleichung

azz +wz +wz+b=0,

ailimliwlin-
T N

und, nachdem man mit (C multipliziert hat,

dass

a+w¢ +w¢ +b(¢ = 0.

Definition 4.13 Sei o, 3,7,0 € C mit ad # 7. Dann heifit f: C* — C* mit

_az—f3

eine gebrochen lineare Abbildung.
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Bemerkung 4.13.1 So wie es hier definiert ist, miisste man Bedenken haben. Was soll
denn C* sein? Die genaue Definition benutzt C* = CU {oco} und geht wie folgt:

VL firze (3},
f(z) = oo firz=4/7,
o!
— fiir z = oo.
~
az —f3

Bemerkung 4.13.2 Wenn~y =0 in f(z) = 5 dann folgt aus ad # B, dass a # 0
Y& =

und f ist wie in . Wenn v # 0, dann gilt
a ad—py 1

f) =2+

) g v 7E—0

und f ist die Kombination von den hier oben genannten Abbildungen:
fl(Z):’)/Z, fQ(Z):Z_éﬂ f3(z):%a
f4(Z> :2, fS(Z):a(S%Za fG(Z) :Z—i_%

Es gilt namlich: f(2) = (fso fs 0 fao fao fao fi) (2).

Lemma 4.14 Sei f eine gebrochene lineare Abbildung. Wenn E C C* ein Kreis oder
eine Gerade ist, dann ist auch f (F) ein Kreis oder eine Gerade in C*.

Beweis. Weil jede gebrochene lineare Abbildung zusammengesetzt werden kann aus Ver-
schiebung, Drehskalierung und z — z~!, brauchen wir es nur fiir diese Abbildungen einzeln
zu beweisen. Fiir eine Verschiebung oder Drehskalierung kann man die Aussage glauben
oder sie auch leicht selbst beweisen. Fiir die Inversion ist dies schwieriger. Wir verwenden
dazu Lemma (4.8
Sei
K={2€Cazz+wz+wz+b=0}.

Wenn E ein Kreis ist, gilt £ = K fiir ein a # 0; wenn F eine Gerade ist, gilt £ = KU{oo}
mit a = 0.
Fiir die Inversion setzen wir £ = f(z) = 271, Es gilt

f{zeC\{0};a 2z2+wz+wz+b=0}) =

= {ééC;a%G) +E§+w(%) +b:o}
= {£ € C;a +WE + we + bEE = 0}

und man hat das gewiinschte Ergebnis gezeigt denn die Gleichung in der letzten Zeile hat
wieder die Form fiir Gerade oder Kreis. Man sollte noch betrachten was mit 0 und oo
passiert.

Wenn ab # 0 ist K und f(K) ein Kreis und sowohl {0,00} ¢ E als auch {0,00} ¢
1 (B).

Wenn a # 0 und b = 0 wird ein Kreis durch 0 auf eine Gerade in C* abgebildet mit
f(0) = 0.

Wenn a = 0 und b # 0 wird eine Gerade in C*\ {0} auf einen Kreis durch 0 abgebildet
mit f (00) = 0.

Wenn a = b = 0 wird eine Gerade durch 0 auf eine Gerade durch 0 abgebildet mit
f(0) =00 und f (o0) = 0. u
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Lemma 4.15 Die inverse Abbildung zu einer gebrochen linearen Abbildung ist auch eine
gebrochen lineare Abbildunyg.

_ 5w —
@z 6, mit ad # [7, dann hat man z = ow=5
vz—206 Tw—-«

) ) )
Man kann leicht sehen, dass f™(oc0) = — und f‘“v(g
Y 7
Gehen wir mal zuriick zu Beispiel Dort haben wir die Menge

o
wenn w # —.

Beweis. Wenn w =

) = oo auch passen. n

{z€CArg(z —a) = Arg(z = f) + ¢}

betrachtet fir a,, 5 € C und ¢ € (0,27) mit a # (. Setzen wir w = cos ¢ + isin p, dann
folgt aus Arg (z — o) = Arg (z — 8) + ¢, dass

Z—«
z=p

fiir irgendein r € R*. Die Funktion f : C* — C* mit f(z) = =3 ist eine gebrochen
lineare Abbildung, dann ist also auch f™ eine gebrochen lineare Abbildung. Dann be-
schreibt { f™(rw);r € R} einen Kreis oder eine Gerade, weil {rw;r € R} eine Gerade
beschreibt. Weil wir nur eine halbe Gerade haben, namlich {rw;r € R*}, bekommen wir
mit { v (rw);r e R*} wahrscheinlich nur einen Teil dieses Kreises. Indem wir die beiden
Endpunkte betrachten, haben wir fi"V(0) = o und f"™(c0) = 3. Das heisst, wir haben
wahrscheinlich nur einen Bogen des Kreises und dieser Bogen verbindet o mit 3. Weil
Arg (z — o) > Arg (z — ) kann man sich davon iiberzeugen, dass dieser Bogen rechts von
der Geraden af in der Richtung « nach f liegt.

=rw
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Folgen und Fundamente Jy e

5.1 Cauchy-Folgen und Konvergenz

Eine Folge in R ist eine Abbildung von N nach R und wird meistens dargestellt durch

{xn}ff:o :

Das heif3t, fiir jedes n € N ist x,, € R vorgeschrieben. Eine Folge in C ist eine Abbildung
von N nach C.

5.1.1 Monotone Folgen

Die reellen Zahlen haben wir eingefiithrt, indem wir monoton wachsende Folgen in Q
benutzt haben. Bei einer wachsenden beschrénkten rationalen Folge {g,} -, und der
dadurch definierten Zahl x € R schreibt man

qn T .

Wir haben bemerkt, dass man mit monoton wachsenden beschréankten Folgen in R keine
noch groflere Zahlenmenge bekommt. Diese Aussage werden wir mal genauer betrachten,
und dafiir brauchen wir Teilfolgen.

Definition 5.1 FEine Folge {b,},-, heifit eine Teilfolge von {a,},.,, wenn es eine
streng wachsende Funktion

(k> ng) NN
gibt, so dass by, = a, fir alle k € N.
Beispiel 5.2 Die Folge {n?},_, ist eine Teilfolge von {n} " ,:
{0,1,2.5.4, 9, 16, Y
Die Folge {1 +n?+ (—1)"},", ist keine Teilfolge von {n}>",, denn in

{1+n*+(-1)"} ", =1{2,1,6,9,18,...}

stehen 2 und 1 falsch herum.

33
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Lemma 5.3 Sei {z,},, eine wachsende und beschrinkte Folge in R. Dann gibt es ein
kleinstes x € R mit x,, < x fiir alle n € N. Wir schreiben auch hier

T, T .

Bemerkung 5.3.1 Fir eine fallende beschrinkte Folge {x,} -, schreiben wir x, | x
wenn —x, T —x.

Beweis. Entweder a) gibt es eine streng wachsende Teilfolge {z,, },-, oder b) z, ist
konstant fiir n geniigend grof}, sagen wir fiir n > N. Im zweiten Fall nimmt man z =
zy € R. Betrachten wir nun den ersten Fall und schreiben wir y;, = z,,. Weil y, € R,
gibt es qim € Q mit g, T yi fiir m — co. Weil yo < y1 gibt es my mit goo < yo < qimy;
weil y; < yo gibt es mg mit ¢1 ., < Y1 < g2,m, usw. Das heifit, wir finden eine wachsende
Folge

Qi < @omy < @Bms < - -

und weil {x,},°; beschrénkt ist, ist auch {g,m, }, -, beschrankt. Dies bedeutet, dass die
Folge {¢nm.,},—, zu einem Element von R fithrt. Nennen wir dieses Element z. Es gilt
Gnm, T @ Weil 13, < 2y, = Y < Ghg1,my,, folgt 2 < o fiir alle £ € N. Wenn 7 < x gilt,
gibt es x,, = Yk > Qrm, > T. Das heifit, x ist das kleinste. [ |

5.1.2 Cauchy-Folgen

Neben wachsenden (oder fallenden) beschrinkten Folgen, haben wir auch Cauchy-Folgen
in R betrachtet. Diese Cauchy-Folgen werden wir uns nun etwas ausgiebiger anschauen.
Eine Folge {z,} , ist eine Cauchy-Folge, wenn folgendes gilt:

Ve>03dN.eN: nym >N, = |z, —x,| <e. (5.1)

Lemma 5.4 Fir jede Cauchy-Folge {x,},_, in R gibt es y € R und
e cine monoton wachsende Teilfolge {y,}, -, mit y, Ty, oder
e cine monoton fallende Teilfolge {y,},—, mit y, | y.

Auferdem gilt: Ve >0 IM. €e N mit n > M. = |z, —y| <e.

Definition 5.5 FEine Folge {x,},-, fir welche
Ve >03M. eN:n>M = |z, —y|<e. (5.2)
erfillt ist, nennt man eine konvergente Folge und man schreibt

lim z, =y.
n—oo

Die Zahl y heifst Grenzwert oder Limes von {z,} ~ .
FEine Folge, die nicht konvergent ist, nennt man divergent.

Bemerkung 5.5.1 Wenn x,, 1 x oder x,, | x, dann gilt auch lim,,_,, x, = x.

Bemerkung 5.5.2 Man schreibt statt lim,, o x, = y manchmal auch x, — y.
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BN WA
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Konvérgenz in R kann man sich wie hier oben vorstellen: Wenn man an N, vorbei ist, liegen die restlichen
a,, innerhalb einer Bandbreite € von dem Limes. Der dargestellte Limes ist 1.

Beweis von Lemma [5.4] Cauchy-Folgen sind beschrinkt. Man nehme ¢ = 1 und
bemerke, dass
20| < max{[x1], |za],. . fon |, |28 ] + 1}

wobei NV fiir e = 1 durch garantiert wird.

Wenn {z,}. -, eine monoton wachsende Teilfolge {y,} -, hat, dann gibt es y € R mit
Yn T y. Wenn es keine monoton wachsende Teilfolge gibt, gibt es eine monoton fallende
Teilfolge. Das sieht man wie folgt:

Wir definieren fiir jedes k € N eine Folge {tx},, durch

thn = Max {Tg, Tri1, - Thin) -

Fiir jedes k € Nist {5} _, eine wachsende beschrinkte Folge und es gibt ¢, mit
tin T tk. Aus der Definition folgt

lk+1,n = Max {$k+1, Thy2, - - -$k+n+1} < max {l‘ka Tty - - -$k+n+1} = lgnt1

und so auch ;1 < tx. Wenn {xn}zozo keine monoton wachsende Teilfolge hat, dann
gilt fiir jede Folge {t,} -, dass sie konstant ist fir n groB, sagen wir t;, = ty
genau fiir n > Nj,. Denn sonst giibe es eine streng wachsende Teilfolge in {t;,} -,
und diese wire eine wachsende Teilfolge von {x,}, . Es gilt dann, dass zy,4+x =
te,n, = ti. Nunist {@n, 11}, fallend aber noch nicht unbedingt eine Teilfolge. Weil
N > k kénnen wir eine wachsende Teilfolge { Ny, }~_ von { Ny}~ , nehmen. Dann
ist {Ym }oo_o mit Y = Ni,, +kn €ine Teilfolge von {xn}.~, die monoton fallend ist.

Weil es entweder eine wachsende oder eine fallende Teilfolge {y, },-, gibt, gibt es einen
Kandidaten fiir den Grenzwert: fiir eine wachsende beschriankte Folge {y,} -, hat man
y € R mit y, Ty und fiir eine fallende Folge {y,} -, hat man y € R mit y, | y.

Wenn wir jetzt ein y gefunden haben miissen wir noch zeigen, dass lim,, . x, = ¥.
Zu {y,},_, gibt es fiir jedes € > 0 eine Zahl n. € N mit

yn = Yl < |yn. —yl < e fiir n > ne, (5.3)
denn fiir wachsend gilt
Yo <y <y <...tyalsoauchy—yo>y—y1 >y—y>s>...10,
und fiir fallend gilt
Yo>y1>y2>...lyalsoauchyy—y>y1—y>yp—y>... 10
Nehmen wir M, = max {NE /25 Me /2} so folgt aus der Annahme , namlich
k> N.p = |op — 3, | < 3¢

und aus ((5.3)), ndmlich

kE>nepm = |y —yl < %5,
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dass fir k > M, gilt

2k —y| <ok —yul + lye — y] = |26 — zop | + |y —y] < e+ ie=e.

Korollar 5.6 Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent in R.
Jede konvergente Folge in R ist Cauchy in R.

Beweis. Die erste Aussage findet man in Lemma Wenn {z,} -, nach = konvergiert,
dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein M. derart, dass n > M, — |z, —z| < e. Setze
N, = M./, und es folgt, dass fiir n,m > N, gilt

|20 — T| < |2 — 2] + |2 — 2| < 36+ 36 =¢.

Das heiBt, {z,} -, ist Cauchy. u

Korollar 5.7 Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent in C.
Jede konvergente Folge in C ist Cauchy in C.

Beweis. Sei {2,},, eine Cauchy-Folge in C. Weil [Re z| < |z| gilt, ist {Re (z,)},—, eine
Cauchy-Folge in R. Ahnlich ist dann auch {Im (z,)},-, eine Cauchy-Folge in R. Cauchy-
Folgen in R sind konvergent, also gibt es  und y mit Rez, — x und Im z, — y. Dann
folgt aus |z| < |Rez| + |Im 2|, dass z, — = + iy, denn

|20 — (2 +iy)| < [Re (z0) — x| + [Im (z,) — y|.

Genauer gesagt: Wenn es gilt, dass n > N;. = |Re(z,) —z| <eund n > N, =
IIm (z,,) — y| < €, dann nehmen wir N; = max (NLE/Q, NZE/Q). Es folgt

Ve > 03N, € Nmit n > N, = |z, —w| <e. (5.4)
Fiir die zweite Aussage geht man vor wie im Beweis des vorletzten Korollars. ]
@ as
2i ® a @ ap
[} 212313. a1
@ a:
-
13
. 9
@ ap a1
® a
® @ as

Fiir n > N, liegen die (kom-
plexen) a, innerhalb einer e-
Entfernung von dem Limes.
Der Limes wird durch einen
roten Punkt dargestellt und
der e-Kreis ist griin.
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5.1.3 Rechenregeln
Wir bringen hier die wichtigsten Rechenregeln fiir den Limes.

Lemma 5.8 Seien {a,},, und {b,},_, konvergente Folgen in C und ¢ € C. Dann gilt:

1. lim ca, = ¢ lim a, ;
n—o0 n—oo

2. lim (a, +b,) = lim a, + lim b, ;
n—oo n—oo n—o0

3. lim (a,b,) = lim a, lim b, ;

a lim a,
. n — .
4. lim — = *>— wenn lim b, #0 ;
n—oo b, lim b, n—o0
n—oo

6. lim Re(a,) = Re ( lim an) und lim Im (a,) = Im ( lim an>.
n—00 n—oo n—oo n—00

Bemerkung 5.8.1 Weil R in C liegt, gelten diese Regeln selbstverstindlich auch fiir

Folgen in R.

Bemerkung 5.8.2 Zu 4 soll man folgendes bemerken. Wenn lim b, # 0, dann gibt es

n—o0

N derart, dass firn > N folgt b, # 0. Fir diese n ist a, /b, wohldefiniert.

Bemerkung 5.8.3 Wenn man lim Arg(a,) und Arg <lim an> vergleicht, findet man
n—oo n—oo

nicht immer den gleichen Grenzwert. Betrachte a, =1 — i

' 1
lim Arg (1 — 1) = lim <27T — arctan (— ) =27,
n—00 n n—00 n

Arg (nlggo (1 _ %)) — Arg (1) = 0.

Bemerkung 5.8.4 Man kann auch reelle Folgen wie {n} ~, betrachten. Fir eine solche

Folge méchte man lim a,, = oo schreiben. Das heifit dann, der Limes existiert nicht (oder
n—o0

existiert nur im uneigentlichen Sinne), und es gibt fir jedes M € N eine Zahl Ny € N,
so dass a, > M wenn n > N;.
Ahnlich kann man lim a, = —oo definieren. Die Rechenregeln, die hier oben stehen,
n—oo

gelten 1m allgemeinen nicht. Es gilt jedoch:

1. Wenn lim a, = oo und ¢ > 0, dann lim ca, = 0.
n—oo n—oo

2. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a, + b,) = co.
n—oo n—oo n—o0

3. Wenn lim a, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a, + b,) = co.
n—oo n—oo n—o0

4. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a,b,) = oc.
n—o0 n—oo n—o0o
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5. Wenn lim a, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a,b,) = oc.
n—oo n—oo n—oo

FEinen Beweis dieser Behauptungen diirfen Sie sich selber ausdenken.

Ubrigens, wenn lim a,, = oo und lim b, = —oo, dann kann man so allgemein nichts
n—00 n—00
sagen zu lim (a, + b,). Auch aus lim a, = oo und lim b, = 0 kann man noch nichts
n—00 n—00 n—00

folgern fiir lim (a,b,).
n—oo

Beweis von Lemma [5.8. Nennen wir ¢ = lim a, und b = lim b,,.
n—oo n—oo

1. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N./q4) € N, so dass |a, —a| < ¢/(1+|c|) fir n >
Nejaigie)- Es folgt, dass fiir n > Neja+ie)

€
ca, —cal =|clla, —a|l < |c| —— < e.
|can — ca| = |c]|an \_H(HM)

Man koénnte sich fragen warum wir €/(14 |c|) statt £/|c| verwenden. Eigentlich sollte €/|c]|
doch reichen? Jein! Fiir ¢ # 0 klappt es, aber den Fall ¢ = 0 miissen wir dann getrennt
behandeln, weil da e/|c| nicht definiert ist.

2. Sei € > 0. Dann miissen wir zeigen, dass es N, € N gibt, so dass gilt

|(an + by) — (a+b)| < e fiir n > N..

Weil lim a, = a gilt, gibt es N2, € N, so dass |a, — a| < ¢/2 fiir n > NZ),. Ebenso gibt

n—oo

es N? 2y € N, so dass |b, — b < /2 firn > N? 2jo- Setzen wir N, = max <NE/2, NE/2> dann
folgt fiir n > N.:

[(an +b,) — (a+b)| <lan —al +]b, —b| < e+ ic=¢
3. Sei € > 0. Setze ¢, = 2|b|+25 und €9 = min <2| 736 1) Es gibt N? € N so, dass
|a, —a| < & fiir n > N2 und N2 € N so, dass [b, — b < &5 fiir n > N? . Fiir n > N, =
max (N2, N2 ) haben wir |b, — b| < g5 < 1, also auch |b,| < [b, — b +[b| < |b] + 1, und

[

|(anbn) — (ab)]

|anb, — ab, + ab, — ab| < |a,b, — ab,| + |ab, — ab| =

< lan = af [bn] + laf b, = 0] <
< (|b| +1)|a, —a| +|a| b, — b <
€ €
< (|b]+1 +
(1o )2|b\+2 H2||+2_
< letie=e
4. Sei e > 0. Nehmen Wi€1 = min (3 |b|e,1) und €, = min <}1|a|+1 €5 |b|> Dann gibt

es N%, N2 € Nso, dass |a, — a| < e fiir n > N2 und |b, — b| < &, fiir n > NZ,. Also gilt

g1’

auch |a,| S la, — a|+|a| < 1+ |al fiir n > N2 und |b| > 0] — |0 — bn| > | —%|b| = % |b]

IFrage: Wieso diese eigenartigen e; und £5? Antwort: Weil es damit klappt. Frage: Wieso klappt
es denn mit diesen Zahlen? Antwort: Weil man erst das Ende berechnet und dann im Riickwértsgang
anschaut, was man dazu braucht.
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fiir n > N? . Damit zeigt sich, dass fiir n > N, := max (N2, N? ) gilt

g1

anp, al  |an Qp, Qy, a Qy, Qy, any, a‘<
b, bl b, b b b |b, b b bl —
|an| 1
< |b—by| + — |a, —a| <
0] [bn] 10|
la] +1 1
< ——b—0b,|+—|a, —al <
la| + 1

1 1 1
82+m81§§8+58:€.

2
3 [bl
5. Weil die Dreiecksungleichung impliziert, dass
—lan —a| < lan| = af <fan —al,

folgt ||a,| — |al| < |a, — a] und wir kénnen zu jedem e > 0 fiir die Folge {|a,|}, -, das N.
fir {a,}, -, wihlen.
6. Weil |Rea,, — Rea| < |a, — a folgt die letzte Aussage auf dhnliche Art. n

5.1.4 Das Einschlieungslemma.

Lemma 5.9 (EinschlieBungslemma) Wenn {a,},—,, {bn} —, und {c,} -, drei reelle
Folgen sind, wober

lim a, =¢= lim ¢, und a, < b, < c,,
n—o0 n—o0

dann gilt lim b, = {.

n—0o0

Bemerkung 5.9.1 Das Lemma ist auch bekannt als das Lemma der Rduber und Gen-
darmen. Auf Englisch heifft es das Sandwichlemma.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N*, N¢ € N, so dass |a, — (| < ¢ fir n > N und
lc, — €] < e fiir n > N¢. Fiir n > max (N2, NY) gilt

by —C>a,—0>—|a,— | >—cund b, — 0 <c¢,— < |c, — ] <¢,
also |b, — ¢| < e fiir n > N? := max (N2, N¢). ]

Beispiel 5.10 Wir wollen lim,,_,., n?2™" bestimmen.
Wir setzen a,, = n*2™" und betrachten a,i1/a,. Es gilt

a1 _ (n+1)%27 0D (1 1)2

an n22-n

und fiir n > 10 folgt

Wir finden fir n > 10, dass
0 < a, < (0.7)" " ay.

Weil lim 0 =0 = lim (0.7)" " ayq gilt, folgt mit dem Einschliefungslemma, dass

n—oo n—oo
lim n*27" = 0.
n—o0
Lemma 5.11 Sei k € Nt und sei s € (0,1). Dann gilt lim n*s™ = 0.

n—oo

Ein Beweis findet man, wenn man das letzte Beispiel betrachtet.
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5.2 Analytische Fundamente

Wir erinnern uns noch mal an obere und untere Schranken. Eine Menge A C R hat eine
obere Schranke s, € R, wenn fiir jedes a € A gilt a < s,; A hat eine untere Schranke
s, € R, wenn fiir jedes a € A gilt s, < a. Wenn A C R endlich viele Elemente hat, ist das
Maximum dieser Elemente eine obere Schranke und sogar die kleinste obere Schranke. Das
Minimum ist dann die grofite untere Schranke. Wenn A mehr als endlich viele Elemente
hat, kann A beschriankt sein ohne ein Maximum zu haben. Wir definieren mal genau was
man mit Maximum meint.

Definition 5.12 Sei A C R.

1. Wenn es a € A gibt mit x < a fir alle v € A, dann nennt man a das Mazimum
von A.

2. Wenn es a € A gibt mit x > a fir alle v € A, dann nennt man a das Minimum von

A.

Wenn A endlich viele Elemente hat, findet man das {ibliche Maximum definiert. Wenn
A mehr als endlich viele Elemente hat, hat man nicht unbedingt ein Maximum.

Zum Beispiel hat A = {Z—i;, n e N} kein Maximum, denn Z—jg < 1 aber fiir jede Zahl
x<1gibteseinn€NmitZ—:[§>:c.

Die Menge B = {n%%, n €N } hat aber wieder ein Maximum, ndmlich %. Diese Zahl
bekommt man, wenn man n = 2 nimmt.

Das Maximum einer Menge muss in der Menge liegen. Allgemeiner ist der folgende

Begriff.
Definition 5.13 Sei A C R.

1. Das Supremum von A ist definiert durch
sup A = die kleinste obere Schranke fiir A.

Wenn A nicht nach oben beschrinkt ist, dann setzt man sup A = oo (also sup A
existiert nicht als eine reelle Zahl und nur, wie man sagt, im uneigentlichen Sinne).
Wenn A =0, dann sup A = —c0.

2. Das Infimum von A ist definiert durch

inf A = die griofite untere Schranke fiir A.

Beispiel 5.14 Fiir A= {zr € Q; 2? < 2} gilt sup A = /2 und inf A = —/2.
Fir B={%; neN*"} gitsap B =1 und inf B = 0.

Bemerkung 5.14.1 Wenn also A ein Maximum hat, dann gilt sup A = max A. Fine be-
schrinkte Menge hat nicht unbedingt ein Mazimum. Die Vollstindigkeit von R impliziert,
dass jede beschrdankte Menge in R ein Supremum und ein Infimum hat.

Bemerkung 5.14.2 Ubrigens heifit eine Menge A C C (oder R) beschrinkt, wenn es
R € R* gibt, so dass fiir alle a € A gilt |a|] < R.



5.2 Analytische Fundamente 41

5.2.1 Limes Superior und Limes Inferior

Definition 5.15 Sei {a,},., eine reelle Folge.

1. Der Limes Superior von {a,}. ., ist definiert durch

limsupa, = lim (sup ak> .

n—oo n—oo k2271

2. Der Limes Inferior von {a,},_, ist definiert durch

liminf a,, = lim (inf ak> .

n— 00 n—oo \ k>n

Bemerkung 5.15.1 Wenn {a,}. -, nicht nach oben beschrinkt ist, sagt man

limsupa, = oo
n—oo

im uneigentlichen Sinne. Das heif§t, limsup a,, existiert nicht als Zahl.

n— o0
Wenn lim a,, = —o0, dann sagt man auch limsup a,, = —oco im uneigentlichen Sinne.
n—o0 N—00
Wenn {a,}., nicht nach unten beschrinkt ist, sagt man liminf a,, = —oo im uneigentli-
n—oo
chen Sinne.
Wenn lim a, = oo, dann sagt man auch liminf a,, = oo im uneigentlichen Sinne.
n—oo n—oo

Lemma 5.16 Sei {a,} -, eine beschrinkte reelle Folge. Dann existiert limsup a,, in R.
n—oo

Beweis. Weil auch {a,}, , beschrénkt ist, existiert supys.,, ax. Weil

sup ax < sup ag
E>n+1 k>n

ist {bn},—, mit b, = sup;s,, a; eine fallende beschrénkte Folge. Eine fallende beschrénkte
reelle Folge hat einen Grenzwert in R: b = lim,, ,, b, existiert. [

Beispiel 5.17 Fir {a,} -, mit a, = (_HIJZI” gilt

limsupa, =1 und liminfa, = —1.

n—oo n—oo

Wir kénnen vermuten, dass auch fir {b,},—_, mit b, = Re ((% + %i)2n> gilt

limsupb, =1 und liminf b, = —1.
n—o00 n—00

Hier steht eine Skizze von {(n,b,);n € N}:

S te o) . ee %, . 4% L ce ;° °, e° |

20 40 60 80 100 120

Die Notation verfiithrt dazu, mit dem Limes Superior und dem Limes Inferior zu rech-
nen wie mit dem Limes. Leider ist eine solche Annahme falsch. Einige Regeln, die gelten,
stehen im folgenden Lemma.

09 L 1%, ot ° iee T C.le* T e, ?, e°| ° te o° ° ee °| °, o° °
L e e

140
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Lemma 5.18 Wenn {a,},., und {b,},_, reelle Folgen sind mit limsup a,, limsupb,,
n—oo n—oo

liminf b, € R, dann gilt:

n—oo

1. limsup (a, + b,) < limsupa, + limsup b, ;

n—0o0 n—oo n—oo

2. limsup (a, + b,) > limsup a, + liminf b,

n—00 n—00 n—00
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus
sup (ax + bg) < sup (ak + sup bg) = sup a, + sup by
k>n k>n >n k>n >n
und Limesrechnung;:
lim <sup ay, + sup bg) = lim supay + lim sup by;
n— oo k>n gzn n—oo k>n n—oo an

die zweite aus

sup (ay + bg) > sup (ak + gf bg> = sup ay + é1>1f by

k>n k>n k>n

und eine dhnliche Limesrechnung. [ ]

Beispiel 5.19 Die Ungleichungen in Lemmal[5.18 kénnen strikt sein. Betrachte die Folge
{a,},",, definiert durch a, = ((=1)" —1)n und b, = ((—1)”Jrl — 1) n. Die ersten Terme
sind wie folgt:

ap,: 0, —2, 0, —6, 0, —10, 0, —14, 0,
b,: 0, 0, —4, 0, -8 0, —12, 0, —16,
an+b,: 0, —2, —4, —6, —8, —10, —12, —14, —16,

Dann hat man

—oo = limsup (a, + b,) < limsupa,, + limsupb, =040 =0.

n—0o0 n—oo n—oo

Ein Beispiel, bei dem die zweite Ungleichung strikt ist, darf man selber basteln.

5.2.2 Bolzano-Weierstrass
Definition 5.20 Sei {a,} -, eine Folge. Dann heifit h Haufungswert fir diese Folge,

wenn es eine Teilfolge {an, }re, gibt mit klim A, = h.
—00

Statt Haufungswert sagt man auch Haufungspunkt.

Satz 5.21 (Bolzano-Weierstrass)
Jede beschrinkte Folge in R (in C) hat einen Hdaufungswert in R (in C).

Beweis. Sei also {a, },_, eine beschrénkte komplexe Folge. Dann gibt es M € RT so, dass
la,| < M fiir alle n € N und also auch |Rea,| < M und |[Ima,| < M. Wenn unendlich
viele Zahlen {a,} in dem Quadrat

Qo=[-M,M+i[-M,M]={2€C; —M <Rez<Mund — M <Imz< M}



5.2 Analytische Fundamente 43

liegen, dann liegen auch unendlich viele Zahlen {a,} in einem der vier Teilquadrate mit
halb so grofen Léngen. Nenne dieses Teilquadrat, das auch unendlich viele Zahlen {a,}
enthélt, ). Es konnte zum Beispiel Q1 = [0, M] + i [—M, 0] sein. Wir wiederholen diese
Aufteilung und finden eine Folge von Quadraten:

QoDODQQ1DQ2DQ3D ... .

Nehme a,, = ap € Qp. Dann gibt es a,, € @; mit n; > 0, a,, € Q2 mit ny > ny,
any, € Q3 mit ng > ny usw. Wir bekommen eine Teilfolge {ay, },., mit a,, € Q). Weil
Qpy,y Oy € Qmin(k,é) g11t7 hat man

min(k,0)
|ank - ane| < |Re (ank - ane)| + |Im (ank - aw)| <4M (5) :

So ist die Folge {an, },., eine Cauchy-Folge, und Cauchy-Folgen in C sind konvergent.
Der Limes, der zu dieser Folge {an, },-, gehort, ist ein Haufungswert fir {a,}, . |

Lemma 5.22 Sei {a,} -, eine reelle Folge. Dann ist limsup a,, wenn er existiert in R,
n—oo

der grofste Haufungswert und liminf a,,, wenn er existiert in R, der kleinste Haufungswert
n—oo

von {an},— .

Beweis. Selber machen. [

Lemma 5.23 Sei {a,} -, eine reelle Folge. Dann gibt es eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wenn {a, }, , unbeschrénkt ist, gibt es eine Teilfolge {a,, }, _, so dass entweder
limy_yo0 @y, = 00 oder limy_ o a,, = —00.

Wenn {a,}, ., beschrénkt ist, hat diese Folge einen Haufungswert, nennen wir ihn a.
Das heiflt, es gibt eine Teilfolge {ay, }20:0 mit limy_, a,, = a. Wie im Beweis von Lemma
kann man nun eine monotone Teilfolge dieser Teilfolge konstruieren. ]
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Analysis 1, Woche 6
Spezielle Funktionen und A 1

Grenzwerte Fq W .

6.1 Funktionen

Funktionen oder Abbildungen sind wir schon mehrere Male begegnet. In Abschitt
hat man eine Funktion wie folgt definiert.

Definition 6.1 FEine Funktion f : A — B st eine Vorschrift, die auf eindeutige Weise
zu jedem Element a € A ein Element b € B zuordnet.

Auch Eigenschaften einer Funktion wie Surjektivitit und Injektivitdt wurden definiert.

Notation 6.2 Man nennt
1. die Menge A den Definitionsbereich;

2. die Menge B den Wertebereich;

3. die Menge f(A) = {b € B;3a € A} die
Wertemenge;

4. der Graph dieser Funktion ist definiert
als die folgende Teilmenge von A X B:

Graph(f) = {(a, f(a));a € A}.

Bemerkung 6.2.1 Wenn man f(z) = x* als Funktion betrachten mdchte, dann reicht
diese Vorschrift nicht. Man muss auch noch den Definitionsbereich angeben. Finige Bei-
spiele:

1. Die Funktion f: R — R{ mit f(x) = 22 ist surjektiv aber nicht injektiv.
2. Die Funktion f:R§ — R mit f(z) = x? ist nicht surjektiv aber injektiv.

3. Die Funktion f : RS — RS mit f(x) = 2? ist surjektiv und injektiv, also auch
bijektiv..

4. Die Funktion f :7Z — N mit f(z) = x? ist nicht surjektiv und nicht injektiv.

45
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NB R = (0,00) und R = [0, 00).

Bemerkung 6.2.2 Manchmal wird statt B auch f(A) als Wertebereich gehandelt und
man nennt f(A) das Bild von A.

6.2 Nochmals Polynome

Ein Polynom
p(fL’) = anxn + an—lxni1 + an—2xn72 T+t ar +ag (61)

kann man betrachten als Funktion von R nach R oder von C nach C. Es ist sogar moglich
p als Funktion auf die Menge der k£ x k-Matrizen zu betrachten.

Lemma 6.3 Sei p ein Polynom von Gradn > 1.

1. Dann ist p: C — C surjektiv.

2. p:C — C ist injektiv, dann und nur dann, wenn n = 1.

Bemerkung 6.3.1 Fir p: R — R kann man eine solche Aussage nicht machen. Zum
Beispiel p(x) = x* als Funktion von R nach R ist nicht surjektiv. Und p(x) = 23, als

Funktion von R nach R, ist injektiv und hat Grad 3.

Beweis. 1. Sei w € C und betrachte p(z) — w = 0. Dann ist p(z) — w auch ein Polynom
von Grad n und der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass er eine Nullstelle in C hat.
Anders gesagt, es gibt z € C mit p(z) = w.

2. («=) Wenn p von Grad 1 ist, also p(2) = a1z + a¢ mit a; # 0, dann ist a1z +ag = w
fiir jede w € C eindeutig losbar.

2. (=) Sei p ein Polynom von Grad n > 1. Als Folgerung dieses Fundamentalsatzes
gibt es z1,..., 2, € C so, dass

p(z)=an(z—21)(z—29) ... (2 — 2,) .

Wenn nicht alle z; gleich sind, dann hat p zwei verschiedene Nullstellen, dass heifit p(z;) =
p(z;) = 0 fiir 2; # z; und p ist nicht injektiv. Wenn alle z; gleich sind, dann hat man

p(z) = an(z —21)"

und hat p(z) = a, genau n unterschiedliche Losungen, nédmlich die n Einheitswurzeln,

und p ist wiederum nicht injektiv. ]

Lemma 6.4 Angenommen, zg, 21, ..., 2, € C sind alle verschieden. Dann gilt folgendes

1. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit a,, = 1, der zq, 22, ..., z, als Nullstellen
hat. Wenn zq,...,z, € R, dann hat man aq,...,a, € R.

2. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit p(zo) = 1, der z1, 2o, ..., 2z, als Null-

stellen hat. Wenn zy, 21, ..., 2, € R, dann hat man ag, ay, ..., a, € R.
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Beweis. 1. Ein solches Polynom ist

p(z)=(z—2z1)...(2— z,) . (6.2)

Aus Lemma [4.2] folgt, dass wenn p die Nullstelle z; hat, es ein Polynom ¢ von Grad n —1

gibt so, dass p(z) = (2 — 2z1) q¢(2). Man hat auch q(z;) = p(z;)/ (z; — z1) = 0 fir i > 1.

Eine wiederholte Anwendung ergibt, dass p tatséchlich wie in ist.
2. Man nimmt

(z—2z1) (z—22) ... (z2—2zn)

(z0 — 21) (20 — 22) - .- (20 — 2n)

(6.3)

p(z) =

und bekommt Eindeutigkeit indem man den ersten Teil benutzt.
Man sieht sofort, dass reelle Nullstellen, sowohl in (6.2]) als auch in (6.3)), reelle Koef-
fizienten liefern. [

l 2 V

Eine Skizze vom Graphen des Polynoms p von Grad 4 mit p(—1) = p(0) = p(2) = p(4) = 0 und p(1) = 1.

-1+

Korollar 6.5 Angenommen, zy, 21, ..., 2, sind n+ 1 unterschiedliche reelle (oder kom-
plexe) Zahlen. Fir die reellen (oder komplezen) Zahlen fo, f1,. .., fn gibt es ein Polynom
p mit hochstens Grad n so, dass p(z;) = f; firi=0,1,...,n.

Beweis. Man nehme

=X (I —2) (6.4)

=0 0<j<n 1 %
J#i
n
Es folgt, dass p(zx) = > ( Z:j] ) fi= ( 11 j:%? ) Je = [k =
i=0 N 0<j<n 7Y 0<j<n 7
£ J#k

Bemerkung 6.5.1 Mann nennt die Lagrangesche Interpolationsformel.

6.3 Rationale Funktionen

Definition 6.6 Fine rationale Funktion f besteht aus dem Quotient zweier Polynome,
sagen wir p und q. Wenn q die Nullstellen z, ..., z; hat, dann heisst dass:

f:C\{z1,...,21} = Cund f(z) = —=. (6.5)
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-2 Re z

Bemerkung 6.6.1

Man darf davon ausgehen, dass p und q keine gemeinsa-

me Nullstellen haben. Denn wenn sie eine solche hitten,

liefse sich die Formel 2% vereinfachen. Zum Beispiel

z)

2 —2224+1 (22 —1)° 22 —1

-1 (241)(22-1) 241

Wenn p und q keine gemeinsame Nullstellen haben,
dann nennt man eine Nullstelle von q einen Pol von
f. Wenn z = z; eine n-fache Nullstelle fiir q ist, heift
z1 einen n-fachen Pol von f. In der Ndhe eines Pols ist
eine rationale Funktion unbeschrinkt. Hier rechts steht

eine Skizze zum Graphen des reellen Teils von iz—jr}, das
heift, von der Funktion fi : C\ {i,—i} — R mit

22 —1
fi(z) = Re (22 n 1) )

Proposition 6.7 Seien p und g Polynome mit q(z) = (z — z1)™ (z — 22)" ... (2 — zx)"™*
und z1,. ..,z alle verschieden und ny,...,n, € N\{0}. Dann ldsst sich die rationale

Funktion f in schreiben als

C11 C12 Cin,
zZ) = i —g t T+
i (z—2)"  (z—z)"! (z — =)
C21 C22 Con,
s T — t Tt
(z—2)"  (z—z)"! (2 — 29)
e +
Ck1 Ci2 Ckny
+ T — Tt —
(z—=2)" (2 —z)™! (z — 21)
+ 7(2)

wobei ¢;; € C und r ein Polynom ist mit Grad(r) = Grad(p) — Grad(q) wenn Grad(p) >
Grad(q). Wenn Grad(p) < Grad(q) hat man r = 0.

Bemerkung 6.7.1 Man nennt diesen Vorgang die Zerlegung in Partialbriiche. Aus
dieser neuen Darstellung folgt, dass es zum Verstindnis einer rationalen Funktion reicht,
das Verhalten von einzelnen Polen zu studieren. Der Grund fir diesen Aufwand soll, wenn
nicht jetzt, spitetens bei der Integration deutlich werden.

Beispiel 6.8 Bevor wir einen Beweis geben, erinnern wir noch mal an den Divisional-
gorithmus. Wir haben ihn benutzt, um Faktoren aus einem Polynom zu holen. Auch bei
der Abtrennung von Standardtermen aus einer rationalen Funktion wird er benutzt. Als
Beispiel:

a2t ot 41

f(@) rt— 222 +1
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Die Division liefert

et =222 +1 ) 425 +at+1 \ 2®4+2z+3
28 — 224 4 22
2?4+ 3zt — 2?2 +1
2 — 2% o
3t +22° — 22—+ 1
3x — 622+ 3
20% 4+ 512 —x — 2

und also
28+ 5+t 41 203 + 522 —x — 2

2
=r"+xr+3+
x4 — 222+ 1 zt — 222 +1

Wir verfolgen mit

208+ 50 —x —2 204507 —x -2

et —2224+1  (z—1)? (22422 +1)
@ +5? 2 —2)+ -1 (®+ 20+ 1)+ 1 (2*+ 22+ 1)
B (. —1)* (22 + 2z + 1)

Hier ist —1 so gewdhlt, dass (22 +52? —x —2) + —1(2* + 22 +1)),_, = 0, das heifst,
man berechnet ¢ derart, dass

O:(2x3—|—5x2—x—2)x:1—|—c(x2—|—2x+1)$:1:4—|—c4.

Demzufolge ist (22° + 5x* — x — 2)—1 (2% + 2z + 1) ein Polynom mit x = 1 als Nullstelle.
Und weil x =1 eine Nullstelle ist, kann man einen Faktor (x — 1) ausklammern in

(20° +52® —2—2) — 1 (2* + 22 + 1) = 22° + 42® — 32 — 3.
Dazu benutzt man wiederum eine Division:

r—1 )/ 223+42° —3x—3 \ 222+6x+3

2% — 222
6x2 — 3z —3
622 — 62
3r —3
3x—3
0

Man findet 22% + 42* — 3z — 3 = (x — 1) (22% + 62 + 3) und geht wie folgt weiter:

(@2 +b?—x—2)—1(a? 420 +1) 1(2? 422+ 1)
(z—1)% (22 +2z+1) (z —1)% (22 + 22 + 1)
(r — 1) (22% + 62 + 3) N 1 (6z+222+3) 1

1) @R2+2041)  @-1P @-D@2t2+D)  @_1p

Das gleiche tun wir mit

(222 + 62 + 3) (222 +6243) - Y (2P + 20 +1) 2 (2?4 22+ 1)
(x—1)(22+22+1) (x—1) (22422 +1) (x—1) (22422 +1)
(B HG-b B A

(x—1)(22+2x+1) -1 a2+42x+1 z-1
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Es wurde benutzt, dass

11 3 1 1 3 1
<2$2+6$+3)_Z<x2+2x+1):_Z$2+§x+12 <——x——) (x—1).

Noch einmal dhnliches:

LI S U G TSNS S I
2?2 +2rx+1  (z+1)2 (x+1)2 r+1  (z41)

Insgesamt bringt es uns zu

ik S S SRS S G
= X X .
xt — 2224+ 1 (37—1)2 r—1 (z+1)2 zx+1

Wenn man dieses Beispiel genau betrachtet, gibt es eigentlich nur einen wichtigen
Schritt.

Lemma 6.9 Seien p und q¢ Polynome mit Grad(p) < Grad(q) — 1 und so, dass p und q
keine gemeinsame Nullstelle haben. Sei z1 eine m-fache Nullstelle von q, sagen wir

q(z) = (z = 21)" q(2),

dann gibt es ein Polynom p mit Grad(p) < Grad(q) — 2 und eine c € C so, dass

p(z) _ plz) p(z) L€ (6.6)

q(z)  (z—2)"q(2) (z — zl)m_1 G(z)  (z—2z0)"™

p(z1)
G(z1)

Beweis von Lemma |6.9. Weil §(z;) # 0, ist ¢ = wohl definiert und es ist folgendes

erlaubt:
_ plz) & p(z1) ~ _ plz) &
p(2) _ pa) — G s) + o) ple) — 75d(2) poey L
— 2 — 2 — 2 — 2
(z = 2)"q(2) (z = 21)" q(2) (z—2)"q(z) ) (z—=)
Weil P(z) = p(z) — %(j(z) ein Polynom ist mit z = z; als Nullstelle und mit Grad(P) <

Grad(q) — 1, gibt es ein Polynom p mit Grad(p) = Grad(P) — 1 so, dass
P(2) = (= — ) i(2).

Es folgt, dass

p(2) p(z) c

(z—2z1)"q(2) - (z—2)" " q(2) * (z—21)"

Beweis von Satz Der erste Schritt wére, im Fall Grad(p) > Grad(q), durch eine
Division eine rationale Funktion zu bekommen mit dem Grad des Zéhlers kleiner als dem
Grad des Nenners. Das liefert uns ein Polynom r und ein Polynom p; mit Grad(p;) <
Grad(q) — 1 derart, dass

p(Z) _ T’(Z) + p1<2)

a(z) q(z)

Als néchsten Schritt vereinfachen wir q((;))

haben. Jetzt brauchen wir den Satz nur fiir solche

so, dass p; und ¢ keine gemeinsame Nullstellen

p1(2)

zu beweisen.
q(2)
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Das beweisen wir mit vollstdndiger Induktion nach dem Grad von q.

1) Wenn Grad(q) = 1, dann gilt Grad(p;) = 0 und Z;l(—(zz)) hat schon die gefragte Form.

2) Nehmen wir an, dieser Satz stimmt fiir alle ¢ mit Grad n. Wenn wir ein Polynom ¢
von Grad n + 1 haben, dann erlaubt uns Lemma die Induktionsannahme zu nutzen,
denn gibt uns eine rationale Funktion mit Grad n im Nenner. [

Die oben durchgefiihrte Spaltung kann eine langwierige Sache sein, wenn man all diese
Schritte verfolgt. Weil man aber jetzt weif3, was zu erwarten ist, kann man schneller voran
kommen.

5

Beispiel 6.10 Nehmen wir 2 . Die erste Division lafst sich kaum kiirzen:
24422241
2° 2 +223+ 2 223 + 2 223 + 2

A2 41 A422+1 A422+1 0 sA+2241
Dann muss man immer noch den Nenner faktorisieren:

A 42224 1=(2+1) = (=) z+))P = (=) (z+1).
Wir kénnen jetzt aber verwenden, dass wir wissen, es gibt a,b,c,d € C, so dass

222 +z 222402241240« N b N c N d
A422241 2442224+ 1 0 (z—i)? z—i (244 240

Die rechte Seite kann man zusammen nehmen:
a b c d

(z—1i)? L (z+14) I

a(z4+i)?+b(z+4)%(z—i) +c(z—i) +d(z—i) (2 +1)

— - — —
(z—1)" (2 +1)
(b+d) 22+ (a+ib+c—id) 22 + (2ia+b—2ic+d) z+ib—a — c —id

(2241)
Man muss nur noch ein lineares System von 4 Gleichungen ldosen:
b+d=2,

a+1b+c—1d=0,
2ia +b—2ic+d =1,
ib—a—c—1d=0.

Es folgt a = Z—lli, b=1, c= —%z’ und d =1 und das Ergebnis lautet:

2—522_}1¢_1+}1¢_1.
2+ 22241 (z—14)° 2—i (244 2+

6.4 Potenzen und Wurzeln

Potenzen mit ganzen Zahlen sind definiert durch

wennn € NT: 2"=z.2.2-...-2 fiir z€C,
2
n Faktoren
wennn=0: 2'=1 fir 2 € C,
wennn€Z : 2= fir z € C\ {0} .

Die ersten Erweiterungen sind die Wurzelfunktionen:
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e Wenn n € N gerade ist, dann ist (z +— {/7) : Ry — RJ definiert als die inverse
Funktion zu (z — 2") : Rf — Ry.

Weil die Funktion f : Ry — R{ mit f(z) = 2" fiir jede n € NT injektiv (weil
0 < 1y < zo impliziert, dass 7 < x%) und surjektiv ist, gibt es genau eine Lésung in R
von y = 2" fiir y € R{. Diese Losung x € R} nennt man {/.

e Wenn n € N ungerade ist, dann ist (x +— /z) : R — R definiert als die inverse
Funktion zu (z — 2™) : R — R.

Hier wird benutzt, dass f : R — R mit f(x) = 2™ bijektiv ist.

6.4.1 Potenzen mit rationalen Koeffizienten

Was machen wir mit f(z) =z fiir m € Z und n € N*? Fiir # > 0 gibt es kein Problem.

e Man definiert die Funktion (x — x%) : RT™ — R* durch

n

m
n —_— l’m.

xz

Man kann sehen, dass y; = 2% und yo = xn das gleiche Ergebnis liefern. Denn
kn n\ k
s = (W)™ = b nd gl = ) = ((V)") = @)t = ot

und weil (y — y*") : R* — R¥ injektiv ist, folgt y; = yo. Weil 22 und 2 in Q mit k € N
die gleiche Zahl vertritt, ist so 27 wohl definiert fiir p € Q und z € R*. Das ganze sieht
aus wie eine Trivialitdt bis man folgendes betrachtet:

=Y 1={/(-1) = (1) = (-7 = (-)°=V1=1

Um derartige Probleme zu vermeiden, definieren wir  +— &= nicht fiir 2 < 0.
Fiir positive x passt das alles wie man mochte und man kann wie ‘iiblich’ mit den
Koeffizienten verfahren:

wlot

Lemma 6.11 Seien z,y € R™ und p,q € Q. Dann gilt:
1. Pt = gPrd;
2. aPl = (xP)?;
3. (zy)’ = aPyP.

Beweis. Wenn p, g € Z liegen, dann folgen diese Ergebnisse aus einer wiederholten An-
wendung der Kérpereigenschaften. Ubrig bleibt es zu beweisen fiir Q\Z.

Wir setzen p =" und ¢ = % mit m, k € Z und n, ¢ € NT,

Die erste Behauptung:

(xPJrq)nK _ (I% ;;>n€: xmé”;kn nﬁz (ne/—xm€+kn>nzzxmé+kn’
m né YA N NKL
rat) = (@) (o) = (V) (V) = ) () =
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und die Injektivitdt von (z — ™) : RJ — Ry liefert 2P = 2Pz,
Die zweite Behauptung:

= ()= ()
e G I e R G e

und die Injektivitét von (z — 2") : R — Ry liefert 77 = (a#)".
Die dritte Behauptung:

(zy)")" = {/(ay)™ = (vy)™ = a™y™ = Sam" Yy = (2)" (y7)" = (aPy")"

und die Injektivitéit von (x — ") : Rf — Ry liefert (zy)” = zPyP. |

6.5 Einige Standardfolgen und deren Grenzwerte

1
Lemma 6.12 7. lim — = 0 wenn g € QF;

n—oo N,
2. lim {/x =1 wenn x € RT;
n—oo
3. lim {/n=1;
n—oo

4. lim n™z" =0 wenn m € N und z € C mit |z| < 1.
n—oo

Definition 6.13 Die Entierfunktion oder ,,Ganzzahlfunktion “: |

[]: R =R,
[z] = die grifite Zahln € Z, so dass n < x.

Der Graph zu der Entierfunktion:

Bemerkung 6.13.1 Es folgt, dass
[r] <o < [2] + 1 fir alle v € R.
Beweis von Lemma . Sei e > 0. 1. Man nehme N, = [6_1/q] + 1:

o —w s () ) )

2. Man nehme N, = [%1} + 1. Die Bernoullische Ungleichung besagt, dass

(1+y)" >1+ny firy > —1.
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Nimmt man y = (z — 1), dann findet man (1 + Z1)" > 2 und daraus folgt

n

r—1

> {/x.

1+

Fiir x > 1 gilt also
r—1

|[Ve—1|=z-1<

Wenn wir also N = [‘”T_l] + 1 nehmen, folgt fiir n > N, dass
!C/E — 1‘ < e.

Fiir 0 < z < 1 benutzen wir, dass 7' > 1, dass lim vz~! =1 und

n—o0

1
lim Vo = ———.
n—00 Ve lim Va1l

n—oo

3. Statt der Bernoullischen Ungleichung hat man auch fiir n > 2 und y > 0

n n n nin—1
ez (s (s 1050y

Man benutze dazu die Binomialformel. Nimmt man y = /n — 1, so bekommt man

n—1=(1+(%—1))”—12M”T_U(Q/ﬁ—1)2

2
{L/ﬁ—lg\/:
n

2
o< ymo1<Y2

n

und es folgt

Weil

D=

folgt das Ergebnis aus Lemma [5.8} 1., und das EinschlieSungslemma.
4. Wenn m = 0, hat man mit der Bernoullischen Ungleichung

i 1 1 11 1 |4
| | —1 n S 1 _ 1 - - — . (67)
(1412 —1) 1+n(lz]7 =1) " nlz| =1 nl-|¢

IN

Weil lim 1L =0, gilt auch lim |2|" = 0.
n—oo ™ 1-12| n—oo
Wenn m > 1 hat man

mn

| = [/ e | <

’mn

(i

Weil |z| < 1 gilt, und weil lim <1 + \/%> =1, gibt es N € Nund 0 < 6 < 1, so dass

n—oo
2 1
L+/= ] |z
n

<4.




6.6 Wie man ohne Taschenrechner /5 berechnen kann. 55

Wie in hat man
o 1 < 1 < 1 _l 0
_(14—(9_1—1))”_1—1—71(6’1—1)_n(efl—l)_nl—G’

und mit
|mn|<i L m<l L "
= m\1 00 “—n\1-60) °

folgt lim n™z" =0 [ ]

n—oo

6.6 Wie man ohne Taschenrechner v/5 berechnen kann.

Algorithmus 6.1 Sei m € N\ {0,1} und w € R". Wir definieren:

ag=w+1,

1
Ap1 = (1——) an—f——w T fir n € N. (6.8)
m ma;t~

Bemerkung 6.13.2 Wir werden zeigen, dass lim,, o a, = Yw. Auf diese Art haben wir

eine Mdglichkeit gefunden, durch eine rationale Funktion eine Wurzel 3/w zu approzimie-
ren. Fin Taschenrechner oder PC macht genau dasselbe. Mehr als wiederholtes Addieren
und Subtrahieren schafft er leider nicht und wenn der Verkdufer Ihnen erzdihlt hat, dass
das Gerit /5 exakt berechnen kann, dann stimmt das leider nicht. Da wird auch bloff mit
so einer algebraischen Funktion approximiert bis man gentigend richtige Ziffern hat. Der
Algorithmus konvergiert tibrigens sehr schnell. Hier die ersten 12 Zwischenergebnisse fiir

P PP PP RPRPRRPRPPRPNDNDPMO

.046296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296296:
.79932749087515917036240579154175950863720431905146003594791967075775791675579948371169284860337 6¢
.07890551619100191120946756639329286141647249513402652041512179694538870915777138990012381676997 3¢
.771574499815610081716102753679954739958780507901065172116873542729326223319309092880741870823941:
.712092935951847725766939672653400393211729306878021313488362026989388677818196759440157792652468¢
.709978563238172616382423589784179256623727779229754045444859244578694967914634625178944578530099(
.709975946680700776658323324132316368910410610815130962530517621473970506990714693113772529738164«
.709975946676696989353118247127646800515676384956881013967786340006101090684930811194696402999428:
.709975946676696989353108872543860109868055110594449109982069470285957982063240096009692631674388"
.709975946676696989353108872543860109868055110543054924382861707444295920504173216257187010021733¢
.709975946676696989353108872543860109868055110543054924382861707444295920504173216257187010020189(

Spdter werden wir noch mal zeigen, dass die Grenzkurve zwischen den richtigen schwarzen
und den falschen roten Ziffern nicht nur zufilligerweise wie x = ¢ 2Y aussieht.

Bemerkung 6.13.3 Man kann statt ag = w + 1 eine beliebige positive Anfangswert neh-
men. Der einzige Vorteil bei ag = w + 1 ist, dass w+ 1 > /w gleich eine fallende Folge
liefert.

Lemma 6.14 Sei m € N\{0,1}, w € RT und die Folge {a,},., definiert wie in (6.8).
Dann gilt lim a, = w.
n—oo
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Beweis. Erstens beweisen wir, dass fiir die Funktion f : RT™ — R mit

1 w
fe) = (1 B E) T ma™1

gilt, dass f(x) > /w fiir alle z € RT. Wir haben fir z > 0 die folgenden gleichwertigen
Aussagen:

1
(1——)x+ > e (m-Dr+ —— >m s
m mx™ xm-

& m—l+%>m%ﬁ@x >14+m (%ﬂ— )@
o (35 sren(3E)-
o [ () 2o (3.

Setzt man y = %ﬁ — 1, dann erkennt man, dass die letzte Ungleichung stimmt wegen der

Bernoullischen Ungleichung (Lemma :
(1+y)™ >1+my fiiry > —1.

1 —
m mx™—

Angenommen dass a,, € RT, finden wir f(a,11) > {/w. Weil ag > 0 gilt, kann man zeigen,
dass a, > {/w fur n € N\ {0}.
Fiir a,, > /w finden wir

1 w a,’ —w
a1 = (1= m ) e T T g = Gn.
n n

Damit hat man auch

So haben wir eine monoton fallende Folge bekommen, die von unten beschrénkt ist.
Die Vollstandigkeit von R besagt, dass {a, },-, einen Grenzwert @ hat. Und weil a,, > {/w
gilt auch a > {/w.

Jetzt, nachdem wir die Existenz des Limes gezeigt haben, konnen wir damit rechnen:

1 w
a = hm Qpy1 = lim ((1 - —) an+—1) —

1
= lim((l——) )—l—hm wlz
n—oo m n—o0 mam

1 1
= (1——) hman—i—ghm T =

m ) n—oo M n—oo am
1 1
= 1—— ) lim a, + E,— =
m ) n—oo m lim,, o, am=!
1 w 1
= 1—— ) lim a, + — — =
mJ n—eo (hmn—>oo an)
(1-5) e+ i
= (1-= :
m m a™—
Es folgt, dass
1 w 1
4= m—1"
m ma

und daraus, dass a™ = w. [
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Reihen 1 I W e

7.1 Folgen aus Folgen

Wenn {a,} ~, eine reelle oder komplexe Folge ist, kann man daraus eine neue Folge
{sn}.—, konstruieren durch
Sp=ao +ay+ -+ ap,

oder netter geschrieben
n
Sp = E ag.
k=0

Die Folge {}")_, ar} ., nennt man eine Reihe, die Zahlen a,, die Glieder dieser Reihe
und s,, die Partialsummen.

Die Hauptfrage, die man zu Reihen stellt, ist:

. . o0 . n . .
Kann man Bedingungen fir {a,},_, angeben, so dass nh_)nolo Y o Qi existiert?

Die zweite Frage, ndmlich welche Zahl findet man durch lim )7, a, ist meistens
n—oo

viel schwieriger.

Oft benutzt man fiir {>°,_jax} ., auch kurzerhand } 7" a;. Weil man aber auch

lim ZZ:O ay, abkiirzt durch Zzozo ay, muss oft aus dem Kontext deutlich werden, was
n—o0

genau gemeint ist.

Beispiel 7.1 Die geometrische Reihe fiir z € C ist definiert als {ZZZO zk}zozo. Sie
konvergiert genau dann, wenn |z| < 1.
Das sieht man wie folgt. Fir z # 1 gilt

sz=1+z+22+~~—|—z”:

k=0
(I+z4+224-+2")(1-2) 1—z"
(1-2) 1=z
und man bekommt
n 1
lim sz — lim -2 1 —limy e 2™ T, wenn 2| < 1,
n—00 o n—soo 1 — 2 - 1— 2 - .
h=0 divergent wenn |z| > 1.

57
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Wenn z =1 hat man

k—
und es folgt auch hier Divergenz.

Beispiel 7.2 Die harmonische Reihe ist definiert als {ZZ=1 %}Zo:l:

o
i
o

ST S S
ST ATy T T T n

Sie ist nicht konvergent:

>14oqr L
Sn_ —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— DY Tn
24 48 8 8 816 2

mit £, € N die grifte Zahl, so dass 2> < n. Man findet s,, > (£, + 1) % und zeigt so, dass
{sn} —, unbeschrinkt ist.

Bemerkung 7.2.1 Eine notwendige Bedingung damit lim > 7' _, ay, existiert, ist lim a,,
n—00 n—00
0. Das heifst:

n

lim E ay existiert = lim a, = 0.

Denn nennt man s = lim Y ,_ ay, dann sieht man sofort, dass
n—o0

n n—1 n n—1
lim a, = lim E ak—g ay zlimg ak—limg ar=58—5=0
n—oo n—oo n—o0 n—oo

k=0 k=0 k=0 k=0

Die harmonische Reihe ist ein Beispiel, das besagt, dass lim a, = 0 keine hinreichende
n—ro0

. . .. . n .
Bedingung ist fiir Konvergenz von nll_>n010 D b Gk

n
lim a, =0 % lim Zak existiert.
k=0

n—0o0 n—oo

7.2 Konvergenz fiir Reihen mit positiven Gliedern

o0

1
Lemma 7.3 Sei g € Q. Die Reihe ) - konvergiert genau dann, wenn q > 1.

n=1

Bemerkung 7.3.1 Anders gesagt: die Folge {ZZ:1 k_lq}:;l konvergiert genau dann, wenn

q > 1. Oder nochmals anders gesagt: lim » ", % existiert genaw dann, wenn q > 1.
n—o0

Bemerkung 7.3.2 Die Funktion

<q»—>i%) :(1,00) = R

heifit die Riemann-Zeta-Funktion. Sie wird
oft mit { notiert. Man kann zeigen, dass:

¢(2) = g2,

C(4) = g5,

C(6) = 5",

C(8) = gag7"- 1 2 3 4 5 6



7.2 Konvergenz tiir Reihen mit positiven Gliedern 59

Die Riemann-Zeta-Funktion ist hier definiert auf dem Intervall (1,00). Spdter werden wir
sehen, dass diese Funktion sich sogar verninftig definieren lisst auf C\ {1}.

Beweis. Fiir ¢ > 1 gilt

1 1 1 1 1 1 1 1
Sp = 1+§+£+E+5+@+%+§+'..+ES
1 1 1 1 1 1 1 1
sttt T e T T e T T

wiederum mit & € N die kleinste Zahl so, dass 2¥ > n. Man findet

c 1. 2.8 2k
N TR i
_ gt 1 1
= Ty T T ey T
_»§:<1>f< 1
- — — 1
=0 2071 1= 5=

weil oty < 1 fiir ¢ > 1. Also ist {s,},, eine monotone und beschrénkte Folge und
deshalb konvergent.
Fiir ¢ < 1 gilt

_ 1 1 1 1 1 S
Sn = +§+§+E+§+"'+E_
(UL S P
2 3 4 5 7
und s,, — oo fiir n — oo. [

Ein wichtiges Werkzeug haben wir im Beweis soeben gesehen, ndmlich ein Vergleichs-
kriterium.

Lemma 7.4 (Majorantenkriterium) Seien {a,} -, und {b,} -, reelle Folgen mit 0 <
a, <b,.

1. Wenn die Reihe Y b, konvergiert, dann konvergiert die Reihe ) a,.

2. Wenn die Reihe Y a, divergiert, dann divergiert die Reihe Y by,.

Beweis. Weil die zweite Aussage die logische Umkehrungﬂ der ersten Aussage ist, brau-
chen wir nur eine zu beweisen.
LAus der Logik:

Wenn A und B zwei Aussagen sind, dann ist die Behauptung A = B gleich-
wertig zu "B = "A.

“Wenn es ein normales Fahrrad ist, dann hat es zwei Rdder” ist gleichwertig
zu “Wenn es keine zwei Rdder hat, ist es kein normales Fahrrad”.

“Wenn es zwei Rdder hat, ist es ein normales Fahrrad” ist eine ganz andere
Aussage.
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Wir nehmen an, die Folge {Zi:o bn} ist konvergent, dass heift, limy_, ZZ:O b, =
k=0

s € R. Weil a,, < b, findet man, dass die Folge {ZZ:O an}oo nach oben beschrankt ist

k=0

durch s. Und weil a,, > 0 gilt fiir alle n € N, ist {ZLO an} monoton wachsend. Eine
k=0

beschrinkte monoton wachsende Folge hat einen Limes. [ ]

7.3 Konvergenz fiir Reihen mit beliebigen Gliedern

Betrachten wir zunéchst als Beispiel die Reihe >~ (—1)" +1, dass heifit, die Folge der
Partialsummen von den Gliedern {1,—1 4 -1 1 1 _

l 1
203 5 67 8
1 1 1 1

-1y + . 1+
2'3 45 6 7 8

Wenn wir wie folgt verfahren

. 1+1 1 1 1+1 1 B
2 3 4 5 6 7 8 N

= 1+1 21+1+1 21+1+1 21+1+1 21+

N 2 23 4 T4 5 6 6 7 8 g

B 1+1 1+1+1 1+1 1 1+1+1 1+

N 2 3 4 2 5 6 3 7 8 4 7

dann sieht man, dass die Glieder sich kiirzen und so 0 als Limes liefern. Andererseits hat
man auch

Damit haben wir bewiesen, dass

0= lim 1
koo £= 1 +1 2
Oder doch nicht?

In dem komischen ‘Beweis’ haben wir umgeordnet beim Addieren und das ist im
Allgemeinen leider nur erlaubt bei endlich vielen Anderungen. Die Kommutativitit besagt,
dass a4+ b = b+ a und wenn man diese Regel (und die Assoziativitidt) 4 mal benutzt, hat
man auch

a+b+c+d+e=e+d+c+b+a.

Dass man diese Regel auch unendlich oft benutzen darf, ist nie gesagt worden und ist im
Allgemeinen auch nicht giiltig.

Definition 7.5 Die Folge {b,},., heifst eine Umordnung von {a,} _,, wenn es eine
bijektive Abbildung o : N — N gibt, so dass b, = ag(y)-

Definition 7.6 Sei {a,}. -, eine komplexe Folge.
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1. > a, heifit unbedingt konvergent, wenn es { € C gibt, so dass

n=0

li =
Jim o) = ¢

fiir jede Umordnung {ag(n)}zozo von {an} ~,-

[e.e] [e.e]

2. > a, heifit absolut konvergent, wenn Y |a,| konvergent ist.
n=0 n=0

Bemerkung 7.6.1 Wenn eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent ist,

heift sie bedingt konvergent. Y (T_Li)ln st also bedingt konvergent.

Lemma 7.7 Sei{a,},_, eine komplexe (oder reelle) Folge.

Wenn Y a, absolut konvergent ist, ist sie auch konvergent.
n=0

o0 o0 n
Beweis. Weil ) |a,| konvergent ist, folgt > |ay| — 0 fiir n — oco. Setzen wir s, = Y ay.

n=0 k=n k=0
Dann folgt fiir m > n, dass

n m m m 0o
= sal = [ =S| <[ 3wl < 0t < 3 b
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Weil > |ag| — 0 fiir n — oo gibt es fiir jede € > 0 eine Zahl V. € N so, dass

k=n

o
Z lag| < e fiir n > N..

k=n+1

Damit findet man, dass |s,, — sp,,| < € wenn n,m > N, und dass {s,} -, eine Cauchy-
Folge ist in C und deshalb konvergent. ]

Lemma 7.8 Sei {a,}, ., eine komplexe (oder reelle) Folge.
> ay, ist unbedingt konvergent < > a, ist absolut konvergent.

Bemerkung 7.8.1 Sei {a,},, eine reelle Folge mit a, > 0. Wenn " a, konvergent
n=0
ist, 1st sie sogar unbedingt konvergent.

Beweis. Der Beweis geht in mehreren Schritten:

1. Sei {a,}, -, eine komplexe Folge. Dann gilt:

o
a, ist unbedingt konvergent

n=0 1}

> Rea, und ) Ima, sind unbedingt konvergent.
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2. Sei {a,}, -, eine komplexe Folge. Dann gilt:

o0
a, 1st absolut konvergent
> g

n=0 ﬁ

>  Rea, und »_ Ima, sind absolut konvergent.

n=0 n=0

3. Setze

vt = max (0,v) und v~ = max (0, —v) fiir v € R.

Sei {a,},, eine reelle Folge. Dann gilt:

> a, ist unbedingt konvergent

n=0 ﬁ

S (an)” und Y (a,)” sind konvergent.
n=0 n=0

4. Sei {a,} -, eine reelle Folge. Dann gilt:

(e o]
> a, ist absolut konvergent

n=0
o oo 11
S (an)™ und > (a,)” sind konvergent.
n=0 n=0

Zu 1. Da wird benutzt, dass lim b, = b < lim Reb, = Reb und lim Imb, = Imb.

n—0o0 n—o0 n—oo

Zu 2. Da wird benutzt, dass |a,| < |Rea,|+ [Ima,| < 2|a,| und dass das Majoran-
tenkriterium gilt.

Zu 3. (=) Beweis durch Widerspruch. Angenommen > °° (a,)" = oo. Weil die
Clieder (a,)" alle nicht negativ sind, ist so eine Reihe entweder konvergent oder co (im
uneigentlichen Sinne). Setze { = kh_{glo S an. BEsgibt N € N sodass S0 (a,) > (41
Setze

{an;a, > 0und n < Ny}

Wir nehmen die ersten b; aus dieser Menge bis sie erschopft ist. AnschlieBend nehmen wir
fir das néchste b; das erste a,, mit a,, < 0.

Weil 3% (a,)" = oo gilt auch Y Nyt (an)* = co. Dann gibt es N, € N, so dass
Zgio (an)" > €4 1. Wir nehmen die nichsten b; aus der Menge

{an;a, > 0und Ny <n < Ny}

bis diese erschopft ist. Das folgende b; wird das zweite a,, mit a,, < 0.
Weil > 4 (an)t = oo gibt es N3 € N, so dass 30° (a,)" > ¢+ 1. Wir nehmen
die néchsten b; aus der Menge

{an;a, > 0und N; <n < Ny}

bis diese erschopft ist. Das néchste b; wird das dritte a,, mit a,, < 0, usw.
Die Folge {b,},_, ist eine Umordnung von {a,}, ., und weil es unendlich viele N; hat

N; 00
mit Y b, > ¢+ 1ist ) a, nicht ,,unbedingt konvergent“.

n=0 n=0
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(<) Weil 3% (a,) " und 3% (a,,)” konvergent sind, sagen wir £+ = lim ¢ _ (a,)"

k—o00

und ¢/~ = klim ZZ:O (a,)”, gibt es fiir jede € > 0 eine Zahl N. € N mit
—00

NE

0< (an)" <eund 0 < Z (an)” < e fir alle k > N..

I
=

n
Sei {ag (n) }n , €ine Umordnung und setze

N? =max{o(k);0 <k < N.}.

Wir finden
0< (ao.(n))Jr < Z (an)" und 0 Z (g n) Z (a,)” fur alle k > N?.
n=~k n=Ng n==k n=N¢

Setzen wir £ = ¢t — ¢~ dann folgt fiir alle k > N7, dass

k k 00 00 0o
<Zaa(n)) —{ = Zaa(n) Z +Z aan < Z (aa(n))7<5,

n=0 n=0 n=0 n=k+1
k k 00 00 o)
<Z ag(n)) —{ = Z Qg(n) — Z + Z Qg (n) > - ((Ig(n))Jr > —¢€.
n=0 n=0 n=0 n=k+1

Zu 4. (=) Benutze das Majorantenkriterium, 0 < (a,)" < |a,| und 0 < (a,)” < |ay).
(<) Wenn > (a,)" und >2°° (a,)” konvergieren, folgt, dass auch

k k k
lim Z la,| = lim (a,)™ + lim (an)”
0

k—o0 k—o0 k—o0
n=0 n=0

konvergiert. [ ]

. k
Wir geben ein kurze Ubersicht wie man eine Reihe { > an} klassifizieren kann:
n=0 keN

la. absolut konvergent = unbedingt konvergent
1b. bedingt konvergent

1. konvergent {

2. divergent

7.4 Zwei Konvergenzkriterien

Lemma 7.9 (Quotientenkriterium) Sei{a,} _, eine kompleze Folge, so dass lim o
n—00 "

r € R existiert.
o0
o Wennr <1, dann ist ) a, absolut konvergent.
n=0

o0
e Wennr > 1, dann ist Y a, divergent.
n=0
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Beweis. Nehme € = £ |1 — r|. Fiir r # 1 ist £ > 0 und es gibt N, € N, so dass
[@n ] —r| <efirn> N..
|an]
Wenn r < 1 folgt
|a’n+1| o |an+1|

—r+r<5+r=%+%rﬁirn>]\fa

|an| B |an|

und N
)

lan| < (5 + 37 lan.| fir n > N..

Weil %—k %7‘ < 1gilt, ist 372 v 14 (% + %r)anE ay. | eine konvergente geometrische Reihe.

Mit dem Majorantenkriterium konvergiert > 7 \ | |a,| und so auch Y777 |a,|.
Wenn 7 > 1 folgt

—r+7“>—f‘:+7“:%+%r>1ﬁirn>N5

und
lan| > |an.| > 0 fir n > N..

Also entweder lim a,, existiert nicht, oder lim a, # 0. Weil lim a,, = 0 eine notwendige

n—oo n—oo n—oo
oo
Bedingung ist fiir Konvergenz, ist » a, divergent. ]
n=0

Lemma 7.10 (Wurzelkriterium) Sei {a,},_, eine kompleze Folge.
Setze lim sup {/|a,| =r € [0, o0].

n—o0
o Wennr <1, dann ist Y a, absolut konvergent.
n=0

o0
o Wennr > 1, dann ist Y a, divergent.
n=0

e Wenn > a, bedingt konvergent ist, dann gilt r = 1.
n=0

Beweis. Wenn r < 1 gilt und wir € = § (1 — ) nehmen, gibt es N. € N, so dass

Vlan| — 7" < ¢ fiir n > N,.

Wenn {/|a,| <r+e =1+ 3r folgt

lan| < (3 +1r)" fir n > N,

und konnen wir fortfahren wie beim Quotientenkriterium.
Wenn r > 1 dann gibt es eine Teilfolge {ay, },—, so dass "/|an,| > 1 und also auch

|an, | > 1. Das heifit, entweder lim a,, existiert nicht, oder lim a, # 0. Weil lim a, =0
n—o0 n—o0 n—0o0

oo
eine notwendige Bedingung ist fiir Konvergenz, ist > a, divergent.
n=0
Wenn man 7 # 1 hat, dann ist die Reihe entweder divergent (wenn > 1) oder absolut

konvergent (wenn r < 1). Damit ist bedingte Konvergenz ausgeschlossen. [ ]



7.5 Konvergenz bei alternierenden Gliedern 65

7.5 Konvergenz bei alternierenden Gliedern

Wir haben nicht umsonst uns erst mal beschrinkt auf Reihen mit positiven Gliedern.
Wenn so eine Reihe konvergent ist, dann ist sie auch absolut konvergent und man muss
sich keine Sorgen dariiber machen, in welcher Folge man die Glieder addiert. Fiir Reihen
mit Vorzeichenwechsel und auch fiir Reihen mit komplexen Gliedern ist Konvergenz eine
kompliziertere Sache. Es kann sein, dass eine Umordnung konvergiert und eine andere
divergiert. Einige Spezialfille kann man aber trotzdem angehen. Insbesondere bei Reihen
mit alternierenden Gliedern kann man oft relativ einfach Konvergenz beweisen.

Man nennt eine reelle Folge {bn}zozo alternierend, wenn b,b,,; < 0 fiir alle n € N,
das heifit, das Vorzeichen zweier aufeinanderfolgender Termen ist negativ. Ein Beispiel ist
e S

Um dieses Kriterium so einfach wie moglich hin zu schreiben, betrachten wir

(-1)" a, mit a, >0
—0

n

statt -
Z b, mit b, > 0 fiir n gerade und b, < 0 fiir n ungerade.

n=0

Lemma 7.11 (Kriterium von Leibniz) Se: {a,},_, eine reelle Folge mit folgenden
Eigenschaften:

1. a, >0 firneN;
2. apny1 < a, firneN;

3. lim a, =0.
n—oo

Dann gilt Y (—1)" a,, ist konvergent.
Beweis. Setzen wir

k
ay = Z (—1)"ay
n=0

und betrachten wir zusétzlich die Folgen {3, },—, und {7, };—, mit

1 1
2[§k] Q[Ek]—&-l
n n
Bo=Y (e undy, = 3 (=1)a,.
Die ersten Terme sind:
Bk: {ao, ap, aofa1+a2, a07a1+(12, ao—a1+a2—a3+a4, },
ay : {ao, ap —ay,ag — a1 + ag, ag— a1 +as —asz,ag — a1 +as —as + aq, },
Yt {ao — a1, a0 —a1,a0 — a1 + az — az,ap — a; +az —az,a0 —ay +az —az +ag —as, ... }.

Man findet, dass {3, },-, eine monoton fallende Folge und {v,},;-, eine monoton wach-
sende Folge ist. Weil beide Folgen beschriankt sind, haben sie einen Grenzwert, sagen wir
¢, und £g. Weil

B == Aa[1k]+1
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und lim a

] =0 hat man /g = ¢,. Ausserdem hat man
—00

’Ykgakgﬁk

und das Sandwichlemma liefert klim ag = lg. [
—00

Mit Hilfe dieses Kriteriums finden wir, dass  (—1)"

konvergent ist. Wir werden
n=0 n 1

noch mal zeigen, dass

1
E (-1)" log 2
n=0
ot
.
N2 [ T 8 80 8 8 8 0 8 g0 00,0000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.
! 1 1 L 1 1
20 40 60 80
n
(1)

Beispiel 7.12 Betracht ’ .
eispie etrachten wir n:zlo o (In )

Wir gehen davon aus, dass man aus der Schule folgende Kenntnisse mitgebracht hat:

1. Inz >0 firz>1und Inz > 1 firx > 3.
2. Inx — oo wenn x — 0.

3. Inx > Iny wenn x > y.

Weillnx > 0 fiir x > 1 und Inz > 1 fir x > 3 haben wirm>0fijrn210.

oo
Weil x — Inx monoton wachsend ist, gilt {m} st eine monoton fallende Folge.
n=10

Weil lInz — oo wennx%mfolgtﬁ — 0 fiir n — oo.

Inn

Das Kriterium von Leibniz trifft zu und die Reihe ist konvergent.

2}
1}
: Ein Skizze zu x — Inx.
2 4 6 8 10 12 14
Die Frage, ob diese Reihe vielleicht auch absolut konvergent ist, kann man verneinen.
Weil In (x) < z fir x > 0, gilt Inln(n) < n (jedenfalls fir n > 3) und auch folgende
Abschdtzung
1 S 1
Inln(n) — n
) —1\"
i Man sieht mit dem Majorantenkriterium, dass die Reihe (=1) nicht absolut kon-
-4 =10 In (Inn)
vergent 4st.
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7.6 Rezeptur

Wie geht man auf eine strukturierte Art die Frage an, ob eine Reihe ) b, konvergiert?
n=0
Die folgende Anleitung kann dazu helfen.

Frage: b, — 07
Antwort: { Ja - Frage '

Nein ~-» Reihe divergent.

Frage: Reihe absolut konvergent? Dazu ) |b,| vergleichen mit bekannter Reihe:

n=0

a) Polynomialer Typ: — und &dhnlich. Benutze Majorantenkriterium.
nd )

n=0

q<1 ~ > |b,| divergent.

Antwort: n=0

gq>1 ~» > |b,| und auch )b, konvergent.
n=0 n=0
Wenn b, kein festes Vorzeichen hat und > |b,| divergiert: ~ Frage [3].

n=0
(b) Potenztyp: i r™ und &hnlich. Berechne r durch (Quotienten- oder) Wurzel-
kriterium. i
r>1 ~ i b, divergent.
Antwort: r=1 ~ ;?z)ige .

o0
r<1l ~» > b, konvergent.
n=0

Bemerkung: r > 1 sollte nicht auftreten, denn dann gilt nicht b,, — 0.

(¢) Anderer Typ:
Antwort: ~~ Frage .

Frage: Glieder alternierend und Leibniz trifft zu?

{ Ja  ~» Reihe konvergent.
Antwort: .
Nein ~ @

Eigene Kreativitiat gefragt.
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Reihen 11 J W e

8.1 Summen und Produkte von Reihen

Wenn wir zwei Reihen haben die konvergieren, dann folgt aus ,,Grenzwert der Summe ist
Summe der Grenzwerte“, dass man die zwei Reihen addieren kann und dass der Limes so
ist wie man vielleicht naiv erwartet.

Lemma 8.1 Seien {a,} - “ und {b,} ", zwei (komplexe) Folgen und sei A, B € C. Wenn
lim Z ar = A und lim Z by = B, dann gilt

JLIEOZ(ak—i-bk):A—i-B.

Bemerkung 8.1.1 Obwohl hier umgeordnet wird, ist es so, dass man sich bei dieser
bestimmten Umordnung keine Sorgen zur Konvergenz machen muss.

Beweis. Schreibe A, = > a; und B, = > bg, dann folgt das Ergebnis aus
k=0 k=0

lim (A, + B,) = lim A, + hmB

n—oo n—o0

Lemma 8.2 Sezen {an}7 0 und {b,},-, zwei (kompleze)
Folgen. Wenn Z ar und Z b absolut konvergent sind,

k=0 k=0
dann gllt ) o o o o o o
n k n n o o o o o o o
lim Z (Z ambk_m> == <111’I1 Z CLk) (11111 Z bk) . o o o o [ o o
n—00 n—oo n—00
k=0 \m=0 k=0 k=0

Bemerkung 8.2.1 In der Skizze sollen die roten Punkte die a;b; vorstellen, und die

oo k
grine Kurve die Umordnung in >, > mbr—m.
k=0 m=0

69
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Beweis. Man bemerke, dass
{(m,k—=m);0<m<k<n}={(m,0);0<m,l und {+m <n}

gilt, und dies uns in den folgenden Abschitzungen die erste Gleichung liefert

n k
Z Z ambkfm

n

n k n—~_
< Z Z ‘ambkfm’ = Z Z |ambf| <

k=0 |m=0 k=0 m=0 {=0 m=0
<3S bl (z |am|) (z w) .
/=0 m=0 £=0

Dann ist also die Umordnung absolut konvergent, wenn » > a,, und > -, by es sind.
So ist {ZZZO Z]:n:O |ambk_m|}nEN wachsend und nach oben beschrankt, und hat also

einen Grenzwert. Weil absolute Konvergenz gewohnliche Konvergenz impliziert, ist auch
k
{ZZ:o > =0 ambkfm}neN konvergent.

Um zu zeigen, dass

i 3= ot (1 3 (1 30

k=0 m=0

gilt, betrachten wir die folgende Abschétzung:

ZZambk m Zakzbé < Z |@mbe| <

k=0 m=0 k=0 m-+4>n
ml<n
< DD lamllbel 430 3 laml bl
m>%n £2>0 m>0 €>%n

Weil Y™ a,, absolut konvergent ist, folgt lim,,_, Zm%n || =0und A := Zmzo lam| <
0o. Ebenso, weil > ,2, b, absolut konvergent ist, folgt lim, Ze%n |be] = 0 und B :=
Y o0 |be| < 0o, Wir finden

ZZambk m ZakZbg <B Z |am|—|—AZ |be| -

k=0 m=0 k=0 m>n Z>n

Das Ergebnis folgt aus dem EinschlieBungslemma. ]

8.2 Potenzreihen

Definition 8.3 Sei {a,} ., eine (komplexze) Folge und z € C. Dann nennt man y_ ayz"
k=0
eine Potenzreihe in z.

o0 o0

Man findet fiir die z € C wo > azz* konvergiert, eine Funktion (z = akz"‘) ;
k=0 k=0

D c C — C. Naiv konnte man sagen, dass so eine Potenzreihe ein Polynom von Grad oo

wére. Das ist aber nicht iiblich. Den Namen ,,Polynom* reservieren wir fiir Funktionen

von der Form
N
= E akzk.
k=0
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Lemma 8.4 Sei {a,}.—, eine (komplexe) Folge und sei Y apz* eine Potenzreihe in z.
k=0
Dann gibt es R, € [0, 00|, so dass:

1. wenn |z| < Ry, dann ist Y apz" absolut konvergent;
k=0

o
2. wenn |z| > R, dann ist > apz® divergent.
k=0

Bemerkung 8.4.1 Dieses R, heifit der Konvergenzradius zu > apz*. Man kann ihn
k=0
berechnen auf folgende Weise. Setze

l, = limsup /|a,|.

n—oo

Dieser Limes {, existiert in [0,00]. Das heifit, entweder £, € [0,00) ist eine reelle Zahl,
oder das Symbol co. Es gilt

0 wenn l, = o0,
R,=1<{ (' wenn(l, € RT, (8.1)

oo wenn f, = 0.

Bemerkung 8.4.2 Fiir |z| = R, kann nicht ohne weiteres eine Aussage machen ob die
Potenzreithe konvergent oder divergent ist. Wir geben drei Beispiele mit gleichem Konwver-
genzradius aber unterschiedlichen Konvergenzgebieten:

Beweis. Man benutze das Wurzelkriterium. Fiir die Potenzreihe gilt

o0
limsup {/]a,2"| <1 = Zakzk konvergent,
k=0

n—oo

[e.e]
limsup {/|a,2"| >1 = Zakzk divergent.
k=0

n—oo

Das Ergebnis folgt, indem man bemerkt, dass

limsup v/ |a,z"| = |z| limsup v/ |a,| = C4 |2]| -

n—oQ n—oo

Die geniigende Bedingungen fiir Konvergenz, respektive Divergenz, namlich ¢, |z| < 1 und
U, |z| > 1, lassen sich mit R, in (8.1 iibersetzen in respektive |z| < R, und |2| > R,. =
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8.2.1 Exponentialreihe

Definition 8.5 Die Exponentialreihe in z € C setzt man

(o.9] 1 .
exp(z) = Z e
n=0

Weil fiir n € N (und gerade) gilt, dass

1 ) 1
ol \/n(n—1)(n—2)...(n/2)(n/2—1)...3.2.1S

Q
—~
N

N
~
—~
N

S
~
—~
N |

S
~—

—_
—~
N[ =

S
~—~

—_

[S—

—

[S—

Es folgt, dass:

Lemma 8.6 %z” hat den Konvergenzradius R = oo.
n=0

Das hat wiederum als Folge, dass (z — exp(z)) : C — C wohl definiert ist.
Lemma 8.7 Fir alle w,z € C gilt:

exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Beweis. Weil die Reihe ) Lz* absolut konvergent ist fiir alle z € C, kénnen wir aus
k=0
Lemma [8.2] schlieflen, dass

exp(w)exp(z):ZHw Z%Z =
k=0 m=0
= —w"—2" | = — w " =
20 2w 2 W w
n=0 (m—l—k:n k m: n=0 k=0 k <n k)
_Ooln n! knfk_ool —~ (n kon—k | _
- EAS gt - (3 (1)) -
n=0 = n=0 k=0
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8.2.2 Binomialreihe

Definition 8.8 Die Binomialreihe fir s € C in z € C setzt man

bin(s; 2) = f: (Z) o

n=0

Wir erinnern noch mal daran, dass fiir s € C und n € N gilt

<5) s(s—1)(s—2)...(s—n+2)(s—n+1) ﬁs—m

nn—1)(Mn=-2) ... 2 1 Lan—m

Fir n > s € N gilt <S) = 0 und es folgt
n

bin(s; z) = (S)z”,

n

das heifit, bin(s; 2) fiir s € N ist ein Polynom.

Lemma 8.9 Fir s e C\N hat (S>z" den Konvergenzradius R = 1.
n

n=0

s s
Beweis. Wir machen erstens eine Abschétzung fiir ( > Man kann ( ) auch schreiben
n n

als
S S s—m4+1 nrr m—s—1 e s+1
pu— _— —1 _— _— — .
G-I = I = I (- )
m=1 m=1 m=1
Sei |z| = r < 1. Dann nehmen wir € = 1 (1 — r) und anschlieend N so, dass fir m > N
gilt
3—1—1‘
<E.
m

Wir haben dann, dass fiir n > N
] n s+1
n nl = nr 1 —
(0=l ()
N s+1 n s+1
¢ 1— 1— <
\/ml_—ll( m ) L] ( m )' 4l <

m=N-+1
< YaslsY a4 |z =

(G ST

IN

14+

Weil (1+¢e)|z]=(14¢)(1—2)=1—¢e—2e* <1 und

1 1\
lim \/(M) _q
n— 00 1—|—5
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_ s
lim sup {' ‘( )z”
n—00 n
und die Reihe ist konvergent.
Wenn |z| = r > 1 dann nehmen wir € = min (% (r—1), }l) und anschliefend N so,
dass fir m > N gilt

gilt

<1

s+1
<

Es folgt, dass

/)
Zn
n
N s+1
n 1_
\/ml_zll( m )
n n—N - cN
> Yen (1= ™ sl = /72 (1-2) |2l

Weil (1—¢)|z|>(1—e)(1+2e)=14ec—22=1412c+2(5—¢) >1+1e, und

. CN

lm p/——— =1,
n—00 (1 _ S)N

. S
limsup ¢ ‘( )z”
n—o00 n

und die Reihe ist divergent. |

v

hat man

> 1

Lemma 8.10 Fir alle t,s € C und z € C mit |z| <1 gilt:
bin(¢; z) bin(s; 2) = bin(s + ¢; 2).

Beweis. Weil R = 1 der Konvergenzradius ist, diirfen wir wegen Lemma fir |2] <1
die Umordnung durchfiihren:

bin(t; 2) bin(s; ) = ;i (2) zk; (;) om g; (%3” (2) oH (;) zm> _

(2 00) -2 EO6 )
()=

Die letzte Identitiat benutzt das folgende Ergebnis. [ ]

WE

n

WE

Il
=)

n
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Lemma 8.11 Seit,s € C und n € N. Dann gilt

S50 -(7)

(1+2)" = ti: (t Z S) . (8.3)

n=0

Beweis. Fiir t,s € N gilt

Wenn wir (1 + z)"** wie folgt schreiben, finden wir

(1+2) (1+a)" = %(Z)Ik%(;%m
- gg;o(z ()7 -
SRR -2 2 ()0

Man soll bemerken, dass die letzten zwei Summen iiber eine gréfiere Menge summieren.

Weil aber (]i) =0 firk >teNund (8) = 0 fiir m > s € N, bleibt die Summe gleich.
m

Weil die beiden Polynome in (8.3) und (8.4) identisch sind, sind die Koeffizienten
identisch und es folgt (8.2)).
Fiir s € N fest gewéhlt betrachten wir

= ()= £()(, )

Sowohl p; als auch p, ist ein Polynom von Grad n. Das Besondere ist, dass p;(t) = pa(t)
fiir alle ¢ € N. Zwei Polynome von Grad n die in n + 1 verschiedenen Stellen gleich sind,
sind identisch.

Das heif3t, wir haben jetzt bewiesen, dass gilt fiir alle t € C und s € N. Weil die
Gleichung in symmetrisch beziiglich s und ¢ ist, haben wir auch, dass stimmt
fiir alle t € N und s € C.

Diesen Trick konnen wir nochmals benutzen, jetzt aber fiir jedes s € C fest gewihlt.
Wir bekommen, dass gilt fiir alle s, ¢t € C. [

Wieso all dieses Getue um die Binomialreihe?

e Iir s € N hat man (S

) =0 wenn n > s und man bekommt
n

s

bin(s; 2) = i (Z) =Y (Z) = (14 2)°.

n=0 n=0
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e Fiir s € QF, sagen wir s = £ mit k,m € N*, bekommt man

(bin(s; z))™ = bin(ms; z) = bin(k; 2) = (1 + 2)" .
Weil fiir x € (—1,1) gilt, dass bin(s; x) € R, hat man fiir ungerade m
bin(s;z) = (1+x)°. (8.5)

Fiir gerade m findet man bin(s; z) = £ (1 + 2)°. Weil aber bin(s; 0) = 1 gilt, erwar-
tet man auch da (8.5). Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dass z — bin(s; 2)
stetig ist auf B1(0) = {z € C;|z| < 1}. Aus Stetigkeit und bin(s;0) = 1 folgt (8.5

auch fiir m gerade.

e Fiir s € Q, benutzt man bin(s; z) bin(—s; ) = bin(0; x) = 1 und damit folgt aus
(8.5) fiir s € QT die Giiltigkeit der Formel auch fiir s € Q™.

e Die Formel in (8.5) kann man benutzen um z° zu definieren fiir € R* und s € C!
Némlich fiir z € (0,2) und s € C:

x® = bin(s;x — 1),
fir z € [2,4) und s € C:
2 = bin(2s: 17 — 1),

fir € [4,8) und s € C:
x® = bin(3s; xs — 1),

USW.



Analysis 1, Woche 9 A 1

Stetigkeit 1 Jf W .

9.1 Grenzwerte bei Funktionen

9.1.1 Der einfachste Fall

Wir erinnern noch mal an den Grenzwert bei einer Folge. Sei {a,} -, eine reelle (oder
komplexe) Folge. Dann heifit ¢ der Limes von dieser Folge, notiert als

lim a, =/,
n—oo

wenn

Ve>03dNeN: n>N=la,— (| <e.

Um zu zeigen, dass lim a, = ¢, muss man also fiir jedes € > 0 eine Zahl N € N angeben
n—oo

konnen, so dass, wenn n grofler N ist, a,, weniger als € von ¢ entfernt liegt.
Eine dhnliche Struktur mochte man beim Limes einer Funktion haben.

Definition 9.1 Sei die Funktion f : R\{zo} — R gegeben. Dann sagt man ,,0 ist der

14

Limes von f fiir x gegen xq “, notiert als

lim f(z)=1¢,
wenn
Ve>030>0: 0<|z—ao| <d=|f(z)—{ <e. (9.1)

Bemerkung 9.1.1 Wie vorhin ,,N = N, “ gilt auch hier ,,0 = 6. “.

Bemerkung 9.1.2 Ahnlich definiert man fiir eine Funktion f : C\ {20} — C den Limes
von f filir z gegen zg.

7
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l+e .

P Um zu zeigen, dass
lim f(z) =¢,
T—T0

muss man also fiir jedes € > 0 ei-
ne Zahl 9. > 0 angeben koénnen,
so dass wenn x weniger als . ent-
fernt von z liegt, f(z) weniger als
€ entfernt von /¢ liegt.

39401-
39+0x R - -

Beispiel 9.2 Fiir die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) = L — 5= gilt lirr(l] flz) =1.
T—

T x24x

Sei e > 0. Wir nehmen 6 = min (1, 1) . Dann folgt fir 0 < |z — 0] < 6, dass

272
1 1 x+1 1 x4
1@ -1 = |3- o -1 = |5 - A - B
x x4+ x4+ x4+ xe+x
2 1
S Y [ U 7| <2z <20 <e.
2+ r+1 |z + 1

Die erste Ungleichung verwendet, dass fir |z — 0] <6 < % gilt

1 1

< =2,
o+ 1] = |-1 +1]

9.1.2 Wenn mehr als ein Punkt fehlt

Was machen wir, wenn statt einem Punkt im Definitionsgebiet von f noch viel mehr
fehlt? Oder wenn wir uns absichtlich der Stelle nur von einer Seite anndhern mochten?
Zum Beispiel wollen wir auch den Grenzwert von +/z fiir z — 0 nehmen kénnen. Weil
die Wurzel aber nur fiir nicht-negative Zahlen definiert ist, kann man nur von oben zu 0

. . . -1
kommen. Oder wir wollen nur fiir z von rechts gegen 1 den Limes von ‘;‘;J berechnen.

Definition 9.3 Sei die Funktion f : (xg,00) — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der
Limes von f fiir x von oben gegen xq, notiert als
lim f(z) = ¢,
xlxo
wenn
Ve>030>0: 0<z—x9<d=|f(zx)—{ <e.

Selbstverstéindlich gibt es auch Grenzwerte bei einer Annédherung von unten:

Definition 9.4 Sei die Funktion f : (—oo0,x9) — R gegeben. Dann sagt man { ist der
Limes von f fiir x von unten nach xq, notiert als
lim f(z) = ¢,
zTxo
wenn
Ve>030>0: —0<z—20<0=|f(z)—/{] <e.
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Wenn wir Grenzwerte fiir Funktionen in C nehmen wollen, dann kénnen wir nicht nur
von unten, sondern auch von der positiven imaginéren Seite oder sogar noch auf andere
Art dahin gehen (zum Beispiel iiber eine Spirale). Um all diese Moglichkeiten zusammen
zu fassen, braucht es den Begriff punktierte r-Umgebung;:

e Sei r € RT und a € R. Die Menge (a — r,a + r) heifit r~-Umgebung von a in R.

e Seir € RT und a € R. Die Menge (a — r,a)U(a, a + r) heiit punktierte 7-Umgebung
von a in R.

Bemerkung 9.4.1 Auch in C werden (punktierte) Umgebungen benutzt. Statt Intervallen
in R benutzt man kreisformige Umgebungen:

e Seir € RY und a € C. Die Menge B,(a) := {x € C;|x — a| < r} heifit r-Umgebung
von a in C.

e Seir € RT und a € C. Die Menge B,(a)* :={x € C;0 < |z —a| < r} heifst punk-
tierte r-Umgebung von a in C.

Die Notation B,(a) und B,(a)* werden wir auch benutzen in R oder R™.

Definition 9.5 Jede Menge U fir die es ein r > 0 gibt mit B.(a) C U, heifit eine
Umgebung von a.

Definition 9.6 Sei f: ACR — R (oder A C C — C) eine Funktion. Wenn B,.(xo)*NA
nicht leer ist fiir alle r > 0, dann sagt man ,,0 ist der Limes von f fiir x gegen xq innerhalb
A notiert als

Jim () = ¢,
€A
wenn
Ve>030>0:(x € Aund0 < |z —xo| <9) = |f(z)— 1] <e. (9.2)

Um zu zeigen, dass fiir eine Funktion gilt, dass lim f(x) =/ (A lim f(x) = ¢) muss
T—TQ ST—X0

man fiir jedes € > 0 eine d. > 0 finden so, dass (9.1]) ((9.2))) erfiillt ist. Dieses konstruktive
Verfahren kann schwierig sein.

9.1.3 Wenn der Limes nicht existiert

Was soll man machen, wenn man vermutet und beweisen moéchte, dass eine Funktion f
in a keinen Limes hat?

Wir gehen mal direkt von der Definition aus. Angenommen, es gilt nicht lim f(z) =
T—T0

¢, also entweder lim f(z) existiert nicht, oder lim f(z) existiert, ist aber ungleich /.

Tr—xT0 T—T0
Schreiben wir (9.1]) wie folgt:
Ve>030>0Ve € (xg—d,20) U(xg,20+9): |f(x) —{] <e, (9.3)

dann wird die Verneinung
Je >0V >03x e (v9g—0,z0) U (x0,20+0) : |f(x) — L] > ¢,

so wie die Verneinung von ,,es gibt ein rotes Fahrrad “ ist ,,alle Fahrriader sind nicht rot “.
Das heifit, man muss ein € > 0 finden, so dass es beliebig nahe bei zy ein = gibt mit
|f(x) — €] > e. Das heiBt, es reicht aus, bei diesem ¢ > 0 eine Folge {a,} -, zu finden mit

lim a, = zo und |f(a,) — (| > «.
n—oo
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Lemma 9.7 Sei f: R\ {a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind
gleichwertig:

e Der Limes lim f(x) existiert und lim f(x) = €.

Tr—a Tr—a

e [ir alle Folgen {a,},., mit a,, # a und hm a, = a gilt lim f(a,)="¢.
n—o00
Bemerkung 9.7.1 Die negative Fassung kann sehr niitzlich sein und sie ist wie folgt:
Sei f: R\ {a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind gleichwer-

tig:
flx) AL firz — a.

e Es gibt eine Folge {ay}, -, mit a, # a und a, — a und f(a,) # £ fir n — oo.

Wenn man zeigen mdchte, dass der Limes nicht gleich { ist, reicht es also ,eine Folge
{a,}7" zu finden, die gegen a geht, fir die aber {f(a,)} —, nicht gegen { geht.

Beweis. (=) Wenn lim f( ) = ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 6. > 0, so dass fiir

x € Bs_(a)* gilt |f(z ) - €| < e. Sei € > 0 und sei ¢, passend und sei {a,} -, eine Folge
mit a, # a und lim a, = a. Dann gibt es N = Ns_. € N derart, dass |a, — a| < 0. fiir

n—o0

n > N. Weil a,, € Bs_(a)* folgt |f(a,) — {| < e.
(<) Wenn lim f(x) # ¢, dann wie oben bemerkt, gibt es € > 0 so, dass fiir alle § > 0,
x%a

*

also auch fiir 5 = L mindestens ein « € Bs(a)* mit |f(z) — ¢| > e. Nennen wir a, eine
solche zu 0 = * passende x. Dann gilt a, # a, a, € Bs_(a)* und weil |a — a,| < +, auch
hm a, = a. Weil |f(a,) — €| > € gilt nicht hm fla,) =¢. n

Bis jetzt haben wir immer einen Kandidaten fiir ¢ bereit gehalten. Wenn der Kandidat
unbekannt ist, kann man folgendes benutzen.

Lemma 9.8 Sei f: R\ {a} — R eine Funktion. Der Limes lim f(x) ezistiert nicht dann

Tr—a
und nur dann, wenn es

1. eine Folge {a,},—, gibt mit a,, — x¢ und |f(a,)| — oo fir n — oo, oder es
2. zwei Folgen {an}.—, und {b,} ~, gibt, mit xog # a,, — xo und xo # b, — o, so dass

flay) = Ly und f(b,) — by # £, fiir n — oo.

Beweis. (=) Wenn es eine Folge {a,},_, gibt mit a, — zo und f(a,) — ¢ fir n — oo,

und lim f(z) existiert nicht, dann gibt es ¢ > 0 und fiir jedes n € Nt mindestens ein
T—TQ

b, mit |b, — 20| < £ und |f(b,) — | > . Wir konnen eine Teilfolge wihlen derart, dass
{f(bn,) }rey monoton ist. Fiir monotone Folgen gibt es zwei Moglichkeiten: | f(by, )| — oo
oder f(b,,) — £, € R. Wenn es £, € R gibt, dann folgt ¢ # £, weil |[{ — {,] > ¢.

Wenn es keine Folge {a,} -, gibt mit a, — zo, so dass f(a,) — ¢ fiir n — oo, dann
konvergiert auch { f (xo + %) };00:1 nicht. Jede Folge hat eine monotone Teilfolge. Weil
beschriankt und monoton in R konvergent bedeutet, muss { f (1‘0 + = )}ZO: unbeschrankt

sein, anders gesagt, <x0 + = )’ — oo fiir eine Teilfolge (sogar fiir die Folge).
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(<) Man nehme e = 1 fiir Fall 1, beziehungsweise ¢ = 1 |[¢, — £,| fiir Fall 2. Wenn
¢ der Limes wére, dann gibt es kein 6 > 0, so dass fiir alle z mit 0 < |z — zo| < § gilt
|f(z) — £| < e. Fiir den ersten Fall gibt es ndmlich a,, € Bs(xo) mit |f(a,)| > ¢+1. Fiir den
zweiten Fall gilt entweder |0 — ¢,| > 2¢ oder |¢ — {;| > 2¢. Nehmen wir an |[{ — {,| > 2¢,
dann gibt es a,, € Bs(xo) mit |f(a,) — lu] < € und

[f(an) =] = [la — L] = |f(an) — Lo > 26— =¢.

T

Beispiel 9.9 lim % existiert nicht. Nehmen Sie {1}00_1:
x—0 nin=

1 "
—— =n — oo fiirn — oo.
. . . . 1 . . . . 1 (o] 2 3
Beispiel 9.10 ilir(l) sin(;) ewistiert nicht. Nehmen Sie {ﬁ}nzo und {m}n:o'
1 1
sin (I) =sin(mn) =0 — 0 und sin (T) =sin (2nr + i7) =1 — 1.
™ 7 (4n+1)

9.2 Stetigkeit
Definition 9.11 Die Funktion f : R — R (oder C — C) ist stetig in a € R, wenn

lim f(2) = f(a).

r—a

Bemerkung 9.11.1 Benutzt man die Definition vom Grenzwert, dann sieht man, dass
stetig in a heifst:

Ve>030>0:|z—al<d=|f(z)— fla)] <e. (9.4)

Weil fir x = a da eine Trivialitit steht: |f(a) — f(a)| < e, kann man bei Stetigkeit die
Bedingung 0 < |x — a| weglassen.

Selbstversténdlich passt man die Definition an, wenn f nur auf einem Teilgebiet defi-
niert ist:

Definition 9.12 Die Funktion f : A C R — R (oder A C C — C) ist stetig in a € A,
wenn AN B.(a)* # 0 fir alle r > 0 und

lim f() = f(a).

r—a
z€A

Definition 9.13 Die Funktion f: A CR — R (oder A C C — C) heifst stetig, wenn sie
stetig ist in jedem a € A.

Beispiel 9.14 Die Funktion f : R — R mit f(x) = 23 ist stetig. Sei a € R. Um Stetigkeit
in a zu beweisen, muss man fir jedes € > 0 ein 6. > 0 angeben, so dass die Implikation in
gilt. Hinten angefangen heifit das: man muss dafiir sorgen, dass |x® — a3| < e. Weil
fir |z —a| <1 gilt |z| < |a| + 1, bekommen wir folgende Abschditzung

]w3—a3‘:}$2+a:c+a2‘]a:—a]§3(la\—|—1)2\x—a\.



82 Woche 9, Stetigkeit I

Jetzt kann man raten, welche d. > 0 man nehmen kann:

5. = min (1, m) . (9.5)

Man bekommt fir |x — a| < 6., dass |x — a|] < 1 und dann auch
|2® — a®| < 3(|ql +1% |z —al,

und somit .

3(lal + D)z —al<3(la| +1) ——— =¢
(la] +1)7 | < 3(|al )3(|a|+1)2

Kurzgefasst: fir 0. wie in folgt

lz—a| <6. = |2° —d’| <e.

Beispiel 9.15 Die Funktion f : R — R mit f(x) = /x ist stetig. Sei a € R. Um Stetig-
keit in a zu beweisen, missen wir x geniigend (0.) nah an a nehmen, um

|V/a —a| < e

zu haben fir e > 0, das uns gegeben wird. Wir unterscheiden zwei Fille.
Fiir a = 0 nehmen wir 6. = 2. Dann gilt:

V3 = Va| = |z = V0| = lal < Vo = V& = =

Fiir a # 0 nehmen wir 6. = min (% |a| ,&?\3/52>. Dann gilt

e o Va4 favat a

Vel = et v

(V& + vava+va) (vVa - va)
Va Y a+

[V — Val =

N ‘\f/__\;_‘ = < (wird unten erkldrt)
T+ +/Tva+ +/a

Weil |z — a| < %|a| gilt, haben x und a das gleiche Vorzeichen, und es folgt
Vit Yaa+a > Ya' >0

und
1 1

< .
Vit YrYa+ Ya’ T

1
Beispiel 9.16 1. Die Funktion f: R\ {0} — R definiert durch f(x) = — ist stetig.
x

1
2. Die Funktion f: R — R mit f(x) = — ist nicht wohldefiniert.
x
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1
3. Die Funktion f:R — R definiert durch f(0) =0 und f(x) = — fir x # 0 ist nicht
x
stetig in O und stetig in a fir jedes a € R\ {0}.

Beispiel 9.17 Die Funktion f: R — R definiert durch

B 1 wennx € Q,
fle) = 0 wenn z € R\Q,

st nirgendwo stetig.

Beispiel 9.18 Die Funktion f: R — R definiert durch

| wennz e Q,
fle) = 0 wenn x € R\Q,

15t nur wn 0 stetig.
Beispiel 9.19 Die Funktion f: R — R definiert durch

1 wennx =0,
fl@)=4¢ L wennz=2 mitneZ\{0}, me N und ggT(|n|,m) =1,
0 wenn x € R\Q,

ist stetig in jedes a € R\Q und nicht stetig in jedes a € Q. Die Bedingung ggT(|n|,m) =
L (der gropte gemeinsame Teiler) sorgt dafiir, dass x = € Q als Quotient auf die
einfachste Art geschrieben wird und somit, dass f wohldefiniert ist. Hier steht eine Skizze

zu dieser Funktion:

9.2.1 Folgenstetig

Bei dem Limes haben wir schon gesehen, dass es verniinftig sein kann, zuriickzugreifen
auf Grenzwerte von Folgen. Auch fiir Stetigkeit kann so etwas niitzlich sein.

Lemma 9.20 Sei f: R — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist stetig in a.
2. Fir jede Folge {a,},", mit a,, = a fiir n — oo gilt f (a,) — f(a) firn — cc.

Bemerkung 9.20.1 Wir formulieren getrennt nochmals die negative Version. Die fol-
genden Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist nicht stetig in a.
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2. Es gibt eine Folge {a,},~, mit a,, — a und f (a,) # [ (a) firn — oo

Bemerkung 9.20.2 Wenn fir jede Folge {a,} —, mit a, — a fir n — oo gilt, dass
f(an) = f(a) fir n — oo, dann nennt man f folgenstetig in a. Das Lemma kann man
dann auch formulieren als:

Fiir f : R — R ist stetig und folgenstetig identisch.

Bemerkung 9.20.3 Wir haben hier
“a, — a fiirn — oo “ statt ,, lim a, = a*
n—0o0

und
“f(an) = f(a) firn — oo “ statt 1i_>m fla,) = fla)“

geschrieben. Die Bedeutung ist gleich. Der Grund, dass wir f(a,) # f(a) fir n — oo
schreiben, ist, dass die Verneinung von ,,lim f(a,) = f(a)“ genau genommen, nicht
n—o0

, im f(ay,) # f(a) “ ist, sondern
n—oo

“entweder lim f(a,) existiert nicht, oder lim f(a,) existiert, ist aber ungleich f(a)
(9.6)

Die Aussage in fasst man zusammen in ,,f (a,) # f(a) firn — oo “

Beweis von Lemma [9.20, Benutze die Ergebnisse in Lemma [9.7]
(=) ,,f ist stetig in a“ kann man schreiben als: es gibt ¢ € R mit lim f(z) = ¢ und

T—a
f(a) = £. Aus glclgfcll f(z) = ¢ folgt . fiir jede Folge {a,},—, mit a, # a und a, — a fir
n — oo gilt f(a,) — ¢ fir n — oco*. Weil f(a) = ¢ konnen wir die Bedingung a,, # a
weglassen und auch ¢ ersetzen durch f(a).
(<) Wenn . fiir jede Folge {a,} -, mit a, — a fir n — oo gilt f (a,) — ¢ fiir n — o0
dann hat man auch ,.fir jede Folge {a,} -, mit a, # a und @, — a fir n — oo gilt
f (an) — ¢ fiir n — oo u

9.2.2 Stetigkeit in C
Alle Lemmas in diesem Kapitel sind giiltig fiir Funktionen f: A C C — C.
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10.1 Regeln bei Grenzwerten und Stetigkeit

In der Regel ist der Student ganz begeistert von e-0-Geschichten. Trotzdem wollen wir
ein paar Rechenregeln angeben, die oft schneller zum Ziel fithren.

Lemma 10.1 Seien f,g: R\ {a} — R zwei Funktionen mit
lim f(z) ={; und lim g(x) = 4,.
Tr—a Tr—a

Dann gilt:

1. limcf(z) = clim f(x);

Tr—ra r—ra

2. lim (£(x) + 9(@) = lim f(@) + lim g();

5. lim (£(2) g(x)) = lim f(z) lim g(z);

Tr—a Tr—a
lim f(x)
4. und wenn £y, # 0, dann lim f(z) == .
2 g@) T g(@)
T—a
Beweis. Weil wir gezeigt haben, dass die Aussage lim f(z) = ¢ gleichwertig ist zu
T—a

lim f(a,) = ¢ fir alle Folgen {a,} -, mit a, # a und lim a, = a, folgen diese Be-
n—oo n—oo

hauptungen aus Lemma [5.8, Man kann auch einen direkten Beweis geben. Nehmen wir
als Beispiel das Produkt. Fiir € > 0 miissen wir ein ¢ > 0 finden, so dass 0 < |z —a| < ¢
= |f(z)g(x) — €sl,| < €. Dabei darf und soll man anwenden, dass es fiir f und g bei
jedem € > 0 ein dazu gehorendes 6 > 0 gibt. Nennen wir sie d¢(g) und d,4(¢).

Sei € > 0 und man nehme

0= ) 4005 ()

Bemerke, dass d (¢) > 0 gilt fir jedes € > 0.
Fir |z —a| < d0(e) gilt |g(x)] < |g(x) —(,] + |0, < 1+ |/, und

[f(@)g(x) = Lely| = [f(x)g(x) — Lrg(x) + Lrg(x) — Lply| <

85
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< 17(@) - tll9(2)| + 1€ 1g(a) — &) <
£ g
YA SR YTy

Selbstversténdlich ist dieses d(¢) riickwirkend gefunden. ]

§%5+ £ =¢.

N |

Korollar 10.2 Jedes Polynom ist stetig auf R (und auch auf C).

Beweis. Jedes Polynom kann man schreiben als Summe und Produkt von endlich vielen
Termen ¢ und x. Die Funktionen fo, fi : R — R (oder C — C) mit fo(z) = 1 und
fi(x) = x sind stetig: man nehme dy(¢) = 1 und J,(¢) = €. Dann folgt aus |z — y| < ;(¢)
dass | fi(z) — fi(y)| < . Das Ergebnis folgt aus Lemma [10.1}1,2,3. n

Korollar 10.3 Jede rationale Funktion ist stetig in allen a € R (allen a € C) wo der
Nenner ungleich null ist.

Beweis. Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome und Polynome sind
stetig. Wenn der Nenner ungleich null ist kann man Lemma 4 anwenden. ]

Ein Lemma, welches wir bei ‘Folgen’ nicht gesehen haben, ist folgendes:

Lemma 10.4 Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen. Dann gilt:

lim f(g(x)) = f (lim g(x)) = f(g(a).

r—a

Bemerkung 10.4.1 Ubrigens folgt aus lin%f(y) = ( und lim g(x) = b nicht, dass
y— z—a

lim f(g(x)) = £. Ein Gegenbeispiel fir eine solche Behauptung ist:

r—a

f(a:):{(l) }Cz;iigz und g(xr) = xsin (i)

Dann hat man lin% f(y) =1 und lim g(x) = 0 aber auch fir a, = =, dass
y— z—a

Jim a(0) = fi 7 (o sinom)) = fim 100) = Jiy 0 =0

08 08
061
/ 061 061
\ /
\

\ 4k

\

\

I f\ 02| 02|

Abbildung 10.1: Skizzen zu g, f und f(g).
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Beweis. Sei wiederum ¢ > 0 gegeben. Zu finden ist §(g) > 0, so dass
[z —al <4(e) = |f(g(x)) — flg(a))| <e.
Dabei darf man verwenden, dass es fiir jedes € > 0 ein d,(¢) gibt, so dass
|z —al <dy(e) = [g(z) —g(a)| <e
und dass es fiir jedes € > 0 ein 07(¢) gibt, so dass
[y —gla)l <d5(e) = [f(y) — flg(a))| <e.
Man liest es hintereinander und sieht, dass d(¢) = d,4(0¢(¢)) passt:

[z —al <04(0(e)) = lg(x) —gla)] < d;(e),
9(x) —gla)] <ds(e) = [f(g(x)) = flg(a))] <e.

10.2 Uneigentliche Konvergenz und Asymptoten

Uneigentlich hat immer etwas mit co zu tun. Nochmals sei bemerkt, dass co keine Zahl
ist und oo nur als Symbol benutzt wird.

10.2.1 Horizontale Asymptoten

Definition 10.5 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
von f fiir x nach oo, notiert als

lim f(x)=1¢,
wenn
Ve>03INeN: 2> N=|f(z) -/ <e. (10.1)

Man sagt f hat eine horizontale Asymptote fiir x — oo.

Bemerkung 10.5.1 Die Zeile in kann man auch ersetzen durch

Ve>03dMeR: o> M= |f(zx)— (| <e. (10.2)
Bemerkung 10.5.2 Ahnlich wird
lim f(z)=1¢,
T—r—00
definiert durch
Ve>0dNeN: z<-N=|f(z)—{ <¢e (10.3)
oder
Ve>03dM eR: < M= |f(x)—{| <e. (10.4)
x
Beispiel 10.6 Fiir die Funktion f: R — R mit f(x) = it lim f(x) = 1. Denn
firx > N =N, := [\/Lg} + 1 hat man
‘ T ‘ e —Vi+a2lz+V1+a2?| | 2?— (1427
Vit it 24Vit?| oIt +l+a

1
< — < — <
aV1I+a22+1+22 " 22 N?

€.
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10.2.2 Vertikale Asymptoten

Definition 10.7 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man oo ist der unei-
gentliche Limes von f fir x nach a, notiert als

lim f(z) = oo,

wenn
VNeN3I>0: 0<|z—a|l<d= f(z) > N.

Man sagt f hat eine vertikale Asymptote fiir v — a.

Bemerkung 10.7.1 Auch kann man bloff von einer Seite kommen. Man sagt oo ist der
uneigentliche Limes von f fiir x von oben nach a, notiert als

lim f(z) = oo,
wenn
VNeN3II>0: 0<zx—a<d= f(x)> N.
Auch hier sagt man f hat eine vertikale Asymptote fir x — a.
.. L . . ? +1
Beispiel 10.8 Fiir die Funktion f: RT — R mit f(x) =

fiir x € (0,0x5) mit 65y = N~ hat man

gilt li{g f(z) = 0co. Denn

241 1 1
v =z+—->—-—>N.
T

X

10.2.3 Schiefe Asymptoten

Definition 10.9 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Man sagt, dass f eine schiefe
Asymptote ax + b hat fiir v — oo, wenn

lim |f(x) — (ax + b)| = 0.

T—00
.. . ‘ , 24+ r+1 ,
Beispiel 10.10 Die Funktion f : R™ — R mit f(x) = ————— hat 1 + x als schiefe
x
Asymptote fiir x — co. Denn fiir x > N, := [ﬂ + 1 hat man
2
+x+1 1 1
L—(l%—x) =|-|=-<e¢.
x x|

Beispiel 10.11 Die Funktion f: R\ {1} - R mit f(z) = %exp (1) hat drei
exp(z
Asymptoten: !

1. eine horizontale: lim f(x) =1;
T—r00

2. eine vertikale: h%l f(x) = ooy

3. eine schiefe: lim |f(z) — (—x+1)| =0.
T—r—00
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Beispiel 10.12 Eine Funktion, die definiert ist auf R\ {0}, keinen Limes fiir x — 0 hat
und bei 0 auch keine Asymptote hat, ist zum Beispiel g(z) = sin (1

z)

Beispiel 10.13 Die Funktion h : RT — R mit h(z) = Lsin (1) hat keinen Limes fir
x 1 0 und also keine Asymptote bei 0. In einer Skizze scheint diese Funktion sich jedoch
an x =0 zu schmiegen.

10.3 Erweiterungen von Limes und Stetigkeit

Definition 10.14 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man £ ist der Limes
Superior von f fiir x nach a, notiert als

limsup f(z) = ¢,

T—ra

lim sup  f(x) | =~

&0\ o<|z—al<e
Definition 10.15 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
Inferior von f fiir x nach a, notiert als

liminf f(z) = ¢,

T—a

wenn

wenn

lim ( inf f(x)|=¢

el0 \ 0<|z—al<e

Man kann selbst bedenken wie man limsup f (z) oder liminf f(z) verniinftig definiere.
zla T—r—00

Beispiel 10.16 limsupsin(:) =1 und liminfsin(2) = —1.

z—0 z—0

Definition 10.17 Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann heifit f oberhalb stetig in
a, wenn

limsup f(z) = f (a).

r—ra

Die Funktion f heifit unterhalb stetig in a, wenn
liminf f(z) = f (a).
Tr—a

Bemerkung 10.17.1 Man kann selbstverstdindlich auch rechts-unterhalb stetig usw. de-
finieren.
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10.4 Folgen der Stetigkeit

Satz 10.18 (Nullstellensatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und
f(b) > 0. Dann gibt es x € (a,b) mit f(xz) = 0.

Es gibt sogar eine erste Nullstelle x; € (a,b) und eine letzte Nullstelle x5 € (a,b). Das
heifit: a < 1 < x9 <bund f <0 in[a,z1) und f >0 in (x,b].

Beweis. Setze A = {z € [a,b]; f(z) > 0}. Weil A nicht leer ist, denn b € A, und A nach
unten beschriankt ist, existiert m := inf {x € A} in R wegen der Vollstandigkeit von R.
Wir werden nun zeigen, dass m € (a, b) die erste Nullstelle ist von f in [a, b]. Das bedeutet
m>a, m<b, f(m)=0und f <0 in [a,m).

Weil f(a) < 0, gibt es zu e = —f(a) ein § > 0, derart dass fiir x € [a,a + 9) gilt
|f(z) — f(a)| < e. Daraus folgt

flz) <|f(z) = fla)| + fla) <e+ fla) = 0 fiir z € [a,a +9).
Also gilt m > a+ 9§ > a.

e Weil f(b) > 0, gibt es zu ¢ = f(b) ein 6 > 0 derart, dass fir z € (b—6,b] gilt
|f(z) — f(b)| < e. Daraus folgt

f(b—38) > f(b) = |f(b—38) = f(b)] > f(b) —e =0.
Alsob—%deAundmgb—%5<b.

o Weil m := inf {z € A} gibt es {a,},—, C A mit a,, — m fiir n — co. Weil [ stetig
ist und f (a,) > 0 gilt, folgt

f(m) = lim_f(a,) > 0.

Denn wenn lim,, ., f (a,) = ¢ < 0, findet man einen Widerspruch zu der Stetigkeit
von f indem man & = —/¢/2 nimmt.

e Weil {m — %};OZO ¢ Aund m—% > q fiir n geniigend grof, ist f(m—%) wohldefiniert
und gilt f(m — ) < 0. Wegen der Stetigkeit folgt

n—00

F(m) = limf<m—%> <0.

Also gilt m € (a,b) und f(m) = 0 und die Definition von A liefert f < 0 in [a,m). Das
heifit, m ist die erste Nullstelle von f in (a,b). Auf dhnliche Art gibt es auch eine letzte
Nullstelle x5 in (a, b). n

Korollar 10.19 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
gibt es fiir jede y zwischen f(a) und f(b) einen x € (a,b) mit f(x) =vy.
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Beweis. Verwende den Nullstellensatz fiir g : [a,b] — R mit entweder g(x) = f(z) —y
oder g(z) =y — f(x). u

Satz 10.20 (Weierstraf3) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt €s Tuin, Tmax €
la, b] mit
f(@min) < f(2) < f(Tmax) fir alle x € [a,b].

Anders gesagt: auf einem beschrdinkten und abgeschlossenen Intervall nimmt eine stetige
Funktion f thr Minimum und Mazimum an.

Beweis. Sei {z,}, ., eine Folge in [a,b] mit f(z,) — sup{f(z);z € [a,b]}. Wegen des
Satzes von Bolzano-Weierstrafl (Satz hat {z,} -, einen Haufungswert in R. Das
heiBt, es gibt eine konvergente Teilfolge {z,,},-, und weil [a,b] abgeschlossen ist, gilt
T = limy oo ¥n, € [a,b]. Well f stetig ist, folgt f(x,,) — f(Z). Also gilt f(z) =
sup{f(x);x € [a,b]} und man nehme T = 7.

Ebenso zeigt man, dass es zy,;, gibt. [ |

Korollar 10.21 Wenn f : [a,b] — R eine stetige Funktion ist, dann gibt es ¢,d € R mit
e, d] ={f(x); € [a,0]}.

Beweis. Man kombiniere Satz [[0.20l und den Zwischenwertsatz. n
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Differentialrechnung I W -

11.1 Ableitung einer Funktion

Definition 11.1 Sei I ein offenes Intervall in R. Die Funktion f : I — R heifst differen-
zierbar in a € I, wenn
I~ f()

r—a T —a

existiert in R. (11.1)

Man schreibt f'(a) = lim w und nennt f'(a) die Ableitung von f in a.

Bemerkung 11.1.1 Wenn man eine Funktion f von (Teilmengen von) R nach C be-
trachtet, dann heifst f differenzierbar in a € I wenn (x — Re(f(x))) : I — R und
(x = Im(f(x))) : I — R beide differenzierbar in a sind.

Bemerkung 11.1.2 Wenn man Funktionen von (Teilmengen von) C nach C betrachtet,
dann wird die Definition wie folgt. Sei a € C und B eine Umgebung von «. Die Funktion
f: B — C heifit komplex differenzierbar in o € B, wenn

i 1) = f(@)

z—a z—

existiert in C.

Bei komplex differenzierbar muss der Limes von ,,allen Richtungen® genommen werden,
man kann also erwarten, dass komplex differenzierbar eine ,,schwerere Bedingung “ ist als
differenzierbar. Vorliufig nur Folgendes. Sei f : C — C komplex differenzierbar, dann sind
x — Re(f(x+1iy)) und x — Im (f(x +1y)) fir alley € R, und y — Re (f(x + iy)) und
y — Im (f(x +1y)) fir alle x € R, (reell) differenzierbar. Der Weg zuriick ist nicht wahr:
f:C—>C mit f(z) = ]z\2 ist, aufer in 0, nicht komplex differenzierbar. Der genaue
Unterschied wird bei ‘Komplexe Funktionen’ deutlich werden.

93
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Bemerkung 11.1.3 Nehmen wir an, dass a und I wie in Definition sind. Dann ist
gleichwertig zu:

es gibt £ € R derart, dass lim f(@) = (f(a) +(z—a)l)

T—a Tr— a

— 0. (11.2)

Man sieht direkt, dass ¢ = f'(a) ist. Die Formel in kann man leicht veranschau-
lichen. Die Funktion x — f(a) + (x — a){ ist die Tangente zu f an der Stelle a. ,,Der
Limes in gleich null“ heifit, dass wenn man die vertikale Distanz zwischen f und
threr Tangente vergleicht mit der horizontalen Entfernung von a, diese Vertikale Distanz
wesentlich schneller kleiner wird als die horizontale Entfernung (wenn man tber die Grafik

zu (a, f(a)) lduft).

y = fla) + (z—a)f'(a)

Eine Funktion und ihre Tangente in a.

Definition 11.2 Sei a € R und I ein Intervall in R mit [a,a+¢) C I fir irgendein
e > 0. Die Funktion f : I — R heifit rechtsdifferenzierbar in a € I, wenn

(@) ot L) =S

zla Tr—a

existiert in R.

Seia € R und I ein Intervall in R mit (a —e,a] C I fir irgendein € > 0. Die Funktion
f I — R heifft linksdifferenzierbar in a € I, wenn

(@) it L) = @

existiert in R. (11.3)
zta Tr—a

Beispiel 11.3 Fir f: R — R mit f(x) = |x| hat man

1 fiir x > 0,
f'(z) =< emistiert nicht fir x =0,
—1 fiir x < 0;

, - 1 fir x >0, , B 1 fir x > 0,
f+(a:')—{ —1 fiir x <0; und f(x)—{ —1 fiir x < 0;
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2 il
1.5 0.5
1
2 -1 1 2
o f(z) = || o® f()
2 1 1 2 %
1 il
0.5 0.5
2 1 1 2 2 1 1 2
0.5 -0.5
fi(=) ()
el 1

Satz 11.4 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

f(z) > f(e) firx e (c,c+9),

1. Wenn f'(c) > 0, dann gibt es § > 0, so dass{ Flo) < fle) fira e (c—d,c).

8

8

f(x) > f(c) firxze (c—6,¢). -

3. Wenn f ein (lokales) Extremun{l] hat in c, dann gilt f'(c) = 0.

2. Wenn f'(c) <0, dann gibt es § > 0, so dass { f(@) < fle) fir @ € (c,c+9),

Bemerkung 11.4.1 Die letzte Aussage ist bekannt als das Kriterium von Fermat fiir ein
Extremum.

Beweis. Sei f'(¢) > 0 und nimm ¢ = f’(¢). Dann gibt es 6 > 0, so dass fir z €
(c—=d,c40)\{c} gilt
fx) = f(e)

12T o) <
und dann auch
0=f(c)—e< W<f(c)+s

und die erste Behauptung. Die zweite folgt auf dhnliche Art. Die Logische Umkehrung von
einer Folge der ersten beiden: ,,f’(¢) # 0“ = |, f hat kein Extremum in ¢, und Existenz
von f'(c) gibt die dritte Behauptung. |

1 . .
Sei I ein Intervall. globales Maximu

e Die Funktion f : I — R hat ein globales Maximum in
c €I, wenn f(x) < f(e) fiir alle z € I.

lokales Mipgimuml
e Die Funktion f : I — R hat ein lokales Maximum in lokales Maximum
¢ € I, wenn es € > 0 gibt mit f(z) < f(c) fiir alle
zelnN(c—e,c+e).

e Ahnlich definiert man ein globales und ein lokales Mi-
nimum.

g es Minimum lokales Minimum
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11.2 Ho6here Ableitungen

Wenn f : R — R (oder f : C — C) differenzierbar ist in einer Umgebung von a dann
kann man f’ : B,.(a) — R (oder [’ : B.(a) — C) als selbstdndige Funktion betrachten
und die Differenzierbarkeit von f’ betrachten.

Definition 11.5 Sein € N\ {0, 1} und setze f(V) = f'. Nehme an, dass fir f : B,(a) — R
in B,(a) die ersten n — 1 Ableitungen fO), ..., f"=V in B.(a) existieren. Dann sagt man
f ist n mal differenzierbar in a, wenn die n-te Ableitung

f (@) — f D (a)

M) (q) = i
£ (a) = lim S

T—ra

eR

existiert.

Bemerkung 11.5.1 Man schreibt auch f" = f@ und " = f© usw. Manchmal werden
auch romische Ziffern benutzt.

Bemerkung 11.5.2 Wenn die n-te Ableitung auch noch stetig ist, sagt man f ist n mal
stetig differenzierbar.

Es sei noch bemerkt, dass um f’ bei a differenzieren zu kénnen, es nicht reicht f’
nur in a zu haben. Um eine Ableitung in a betrachten zu kénnen, muss die betreffende
Funktion in einer Umgebung von a definiert sein. Das heifit, wenn wir f”(a) berechnen
mochten, dann soll f” bekannt sein in einer Umgebung von a.

Beispiel 11.6 Die Funktion g : R — R mit g(x) = x |z| ist einmal stetig differenzierbar
wmn 0:

g (x) = 2|x| fir alle z € R,
2 fiir x > 0,
J"(x) = —2 fir x <0,
existiert nicht in 0,
und fiirn > 2:

0 fiir x # 0
() — :
9" () { existiert nicht in 0.
Fir x € (a,0) CR* kann man verwenden, dass g(x) = 2* auf (a,b) und g die Standard-
ableitungen hat. Ahnlich hat man fiir v € (a,b) C R™, dass g(x) = —x*. Bei x = 0 muss
man zurtck zur Definition:

—g(0 —010
¢'(0) = lim 9(x) = 9(0) = lim zle] = 0[0] = lim |z| = 0.
z—0 €r — O x—0 €r — x—0
Die zweite Ableitung in 0 existiert nicht, denn
"(z) — ¢'(0 2|x| =0
i $8) =90 2 =0
0 x—0 z)0 x—0
/ /
_ 22| —
i 20 =900y 220
10 z—0 zt0 x — 0
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11.3 Differenzierbarkeit liefert Stetigkeit
Lemma 11.7 Sei f : (¢,d) — R eine Funktion und sei a € (c,d). Wenn f differenzierbar
st in a, dann st f stetig in a.

Bemerkung 11.7.1 Auch gilt, dass wenn f rechts(links)differenzierbar ist in a, dann ist
f rechts(links)stetig in a.

Beweis. Wir verwenden Lemma [10.1] 3:

tim f(a) — f(a) = tim PO I g
- M e~ w0 =0

Beispiel 11.8 Die Funktion f : R — R mit f(z) = |z| ist (siche Beispiel[11.5)
1. stetig auf R,
2. differenzierbar auf R\ {0} und nicht differenzierbar in 0;

3. rechtsdifferenzierbar und linksdifferenzierbar auf R/

Definition 11.9 Sei I ein Intervall in R. Eine Funktion f : I — R heifst Lipschitz-stetig
ina€ I, wenn es L € RT und eine Umgebung (a — 0,a + ) gibt, derart dass

|f(x) — f(a)| < Lz —a| firalexzelIn(a—24d,a+9).
L heifit eine Lipschitz-Konstante beziiglich f in a.
Bemerkung 11.9.1 Lipschitz-Stetigkeit gibt Stetigkeit. Sei ¢ > 0 und nehme § = L™ '¢.

Definition 11.10 Die Funktion f erfillt die Lipschitz-Bedingung auf dem Intervall I mit
Lipschitz-Konstante L € R, wenn

|f(z) — f(y)| < Lz —y| fir allez,y € I.

30+

Beispiel 11.11 Die Funktion f : (0,00) — R mit \
f(z) = % + 1 ist Lipschitz-stetig in jedem a > 0. Denn =\
setzen wir L = a%, gilt \

1 1 — T
<_ + 1) - (_ + 1> ‘ N |a[ x’ S “
xXr a ax Der Graph liegt in

|z —a

dem griinen Kegel.

=Lz —a| firz € (3a,3a).

Beispiel 11.12 f : [0,00) — R mit f(z) = /x
st nicht Lipschitz-stetig in 0:

Ve -0l = e

1

NG

und \/%E ist nicht beschrdankt fir x — 0.

|z = 0]

Ein Graph ohne pas-
senden Kegel.
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Lemma 11.13 Sei I ein Intervall in R. Wenn f differenzierbar ist in a € I, dann ist f
Lipschitz-stetig in a.

Beweis. Weil lim,_,, W existiert, ist W beschrankt auf einer punktierten Um-

gebung von a. Jede solche Schranke kann man als Lipschitz-Konstante nehmen. [ ]

11.4 Ableitungsregeln

Lemma 11.14 Seien f,g: R — R differenzierbare Funktionen und a € R, so gilt:

L (4 @)= f(a) + 9 0)
2/ 9 (a) = '(0) g(a)+ f (@) ¢ (a) (Produbtregel);
N RACEOE IR

g g(a)”
4 (fog) (a) = f'(g(a)) ¢ (a) (Kettenregel).
Bemerkung 11.14.1 Die genaue Aussage bei (f + g)' (a) = f' (a) + ¢ (a) ist wie folgt:

Wenn f und g differenzierbar sind in a, dann ist auch die Funktion h : R — R mait
h(z) = f(z) + g(x) differenzierbar in a und auferdem gilt h' (a) = f' (a) + ¢ (a).

wenn g(a) # 0 (Quotientenregel);

Bemerkung 11.14.2 Ubrigens braucht man fir 1, 2 und 3 nur, dass f und g in einer
Umgebung von a definiert sind und dass sie in a differenzierbar sind. Fiir die Kettenregel
braucht man, dass f in einer Umgebung von g(a) definiert ist und in g(a) differenzierbar
ist. Selbstverstindlich soll g wie vorhin sein.

Bemerkung 11.14.3 Identische Regeln gelten fiir differenzierbare Funktionen von (Teil-
mengen von) C nach C.

Beweis. Die erste Aussage ist eine sofortige Folge von Lemma [10.1] 2. Fiir die zweite
Aussage verwenden wir

U 9)@) = 9)a) _ f@) =) o0l = ola)

Tr —a Tr —a r—a

Lemma 2 und 3, und Lemma [I1.7]
iy (L0210, )= _

— ilgll f(‘raz : i(a) al?gl;llg<x> + f(a)il_r}r}l g(x;z_ : .Z(a’) —
= f'(a) g(a) + f(a) ¢'(a).
Fiir die dritte Aussage
0 - 08 @) gla) - f(@) gla)
r—a g(a)g(x) (x — a)
L (f@-f@ e —gla)
= s (e et — 10 ")
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und wiederum Lemma [10.11

Den Beweis der Kettenregel spalten wir auf. 1) Wenn ¢'(a) # 0, dann gilt fiir |z — a| <
d, mit ¢ geniigend klein gewéhlt, dass g(z) # g(a). Sei {z,} -, mit z, — a, dann folgt
aus der Stetigkeit von g, dass vy, = ¢g(z,,) — ¢(a). Dann kann man

flg(xn)) — f(g(a)  flya) — f(g(a)) g(zn) — g(a)

Ty — @ Yn — g(a) Ty —a
schreiben und weil lim %g((ag)(a)) = f'(g(a)) und lim w = ¢'(a) gilt, folgt so das
n—00 " n—00 "

Ergebnis.
2) Wenn ¢'(a) = 0, verwenden wir Lemma [11.13] ndmlich dass f die Lipschitzbedin-

gung in g(a) erfiillt:
flg(@)) — f(g(a))‘ <1 ‘g(w) —g(a)

r—a Tr —a

und lim
r—a

%‘Q(a) = ¢'(a) = 0 liefert das Ergebnis. =

a

11.5 Potenzreihen ableiten

Ableitungen von Polynomen sind in der Schule ausgiebig behandelt worden. Als Auffri-
schung:
Sei c € Rund f: R — R mit f(z) = ¢, dann gilt

F(2) =lim ——< = lim 0 = 0. (11.4)

y—=r Y — T y—x

Sei f: R — R mit f(x) =z, dann gilt

Fla)=lim 2" = lim1=1. (11.5)

y—z Yy — T yow
Sei f:R — R mit f(z) = 2" und n € N*, dann gilt
f'(x) = na"". (11.6)
Um ([11.6)) zu beweisen, benutzen wir Lemma|l1.14{und vollstiandige Induktion. Wir haben
(z") =1 = 12'""" und angenommen (z"~')" = (n — 1) 2”2 gilt, folgt
(xn)/ _ (l‘ xn—l)’ _ (ZE‘), (:L,n—l) + (I’) (:L,n—l)’ _
= 12" +2 (n—1)a" 2 =na™ .

Wiederum mit Lemma [11.14] folgt fiir f : R — R mit f(z) = ap + a2 + axx® + - - - + a, 2"
und a; € R, dass

fl(z) = a1 + 2a9 + - - + naz" . (11.7)

Wenn man genau hinschaut sieht man, dass auch f : C — C mit f(z) = ap + a1z +
asx? + -+ - + a,2" und a; € C die Ableitung f'(x) in hat.

Wir werden zeigen, dass innerhalb des Konvergenzradius Funktionen, die durch eine
Potenzreihe definiert sind, eine dhnlich aussehende Ableitung besitzen.

Satz 11.15 Sei f(z) = >~ a,z" eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R € (0, 00].
Dann ist f(x) : Br(0) — R differenzierbar (und auch Bgr(0) — C komplex differenzierbar)
und

f(z) = Znanx”_l fiir x € Bg(0). (11.8)

n=1
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Beweis. Erstens zeigen wir, dass die Formel in ((11.8)) auch Konvergenzradius R hat. Man
bemerke, dass

o0 oo
E a,nz™ ! und E an,nz"
n=1 n=1

den gleichen Konvergenzradius haben. Das Wurzelkriterium gibt Konvergenzradius R;

mit ,,R1/; = 1“ und
¢y = limsup v/|a,nxm|.

n—oo
Man hat
lim sup {/|a,nz”| = limsup {/|a,z"| hm /n = limsup {/|a,z"| = ¢

und das letztere gehort zu dem Konvergenzradius von f via ,,R{ = 1.
Jetzt werden wir zeigen, dass f die besagte Ableitung hat. Das heifit, sei |y| < R, dann
miissen wir zeigen, dass

e o] n oo n .~
_nAnT" — _oany _
IR ST S

r—y

lim = 0. (11.9)

Wir nehmen § = 3 (R — |y|). Fiir |z — y| < § hat man |z| < R und konvergiert > " a,z"
und Y07 a,na™ ', Weil auch noch die Termen fiir n = 0,1 gleich Null sind, diirfen wir

(11.9) ersetzen durch

n n

ian (‘r —Y —nx"1>| = 0. (11.10)

x JE—
n=2 Yy

lim
=Y

Lemma 11.16 Fir x,y € C und n € N mit n > 2 qilt

r -y
r—y

_ nxn—l

< 2 |y — a| max (Ja] , |y)" (11.11)

n—1| _

Beweis. Fiir n = 2 gilt xzzzn —nx _(x—ggﬂ/) _9

stimmt. Angenommen :11.11; gilt fiir n. Dann folgt

x| = |y — z| und die Behauptung

In+1

—ytt " (x —y)+y @™ —y")

—(n+1)z"| = —na" ly+na" (y —x) — 2| =
=Y rT—Y
r—Yy
" — oy .
<l | o = e ey — ] <
=Y
n(n—1) n—2 n—1
< S5y —almax (2|, [y))" "yl + nly — of 2" <
-1 n—1 1)n n—1
< (250 ) fy — | masx (] Jyl)" ™" = 52 |y — o] max (J2], Iy))
und ist Lemma [11.16| mit vollstdndiger Induktion bewiesen. [ ]

Wir setzen der Beweis vom Satz |11.15( fort. Mit der Hilfe dieses Lemmas folgt (11.10)

wenn

(], ly)"~* = 0. (11.12)

hm ly
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Weil max (|z|, |y|) < R — 0 gilt

|an|@ma><(|$|,|y|) < |an| "5 (R = 5)"

und weil > |a,| S5 n=l) (R — §)"? konvergiert: innerhalb des Konvergenzradius konver-
giert die Reihe absolut Im ersten Teil des Beweises sahen wir, dass der Konvergenzradius
sich nicht dndert wenn man ein und also auch zwei extra n (oder n — 1) beifiigt. Also
gibt es eine Schranke M fiir Y~ |ay| Ll)
0 > 0 abhéngt. Zusammengefasst:

max (|2, |ly])" %, die nur von {a, }°>,, R und

oo n o) n oo
E : —0 AnT" — E : =0 @nY —
n=0 n=0 _ E annxn 1

r—y

<

= ian (x; : zn — nx”_1>

n=0

<y —a| D lan] M5 max (|2, |y))" 2 < M|y —
n=0

und der Limes fiir x — y ist gleich 0. [
Man kann das gleiche Ergebnis verwenden, um zu zeigen, dass innerhalb des Konver-

genzradius auch f’ differenzierbar ist.

Korollar 11.17 Innerhalb des Konvergenzradius ist eine Potenzreihe beliebig oft differen-
zierbar. Auferdem gilt fiir die n-te Ableitung von f(z) =Y ;o arz®, dass f™(0) = nlay,.

11.5.1 Exponentialfunktion
Wir haben die Exponentialfunktion definiert in Definition als eine Potenzreihe

o0

exp(r) = 3 "

n=0

und in Lemma sahen wir, dass sie mit Konvergenzradius oo hat. Wegen Satz [11.15
gilt fiir alle z € R

o0 oo

no,_ 1 e
oxpl(@) =) et =) gy = exp(e).
n=1

n=1

Lassen Sie uns noch einige Regeln fiir diese Funktion ableiten.
In Lemma sahen wir, dass exp(z + y) = exp(x)exp(y) fir alle z,y € C, und
deswegen finden wir

exp(nz) = (exp(z))" fir z € C und n € N. (11.13)

Fiir € RT folgt exp(z) = Y. 2" > 0 und mit exp(—z) exp(z) = exp(0) = 1 bekommen
n=0

wir
exp(z) > 0 fir alle z € R. (11.14)

Weil y™ = a € RT mit m € R eindeutig losbar ist in R*, und diese Losung y = t/a ist,
finden wir fiir n € Z und m € NT aus

(exp(2))" = exp (n) = (exp(1)"
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dass

S

3z

exp(E) = exp(1) (11.15)

Definition 11.18 e = exp(1).

Fiir alle ¢ € Q haben wir also
exp(q) = €.
Weil (z — exp(z)) : R — R differenzierbar, also auch stetig ist, ist
e’ = exp(x)
eine verniinftige Definition. Wir werden sogar e* definieren:

Definition 11.19 e* = exp(z) fir z € C.

Wir finden

et = exp (2 +w) = exp(z) exp(w) = e*e",

nz

e = exp(nz) = (exp(2))" = ()",

und e® bringt tatsédchlich die Rechenregel die man erwartet.

11.5.2 Trigonometrische Funktionen

Auf Seite [22| haben wir kurz wiederholt, wie die Sinus- und Cosinusfunktion geometrisch
definiert sind. Wir wollen hier eine analytische Definition geben und anschliefend zeigen,
dass diese neue Definition tatséchlich die gleichen Eigenschaften hat wie die altbekannten
Funktionen.

Definition 11.20 Sei z € C. Dann setzt man:

) eiz et

e sin(z) = 5% ;
eiz + e—iz
e cos(z) = —

Bemerkung 11.20.1 Weil die Potenzreihe bei der Exponentialfunktion Konvergenradius
oo hat, kann man auch sin und cos als Potenzreihe schreiben fir alle z € C (und also
auch fir x € R):

. Liss Lt St o)l 5 2Zaa_
sin(z) = Z(;ﬁ(zz) _;E(_ZZ))_Z ; it =

n ungerade

0 e8] k
— l Z (2k 2 i2k+122k+1 — Z ( (_]‘> 22k+1 (1116)

| |
20 £ +1)! — (2k + 1)
und
1 (&1 . =1 I o= 2., .
cos(z) = 5(;:05(22) —i—nzzom(—zz)>:§ ; i =
n gerade

1 = 2 2k 2k = -1 2k
— 52(%)!2 2 :Z((%;!z : (11.17)
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Die Sinus und Cosinus aus Definition [11.20] erfiillen Folgendes:

1. Sie sind reell fiir x € R, denn die Koeffizienten in ((11.16)) und (11.17]) sind reell. Es
gilt sogar

sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

Auflerdem ist der Sinus ungerade und der Cosinus gerade:

sin(—z) = —sin(x) und cos(—z) = cos(z) fiir alle x € R.
2. Sie erfiillen
(sin(x))* + (cos(x))* = 1, (11.18)
denn
(sin(x))* + (cos(z))® = (e ) < _ ) =
eQiJz _ 260 + e—Qix 22x + 26 +e —2iz
= + =1.
—4 4
3. Es gilt
sin’(z) = cos(z), (11.19)

denn aus ) und ([11.8]) folgt

sin’( ; m (2k+1 ; = cos(x).
Ebenso gilt
cos'(x) = —sin(z), (11.20)
denn
/ e (-D" %ol N (-D" o _
cos'(z) = ; (Zk)!ka —;mz =
S <_1)m 2m—+1
_ mzo 2 1) sin(z)
4. Es gilt
sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y), (11.21)
cos(z +vy) = cos(z)cos(y) — sin(z) sin(y). (11.22)

Man beweist diese Aussagen mit Hilfe von Definition|11.20} e**® = e%® und sorgfiltigem
Rechnen.
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Hier oben stehen Skizzen zu y = to,,1(x), wobei die tg,, 11 die Polynomen darstellen, die
man bekommt, wenn man in der Potenzreihe fiir den Sinus nur die Terme bis zu Grad

2m + 1 nimmt:
- (DY
t2m+1(2§') = Z ml’ .
k=0

5. Die Terme in der Reihe ) >, ((2:)2), z?™ sind fiir > 0 alternierend, und weil die
Folge { ),xz } = {1, 5T ,%x‘l, éxf‘, . } ab m = 1 monoton fillt wenn 2? <

12, folgt daraus, wie beim Kriterium von Leibniz, dass

1-12<1—da?+ Lot — 220 <1 - 12?4+ Lo — 220 + 2% — Fa™
1>1——x + :zc >1-— 1x2+ x4——m +8,x > ... fir 2? < 12
und
1—12% <cos(z) <1—1a”+ La'firw € <O, V 12) :
Weil 1 — §x2 >0 firx € [0 2| und weil 1
[1—593 +ﬂx4]x:2 = —% < 0 hat der
Cosinus wegen Satz[[0.18] eine erste posi- ~ *°
tive Nullstelle zwischen v/2 und 2. Diese o : > 5
erste positive Nullstelle vom Cosinus de- ' ' y= 1*(*9)6 2t gyt
finiert man als l7T "0-5 '

Aus 8)) folgt sm =+1. -1 y=1-3}a°

Ebenso kann man die alternierende Folge in der Sinusreihe benutzen um folgende
Abschétzung zu finden:

z — t2° <sin(z) fir z € (0, \/ﬁ) .
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Mit
1,3 1(3\3_ 7 3
v—get 21-5(3)" =5  auf [1,3
1,.3 3 1 3 _ 1 3
voge’ 25520 =5 auf [3,2]

hat man sin(z) > 0 auf [1,2], und weil 1 < /2 < %’ﬂ' < 2 gilt, folgt
sin (37) = 1. (11.23)

6. Aus (11.21]) folgt

sin (7) = 2cos(7) sin(37) =0,

und mit ((11.23])

sin (z + 17) = sin(z)cos(im) + cos(z) sin(37) = cos(z),
sin (z — i7) = sin(z) cos(3m) — cos(z) sin(i7) = — cos(z),
und anschliefend
sin(z +m) = cos(z+ im) = —sin (),
sin (z +27) = —sin(x + m) = sin(x),
cos(z+m) = sin(z+2r) =—sin(z+ in) = —cos(z),
cos (r+2m) = —cos(z+m) = cos(x).
Der Tangens und der Cotangens werden definiert als:
, sin(z)
: ; tt =
tan: {z € C;cos(z) #0} - C mit tan(z) cos(z)’
cot : {z € C;sin(z) #0} - C  mit cot(z) = :i:((;)

y = sin(x)

y = tan(z)

y = cos(z)

y = cot(x)
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6
11.5.3 Hyperbolische Funktionen y = coth(z)
Auch den folgenden Funktionen kann man begegnen.
Definition 11.21 Sei z € C. Man setzt:
e sinh(z) = - (Sinus hyperbolicus);
z —z y = sinh(z)
e cosh(z) = ‘ +26 (Cosinus hyperbolicus);
y = tanh(zx)
sinh(2)
tanh - - :
e tanh(z) = cosh(2) ; 3 -2 -1 i 2 3
h
e coth(z) = cosh(z) fiir z # 0.
sinh(z) -2
Einige Eigenschaften von sinh und cosh:
1. Sie sind reell fiir z € R und es gilt i
sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1. (11.24)
: -6
2. Es gilt
(cosh(x))* — (sinh(z))* = 1, (11.25)
3. und
sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z). (11.26)

Zwischen sin und sinh, repektive cos und cosh gibt es folgende Identitéaten:

sinh(iz) = isin(z) und cosh(iz) = cos(z).

Die Funktion Cosinus hyperbolicus taucht auf als Kettenlinie.
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Differentialrechnung II I .

12.1 Mittelwertsatz und Folgen

Satz 12.1 (Rolle) Seia,b € R mita <bund f : [a,b] = R eine Funktion. Nehmen wir
an, dass f stetig ist, dass fiap : (a,b) = R differenzierbar ist und f(a) = f(b). Dann
gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so gilt sogar fiir jedes x € (a, b)

f/(:L‘) — lim f(y) B f([E) I T L

y=r Y — T Y=z Y — T

Wenn f nicht konstant ist, dann gibt es xy € (a,b) mit f(zo) # f(a). Wenn f(xy) >
f(a), dann hat wegen Satz f ein Maximum in [a,b], sagen wir in x;, und weil
f(zo) > f(a) = f(b) muss z; im Innern des Intervalls liegen, das heifit z; € (a,b). Eine
Anwendung von Satz gibt f'(x1) = 0. Fir f(xy) < f(a) geht man dhnlich vor. |

Satz 12.2 (Mittelwertsatz) Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] = R eine Funktion.
Nehmen wir an, dass f stetig ist und dass fiap) : (a,b) — R differenzierbar ist. Dann gibt
es ¢ € (a,b) mit

oy J0) = fla)
f (C) - b —a .
(c,f(c)) Beweis. Man betrachte g : [a,b] — R mit
b) — f(a
o) = fa) - 0T ),
—a
(a;f(a)) Es folgt sofort, dass g(a) = f(a) und
b) — f(a
o) = 1)~ =T o) = pia),
(b, £ (b))
und dass man den Satz von Rolle auf g an-
wenden kann. ]

Korollar 12.3 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion.

107
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1. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton wachsend auf (a,b).

2. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend auf (a,b).
3. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton fallend auf (a,b).

4. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton fallend auf (a,b).

Beweis. Man nehme z; < 25 mit 1, 25 € (a,b) und der Mittelwertsatz gibt ¢ € (z1, x2),
so dass

fw2) = f(21) = (x2 — 21) ['(0).
Die Ungleichung fir f'(x) liefert die gleiche Ungleichung fiir f(z2) — f(z1). ]

Korollar 12.4 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und c € (a,b).

1. Wenn f'(x) >0 fir alle x € (a,c) und f'(x) <0 fir alle © € (¢,b), dann hat f ein
lokales Mazimum in c.

2. Wenn f'(z) <0 fir alle x € (a,c) und f'(x) >0 fir alle x € (¢,b), dann hat f ein
lokales Minimum in c.

Beispiel 12.5 Gefragt sind die Fxtrema von der

Funktion f: R — R mit f(z) = zexp (z — 2?). Die .
Ableitung ist f'(z) = (1+ 2x) (1 — z)exp (x — 2?)
und man bekommt sofort:

fl(x) <0 firz < —3 und firz>1, 0.4

fl(x) >0 firze (—3,1). 0.2
Damit hat f ein lokales Mazimum in 1 und ein lo- 2 1 2 3
/{}CLZ(ES MZTLZmum Z’ﬂ _% W@Zl f(l’) — 0 fUT xTr — :too A2 f und das Vorzeichen von f'.

sind es sogar globale Fxtrema.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung, wenn sie existiert, kann man oft sehen, ob man es
bei f'(zg) = 0 mit einem Minimum oder einem Maximum zu tun hat.

Lemma 12.6 Sei f: (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und xo € (a,b).
1. Wenn f'(xo) =0 und f"(z9) > 0, dann hat f ein (lokales) Minimum in x.
2. Wenn f'(z9) =0 und f"(x9) <0, dann hat f ein (lokales) Maximum in x.
Beweis. Weil f differenzierbar ist, ist f’ auch stetig. Weil f”(x¢) > 0, gibt es € > 0, so

dass f'(z) > f'(xo) = 0 fiir z € (z9, 20 +¢) und f'(z) < f'(x¢) = 0 fiir z € (z9 — &, o).
Fiir x € (g, xo + €) gilt wegen des Mittelwertsatzes, dass es T € (xg, z) gibt mit

f(@) = f(zo) = (v — x0) f'(Z) < 0.

Ebenso gibt es fiir x € (zg — &, x¢) ein T € (z, () mit

f(@) = f(zo) = (x — x0) f'(T) <O0.

Sowohl z — xy und f’(Z) sind jetzt negativ. [ ]
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Definition 12.7 Fine Funktion f : (a,b) — R heifit konvez, wenn fir alle x,y € (a,b)
und 6 € (0,1) gilt
flOz+(1—0)y) <0f(x)+(1-0)f(y).

f

X

Bei einer konvexen Funktion liegt jeder Verbindungsstrich von zwei Punkten auf dem
Graphen, oberhalb von (oder auf) diesem Graphen.

Lemma 12.8 Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und f"(xz) > 0
fir alle x € (a,b). Dann ist f konvex.

Beweis. Betrachte die Funktion g : [0,1] — R mit
9(0) = [ (0z + (1 = 0)y) = 0f(x) = (1 = 0) f(y).

Dann gilt g(0) = g(1) = 0 und wir miissen zeigen, dass g(f) < 0 gilt fiir alle 6 € (0,1).
Man hat

gO) = (x—y) f(0z+1-0)y) - flz)+ fv),
> 0.

g'0) = (z—y)" ' (z+(1—-0)y) (12.1)
Wenn ¢(6y) > 0 wére, dann gibt es 6, € (0, 6,) mit
g (o) —g(0) _ g (o)
/ 0 — —
g(0) By — 0 b 0
und es gibt 0, € (6p, 1) mit
g(1) —g(0) —g(bh)
"(03) = = :
g(62) 1— 6, g, ~0
Dann gibt es auch 65 € (01, 65) mit
'(62) — g'(61)
"00.) — g( 2
g ( 3) 92 _ 01 < 07
und das ist ein Widerspruch zu (12.1]). [ ]

Bemerkung 12.8.1 Konvexe Funktionen miissen nicht zweimal differenzierbar sein; so-
gar nicht mal einmal. Die Funktion x — |x| : R — R ist nicht differenzierbar in 0 und
doch konvex.
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12.2 Die Umkehrfunktion

Definition 12.9 Sei I C R und f : I — R eine Funktion. Dann heifst f° : f(I) — R
eine Umkehrfunktion zu f, wenn

f™ o f(x) =z fiir allex € 1.
Hier setzt man f(I) ={y e R;3z € I mit y = f(x)}.

Bemerkung 12.9.1 Die Umkehrfunktion fir f wird auch mit f=' notiert. Das kénnte
verwirrend sein, denn die Umkehrfunktion zu x — % ist nicht x — (%)71/

Wenn f : I — R injektiv ist, zum Beispiel weil f streng monoton ist, dann gibt es
eine Umkehrfunktion.

Satz 12.10 Sei [ ein beliebiges Intervalm. Wenn f : I — R eine stetige, streng mo-
notone Funktion ist mit J = {f(z);x € I}, dann ist J ein Intervall und es gibt eine
Umkehrfunktion f° . J — I. Diese Umkehrfunktion f™ ist stetig und streng monoton.

Wenn auflerdem Z € I1° und f differenzierbar ist in @ mit f'(Z) # 0, dann ist f™
differenzierbar in y = f(&) und es gilt

1
- (@)

Beweis. 1) Die Existenz: Wenn eine Funktion streng monoton ist, dann ist sie injektiv.
Surjektivititdt von I zum Wertebereich J = f(I) ist selbstverstéandlich. Also die Umkehr-
funktion f" : J — I existiert. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass J ein Intervall
ist.

(F™) (@)

2) Die strenge Monotonie von f™ beweist man auch sofort. Weil f streng monoton
ist, sagen wir wachsend, dann gilt fiir x1, 25 € I, dass

x> 19 = f(21) > f(22).

Auch gilt x1 £ 22 = f(x1) £ f(x2). Das letztere ist gleichwertig zu f(z1) < f(z2) =
1 < Zo.

3) Die Stetigkeit: Sei § ein innerer Punkt von J und setze & = f"*(y).
Weil § = f (Z) ein innerer Punkt ist, gibt es v > 0 mit (§ — v, g+ v) € J.
Weil f stetig ist gibt es e > 0 so, dass fiir |[v — Z| < g¢ gilt f(x) € (§—v,g+v) C J.
Sei € > 0, setze € = min (g, 9) und nehme

6 =min (|f(Z) — f(Z —e)], [ f(Z) = f(@+e1)]) .

IMit einem beliebigen Intervall I ist gemeint [a, b], (a,b], [a,b), (a,b), (—o0,b], (=00, b), [a,0), (a,c0)
oder (—o00,00) mit a,b € R und a < b. Wenn die Randpunkte zum Intervall I gehéren, dann nennt man
das Intervall abgeschlossen; wenn nicht, dann nennt man es offen. Ubrigens, oo ist kein Punkt und dann
auch kein Randpunkt.

Man kann jedes Intervall abschlieBen (man schreibt ) und “sffnen” (man schreibt 1°).

I: [a,b] | (a,b] | [a,b) | (a,b) | (—o0,b] | (—00,b) | [a,00) | (a,00) | (—00,00)
I: [a,b] | [a,b] | [a,b] | [a,b] | (—o0,b] | (—00,b] | [a,00) | [a,00) | (—00,00)
I°: || (a,b) | (a,b) | (a,b) | (a,b) | (—00,b) | (—00,b) | (a,00) | (a,00) | (—00,00)
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Dann gilt 0 < 6 < v und fiir |y — g| < J folgt y € J. Wegen der Monotonie hat man fiir
ly— gl <o
@) = )] = |3 = )| <
<max (|2 — f™ (f@+e)|, | = "™ (f(Z—e1))]) =e1 <e.

Fiir y ein Randpunkt von J bekommt man das Ergebnis, indem man einseitige Umge-
bungen benutzt.

9

4) Die Differenzierbarkeit: Sei {y,}, -, eine beliebige Folge mit y, — ¢ und y,, # 7.
Setze =, = f"™(y,). Dann gilt z, — f™(§) = Z und wegen der strengen Monotonie
x, # . Es folgt

lim L) = S o
n—o0 Yn — U n—o0 f(;cn) — f(x)
o 1 1 1
T bt 1@ f@) T iy L@D=I@ ~ f(7)
Tn—I n—00 Tn—T

Weil {y,} ~, eine beliebige Folge ist, gilt
inv _ finv(5 1
lim ) — ()
] Y —

y f'(&)

Bemerkung 12.10.1

Wenn f : I — J mit I ein Intervall, eine umkehr-
bare und stetige Funktion ist, dann ist f monoton.
Stetigkeit oder Monotonie sind aber nicht notwen-
dig fiir die Ezistenz einer Umkehrfunktion. Betrachte
f:[=1,1] = [-1,1] mit

B x fir x € (0,1],
f(:v)—{ —1—a firzel[-1,1].

Diese Funktion ist nicht stetig und nicht monoton.
Sie ist aber umkehrbar. Es gilt sogar, dass f™° = f.

Beispiel 12.11 Die Niederlindische Polizei wendet den Mittelwertsatz und die Ezistenz
einer Umkehrfunktion an bei einem Typ von Geschwindigkeitskontrollen, der sogenann-
te ,, Trajectcontrole “. Setze die Fahrzeit t als Funktion der Distanz s: t = T(s), und die
Umkehrfunktion S = T™ gibt die Distanz als Funktion der Zeit. Dann gilt fiir die Ge-

schwindigkeit
1

T(s)
Mt digitalen Kameras werden die Zeiten gemessen an zwei Kontrollstellen a und b mat
einer genau bekannten Entfernung von mehreren Kilometern. Die Software identifiziert
passierende Nummernschilder und kombiniert diese mit den Zeiten. Der Mittelwertsatz
liefert den Beweis, dass es eine Stelle gibt, wo die Geschwindigkeit A3
gleich b—a FTR

\ /A
"SI0 T A4\

war. Ist v etwas gréfer als 120 (100 - 80), wird man benachrichtet. Jrajactcontrols

v(t) = v (T (s)) = S'(T(s))
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12.2.1 Beriihmte Umkehrfunktionen I, der Logarithmus

Die Funktion exp : R — R ist stetig und streng wachsend und hat also eine stetige streng
wachsende Umkehrfunktion. Weil exp(R) = R* ist die Umkehrfunktion definiert auf R.
Man nennt diese Umkehrfunktion den natiirlichen Logarithmus:

In: RT — R mit In(z) = exp™(x).

Man findet

1 1 1
In'(z) = = = — fir z € R".

exp/(In(z))  exp(ln(z)) =«

Eine Eigenschaft des Logarithmus, die sich oft verwenden l&sst, ist:
Lemma 12.12 Fiir a,b € R* gilt
In (ab) = In(a) + In(b).
Beweis. Man benutzt
ab = exp (In (a)) exp (In (b)) = exp (In (a) + In (b))

und nochmals die Umkehrfunktion. ]

Schlussendlich definieren wir noch:

Definition 12.13 Fiir a € RT und z € R:

a®* =exp(zlna).
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Man hat
a’ = exp(0lna) = exp(0) = 1,
a' = exp(llna)=exp(Ina) =a,
a’a” = exp(zIna)exp(wlna) = exp ((z + w)Ina) = a*
a’b* = exp(zlna)exp(zIlnb) =exp(zlna+ zlnb) =

= exp (zIn(ab)) = (ab)*,

und findet so die alt-bekannten Regeln fiir Exponentenrechnung zuriick und auch, dass
diese letzte Definition z — a® den schon bekannten Exponenten nicht widerspricht.

12.2.2 Beriihmte Umkehrfunktionen II, die zyklometrische Funk-
tionen oder Arcusfunktionen

Der Arcussinus

Der Sinus ist nicht monoton und sogar nicht ein-eindeutig (injektiv). Er hat also keine
Umkehrfunktion. Die sogenannte Inverse die man oft sieht, ist dann auch nicht die Inverse
zu x + sin(z) : R — R sondern eine Umkehrfunktion zu = — sin(z) : [-imin] —
R. Diese Einschrénkung vom Sinus kann man auch beschreiben durch sini_r/s.x/. Die

Umkehrfunktion dazu ist
arcsin : [—1,1] — R mit arcsin(z) = (sin[_w/Q;W/g})mv (x).

Man findet

- 1 1 "
= = f —-1,1).
arcsin’(z) sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) irz e (-11)

Aus (cos(y))? + (sin(y))* = 1 folgt

cos(y) = +4/1 — (sin(y))”.

Weil man sich aber beschrénkt auf y € [—31m; 7] gilt sogar cos(y) = /1 — (sin(y))? und
es folgt
1
arcsin’(z) = = = fiir o € (-1,1).
\/1 — (sin(arcsin(z)))” Vi-w
1 b
3V3 1
3V2 *
1 Lo

o
|
=

T (SIS

= 5 $>-

ol
Bl
colm
o

Y = sin_r/2,7/9)(T) = arcsin(z)

N[
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Der Arcuscosinus
Wie beim Sinus muss man auch die Cosinus Funktion beschridnken, insofern es ihr Defi-
nitionsgebiet betrifft, wenn man eine Umkehrfunktion haben mochte :

arccos : [—1,1] — R mit arccos(z) = (COS[O,W])MU (x).

Ahnlich wie beim Arcussinus findet man

-1
arccos’ (z) = ——= firx € (—1,1).
1 —a?

Dieses Ergebnis folgt iibrigens auch aus arccos(z) = i7 — arcsin(z) fiir alle x € [—1,1].

2
Das letzte folgt wiederum aus

cos(y) = sin (%7? — y) fiir alle y € R.

s
1
V3
3V2 y = cosjo,x () y = arccos(z)
%
in
1
§7T
Ln
- g7
_1 " NI
S8

Der Arcustangens

Und ebenso hat der Tangens ein Problem, wenn man sein Definitionsgebiet nicht ein-
schrankt:

arctan : R — R mit arctan(z) = (tan(_ﬁ/gmp))mv ().
Man hat

1
arctan’(zr) = tan’ (arctan 2) — (cos (arctan z))? =

(cos (arctan z))?

(cos (arctan ) + (sin (arctan z))?
1

. 2
1+ (sm(arctan x))

cos(arctan x)

1 1
= 5 = 5 fiir alle z € R.
1 + (tan (arctanz)) I+
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S

ol
S =
w

|
NE]
o3
INE]
w3y
N

Links y = tan(_ /2 x/2)(x) und unten y = arctan(x).

/2
/3
/4
/6
V31 VB
—m/2

Es gibt auch eine Arcuscotangens und die ist meistens definiert durch

arccot : R — R mit arccot(z) = (cot(gyﬂ))mv (x).

Wenn man jedoch Mathematica x +— arccot (cot(x)) zeichnen léBt, findet man ein
Ergebnis, das zu einer anderen Definition gehort. Welche?

% /Y Yy




116 Woche 12, Differentialrechnung 11

12.2.3 Beriihmte Umkehrfunktionen III, die Areafunktionen

Der Areasinus hyperbolicus

Der Sinus hyperbolicus ist streng wachsend:  +— exp(z) und x — — exp(—z) sind streng

wachsend und so auch
exp(x) — exp(—x)
5 .
Setzen wir y = sinh(z) und multipliziert man mit exp (z), dann findet man

e’ = (")’ —1 e (" —y)’ =y’ +1e e =y+ /12 + 1.
Weil e > 0 findet man e” =y + \/ﬁ und
r=In (y + \/gm> .
Zusammengefasst wird der Areasinus hyperbolicus in

sinh” : R — R mit sinh™(z) = In <m + Va2 + 1> :

x +— sinh(z) =

[y =sinh™"(z)

Y= (Cosh[oyoo))“”’(x)

2 1 1 2 3 2 1 H 2 3 .
Ay = (cosh(—oo,0)" (2)

-3
y = sinh(x)

Der Areacosinus hyperbolicus
Der Cosinus hyperbolicus ist monoton, wenn beschrinkt auf R{ oder R;. Ebenso wie
beim Sinus hyperbolicus hat man

cosh(z) = exp(r) +2exp(—x)

und es folgt
y = cosh(z) & 2ye® = (*)’ + 1 e® =y + /12 — 1.
Man definiert den Areacosinus hyperbolicus wie folgt
(cosh[oyoo))m” :[1,00) — R mit (cosh[o,oo))mv =In (:c +Va? — 1) :
Ebenso
(cosh(,oop])mv :[1,00) = R mit (cosh(,ooyo])mv =In (x —Va?— 1) .
Ubrigens gilt

ln<x— x2—1>:—1n<x+\/m> fir x > 1.
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Der Areatangens hyperbolicus

Der Tangens hyperbolicus ist streng monoton wachsend auf R und hat horizontale Asymp-
toten:

tanh(z) —» 1 fir =z — oo,
tanh(z) —» —1 fiir z — —oc.

Setzt man inh(2)
sinh(x et —e "
y = tanh(z) cosh(xz) e +e?’

dann kann man diese Gleichung nach x 16sen:

et —e’ "
= et +e " =" —e &
y= o= o )y

s l+y=e*(1-y) &

1
& xz%ln(—_l—y).
-y

. . 1
tanh™ : (—=1,1) — R mit tanh™"(z) = ;In ( + x) :

l1—=x

Die Umkehrfunktion zu tanh ist:

y = tanh""(x)

y = coth(zx)

y = coth®™? (z)

Der Areacotangens hyperbolicus

existiert auch noch. Die Liebhaber diirfen ihn selber studieren.

12.3 Taylorpolynome

12.3.1 Aussagen und Heuristik

Bei der Definition von der Ableitung einer Funktion haben wir gesehen, welches Polynom
von Grad kleiner oder gleich 1 ,,am besten passt“, wenn man eine Funktion z — f(z) um
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a approximieren mochte, ndmlich  — py(z) = f(a) + (z — a) f'(a). Mit ,,am besten* war

gemeint
@) = (f@)+ (2 = a) f'(a)

r—a Tr—a

= 0.

Frage: Konnen wir auch ein Polynom ps vom Grad kleiner oder gleich 2 finden, so dass

1o 10) = (@)

=07 12.2
z—a (ZL‘ —_ a)Q ( )

Das einzige Polynom py vom Grad 2 oder kleiner wo bei der nullten, ersten und zweiten
Ableitungen von f und ps fiir x = a identisch sind, wére

pa(r) = f(a) + (z = a) f'(a) + § (z = a)* " (a),
denn nur so gilt
pa(a) = [f(@)+(z—a) f(a) + 5 (¢ —a)" ["(a)],_, = fla),
+

po(a) = [f'(a) + (z —a) f"(a)l,—, = f'(a),
paa) = [f"(a)],—, = ["(a).

Wir werden zeigen, dass wenn f zweimal differenzierbar ist, p, tatséchlich so ist, dass die

Identitét in ((12.2)) gilt.

Satz 12.14 (Satz von Taylor) Sei I ein Intervall, a € I° und n € N*. Nehme an, die
Funktion f : I — R ist n mal differenzierbar in I°, und setze

nfk) (g .
pn(x):zf ( )(a:—a) . (12.3)

Dann gilt

Bemerkung 12.14.1 Das Polynom in heifit das n-te Taylorpolynom von f beziiglich
der Stelle a.

y = f(z) und y = pi(x), y = f(x) und y = ps(), y = f(x) und y = p3(x).

Bemerkung 12.14.2 Anders formuliert: p, ist das einzige Polynom vom Grad kleiner
gleich n, wobei in der Grafik der vertikale Unterschied zwischen y = f(x) und y = p,(z)
fiir x — a schneller nach 0 geht als |z — a|”.
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Korollar 12.15 Sei I ein Intervall und a € 1°. Nehme an, die Funktionen f,g: 1 — R
sind n-mal differenzierbar in 1° und

f®a) = g™ (a) =0 fiir k=0,1,2,...,n — 1.

Falls g™ (a) # 0, gilt
f(@) _ f"(a)
M g() 9@

Beweis. Schreiben wir py,, und pg,, fiir die n-ten Taylorpolynome von f und g beziiglich
der Stelle a. Weil f*)(a) =0 fir k = 0,1,2,...,n—1 hat man py,(z) = % (x — a)" f™(a)
und py(z) = £ (z — a)" g™ (a). Mit dem Theorem (12.14] hat man

i @) @)~ pa(e) + (2 = )" @)

ol q ( n =
rTra g(x) r—a g(!lf) - pg,n($) + ] (ZE — CL) g(”) (a)
o f@=pra(®) 1 p(n)
_ e Tl 0430w _ [0%)
lim 22l 4 Lgm(a) 0+ 739 (a)  9™(a)

Bemerkung 12.15.1 Korollar|12.15 kann man oft statt des Satzes von de I’Hopital ver-
wenden. Sowohl dieses Korollar als auch der Satz von de [’Hopital sind mit Vorsicht zu
geniefSen. Betrachten wir als Beispiel

lim S22

xz—0 x
Mit f(z) = sin(z) und g(x) = z, findet man, wenn man weiff, dass sin’(0) = cos(0) = 1

qgilt,

lim sin(x) _ cos(0) _q
z—0 x 1

Woher wissen wir, dass sin’(0) = cos(0) = 12 Dazu betrachten wir die Ableitung vom
Sinus in 0:

: ~ sin(0
in’(0) = Tim sin(x) — sin(0) _
x—0 €xr — 0 z—0 x

Also lim Smwﬂ =1, weil sin’(0) = 1,

z—0

Satz 12.16 (Satz von Taylor mit dem Restglied von Lagrange) Sei I ein Inter-
vall, a € I° und n € N*. Nehme an, die Funktion f : I — R ist n+ 1 mal differenzierbar
m 1° und sei p, wie in . Dann gibt es 0, zwischen x und a, so dass

f0(0,)

CES (124)

f(@) = pn(z) +

Bemerkung 12.16.1 Wenn f"*(0,) beschrinkt ist in eine Umgebung von a und man
nicht die genaue Formel braucht, wird auch das Landau-Symbol O verwendet:

F (@) = pn (@) + O (& — )" fiirz = a.
Dies bedeutet: es gibt 6 > 0 und M € R derart, dass

0 —al <6 = |7 (@) ~pu (@) < M| — )]
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12.3.2 Beweis des Taylorschen Satzes
Wir beweisen erst folgendes Lemma:

Lemma 12.17 Sein € N und f : [a,b] — R stetig und f differenzierbar auf (a,b).
Dann gibt es fiir jede x € (a,b) einen &, € (a,x) mit
fl@) = fla) _ f'(&)

(w=a)®  n(g o)
Beweis von Lemma Wir setzen (z — a)" = y und g(y) = f(a+ /y). Dann folgt
f@) = fla) _ g(y) —9(0)

(. —a)" y

Weil g : [0, (b —a)"] — R stetig ist und g auf (0, (b — a)") differenzierbar ist, konnen wir
den Mittelwertsatz anwenden und finden, dass es ¢ € (0,y) gibt mit

Definieren wir £, = a + {/c, dann folgt £, € (a,z) und
f(ZL‘) B f(a’) _ g/(C) _ f/<§x)

B n (éa} - a’)n_l .

Beweis von Satz Wenn wir diesen Satz beweisen koénnen fiir x > a, dann folgt
via f(—x) = f(z) auch das Ergebnis fiir £ < a. Ohne Verlust der Allgemeinheit diirfen
wir uns also beschrénken auf den Fall z > a.
Wenn x > a benutzen wir Lemma fir f(z) — pu(z). Weil f(a) = p,(a) gibt es
x1 € (a,x), so dass
f(@) —pulx)  (f(x) = pa(2)) = (f(@) = pula)) _ [(21) = phle)

(z—a)" (v —a)" n(v;—a)" "’

Wenn n > 1 gibt es, weil f'(a) = p/,(a) gilt, zo € (a,x1), so dass
f'(@) —po(n)  (f'(21) —pu(e1) = (f(a) = ph(a))  f"(x2) — pi(2)

(w1 —a) T

(21 —a)"" (n—=1)(zz —a)""
Wenn n > 2 gibt es, weil f”(a) = pl/(a) gilt, x5 € (a,x2), so dass
f"(w2) = pu(a)  (f"(w2) = phlw2)) = (f"(a) = pila)) _ f"(ws) — pi(ws)

(g — a)"_2 (n—2) (z3— a)n_S’

usw. Ein gediegener Beweis wiirde hier vollstédndige Induktion benutzen.
Nach n — 1 Schritten haben wir x,,_; € R gefunden mit

(x2—a)"

A< Tpo < Tpo < <71 <7,

so dass

f(@) — pnlz) 1 SO (@) = pi ™ ()
(x —a)" nn—1)(Mn-2) ... 2 Tpo1—a
1 £ @) = (£ (@) + (s = 0) (@)

= . 12.5
n! Tpo1 — Q ( )
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Weil =1 differenzierbar ist in a, gilt

=D () — ( FO-D(q) - (2 — a) £ (a
@) - (£ + - ) 1)

T—a r—a

und wegen ((12.5)) also auch

=0

Beweis von Satz [12.16] Statt wie im vorhergehenden Beweis werden wir jetzt
f(@) — pn(x)

(ZL‘ . a)n+1

betrachten. Bemerke, dass im Nenner jetzt die Potenz n + 1 statt n steht. Ahnlich wie
vorher haben wir nach n Schritten ein z, € (a,x) gefunden, so dass statt (12.5)

f(z) — pn(z) _ 1 f(n) (Tn) — pgzn) (Tn) _ 1 f(n) (Tn) — f(n)(a)‘

(z—a)"™  (n+1) Tp—a (n+1)! Tn—a
In noch einem extra Schritt liefert der Mittelwertsatz die Existenz von 0, € (a, &, ), derart
dass 3
f(l’) — pn(x) _ 1 f(n)(xn) — f(n)(a) — 1 f(nJrl)(em).
@ " rDl da—a ()
Diese letzte Identitét liefert genau ((12.4)). [ ]

12.4 Taylorreihen

Wir haben Potenzreihen verwendet um einige Funktionen einzufiihren. Dann kann man
sich auch die folgende Frage stellen:

Ist jede Funktion als Potenzreihe zu schreiben?

Die einfache Antwort lautet nein, wenn wir nicht zusétzlich die Bedingung stellen,
dass so eine Funktion unendlich oft differenzierbar sein soll. Denn wenn eine Potenzreihe
einen positiven Konvergenzradius hat, dann ist sie innerhalb von dem dazugehorenden
Kreis unendlich oft differenzierbar.

Wenn wir annehmen, dass f unendlich oft differenzierbar ist in a und p,, wie in (12.3))
nehmen:

") (g .
pule) = 3 T (o oy

= flo)+ (3;_ a) f'(a) + 5 (x — )" f"(a) + g5 (x — @) f"(a) + - + 5 (v — @) f(a),

dann hat man mit Satz [12.16]

lim p,(x) = f(z) & lim [ (0:)

(z—a)"" =0,

wobei 6, zwar existiert und sogar zwischen a und x liegt, aber nicht konstruktiv gegeben
ist. Konstruktiv, aber nicht sehr scharf, ist folgendes Ergebnis.
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Lemma 12.18 Sei I ein offenes Interval in R, a € I und f : I — R unendlich oft
differenzierbar. Wenn es ¢, M € Rt g¢ibt, so dass

| f™ ()] < ¢ M™ fir alle z € I und n € N,
dann gilt
lim p,(x) = f(x) firxel. (12.6)
n—oo

Bemerkung 12.18.1 Wenn wir die etwas dubiose Schreibweise bei Rethen benutzen,

dann heifit genau

=
—
S

[e'e} k)
> A : (¢ —a)" = f(x) firz el (12.7)

k=0

Die Reihe auf der linken Seite von heifit die Taylorreithe von f beziiglich der
Stelle a.

Beweis. Wenn ‘f } < ¢ MP* fiir alle z € I und k € N, dann gilt

f(n-&-l)(ex)
(n+1)!

¢ M |z — a*

- (n+1)!

)n+1

(x—a — 0 fiir n — oo.

Wie oben schon bemerkt, liefert Satz [12.16| die Konvergenz. ]

Wir haben jetzt Taylorreihen vorgesetzt bekommen. Aber wir hatten auch schon mal
Funktionen, die als Potenzreihe definiert wurden.

f ~~ Taylorreihe
f ¢~ Potenzreihe

Haben Taylorreihen und Potenzreihen etwas miteinander zu tun?

Die Antwort lautet ja. Wenn f als eine Potenzreihe (mit einem positiven Spektralradius
R) definiert ist, sage

:ch(x—a)n fir |z —a|] <R,

n=0

dann wissen wir aus Satz [11.15] dass

o0

fP )= e

(z —a)"* fiir |z —a| <R,

und damit, dass
8 (a) = cpk! .

Die Taylorreihe um x = a fiir f wird so

. fn) = ¢! . i N
f(z) = / '<) (x —a)" Z ' (x —a) :ch(:v—a)

n! n!
n=0 n=0

Umgekehrt, wenn die Taylorreihe ) % (x —a)" nach f(z) konvergiert fiir x €
n=0
(a —d,a+ 0) und irgendein § > 0, dann ist diese Taylorreihe selbstverstandlich formal
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eine Potenzreihe. Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R, der so ist, dass diese
Reihe innerhalb vom Radius absolut konvergiert und sie aulerhalb divergiert. Damit folgt
R >4, also dass

— /" (a) n e .
E ' (z —a)" konvergiert fiir z € C mit |z —a| < 6.
n!

n=0

Ein kleiner Haken verbirgt sich hinter der Bedingung:

n.

. )

Z / '(a) (x —a)" konvergiert nach f(z).

n=0
Es gibt Taylorreihen, die zwar konvergieren, aber nicht unbedingt nach f(z). Ein Beispiel
folgt.

Beispiel 12.19 Die Funktion f: R — R mit

_ [ exp(=27?) firz#0,
f(x)—{ 0 fiir x =0,

st unendlich differenzierbar, denn auferhalb von 0 ist sie die Zusammensetzung bekannter
differenzierbarer Funktionen und in 0 verwendet man

1

Wy - | () exp(=a™?) firz #0,
f()(x)—{ 0 fir x =0,

fiir irgendwelche Polynome q,, vom Grad 3n, und
k/2

exp (—x’Q) —lim L — =0 fiir jedes k € N.

y—oo €Y

lim 2"
x—0

Jedes Taylorpolynom beziiglich O wird so

n. ork)
() :Zf fo)xk—o.
k=0 ’

k

Es madge deutlich sein, dass die Taylorreihe nicht nach f
konvergiert. Ein Bild zu y = f(x) steht hier rechts. Man
sieht, dass f bei O sehr flach verliuft (aber nicht gleich 0
ist!), obwohl sogar die y-Achse skaliert ist.

Beispiel 12.20 Hat f : R — R mit f(x) = 2 eine konvergente Taylorreihe beziiglich 07
Mit 2% = exp (zIn2) bekommt man f™(z) = (In2)" exp (zIn2) = (In2)" 2* und es wird
die Taylorrethe

i (In2)" o, (12.8)

n!
n=0

Weil fir |z| < K gilt
/()] = (2 27] < 2% (in2)"

konvergiert die Taylorreihe in nach 2% auf jedem Interval (—K, K), also auf R.
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Beispiel 12.21 Wir wollen Taylorpolynome und die Taylorreihe von f : (—1,00) — R
mit f(z) = In (14 z) beziglich der Stelle 0 betrachten. Dazu erstmal die Ableitungen:

n 0 1 2 3 . n
1 ~1 —1) (=2 ~1)" ! (n—1)!
f™@(z) || In(1+z) 5 (=1 3> (=1) (nn )
lte | (1+2)° | (1+a) (1+x)
F™(0) 0 1 -1 2 e =)
po() f(0)=0
pi(z) = fO)+f(0)x=0+=
pa(x) = f(0)+ f(0)z+3f"(0)2* =0+ — 327
ps(z) = f(O0)+ f(0)x+ 5f"(0)2* + 5" (0)2® = 0+ & — 3a° + $2°
B n f(’f)(O) . n (_1)k—1 . B
pulz) = Zk:O 0 L T2 YT L
— 4 (=)' n /7
= vt g’ — e+ S I8
Lemma konnen wir nicht benutzen, jedoch hat man 1 7,
direkt A
’ By
(=1)"n! n ’
wxnﬂ _ |40 | | T A —— B :
(n+1)! (n+1)! 1+6, n+1 \pg
und dieser Ausdruck geht nach 0 fiirn — oo dann, und nur 74 -

x P

1+6,
liegt fir jedes n (denn 0, hdingt auch von n ab!), bringt
diese Bedingung uns wenig weiter, aufler dass v > —1

dann, wenn ‘ < 1. Weil wir nicht wissen wo 0, genau

notwendig ist fir Konvergenz und —% < x < 1 reicht fir B ‘;"’ N
Konvergenz. B "‘
Wenn man vergisst, woher sie kommt und man die Reihe :/
an sich betrachtet, sieht man, dass sie konvergiert fiir x € D, 3
(_17 1] EZ
Pi1o ?
Beispiel 12.22 Wir berechnen
T —14+In(1—
lim I 2+. n(l =)
@0 Zx?sin(27)
Dazu verwenden wir die Taylorpolynome:
fiir e® : pu(@) =1+ a4 52> + ga® + - + La,
n—1
fiir (1 +2) : po() =2 — §a? + 32 — - 4 E—am,
fiir sin(z) : pont1(z) =0 — 32° + s’ — - + (gfi)l)!x%“.
Fir f(x) =e*—1+4+1In(1 — ) gilt
flz) = (I+az+32”+ 1% +2'Ri(2)) — 1 — (x4 327 + 12° + 2" Ry(2))

= —12° + 2" Ry(w),



12.4 Taylorreihen 125

und fir g(z) = sa?sin(2z) gilt

12%sin(2z) = 2° + 2" Ry(z).

Hier sind R; irgendwelche Funktionen, die definiert sind als konvergente Potenzreihen
um x = 0. Es reicht, um zu wissen, dass die dazu gehdrenden Konvergenzradien vererbt
werden. Das heifit, fir Ri(.) (von exp) und R4(.) (von sin) sind die Konvergenzradien oc.
Fiir Ro(.) (von x — In (1 + x)) und Rs(.) (das Minimum von denen zu R;(.) und Rs(.))

sind die Konvergenzradien gleich 1. Wir finden so:

e —1+In(l—2) . —iz®+a'Ry(x)
lim 5 = lim =
e=0  sa?sin(2r) e=0 13 4 15 Ry(7)

1 .
—ita Ry(x) _ o tlme Ra@)

250 14 72 Ry(z) 1—|—lin%a:2 Ry(z) 6
Tr—r

Ubrigens brauchen wir fir dieses Ergebnis nicht mal Taylorreihen. Wenn man gut hin-
schaut, sieht man, dass Korollar reichit.
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Integralrechnung I O -

13.1 Motivation

Bevor wir auf eine fundamentalere Weise Integrale betrachten werden, schauen wir uns mal
an, was wir eigentlich mochten. In erster Instanz handelt es sich bei Integralen um Léngen,

Oberflachen, Inhalte und verwandte Sachen. Dafiir méchten wir verniinftige mathematisch
definierte Begriffe haben.

Ein Beispiel dazu ist der Flacheninhalt von einer Kreisscheibe mit Radius 1. Wenn man
davon ausgeht, dass ein Rechteck mit Seitenldingen a und b den Flacheninhalt ab hat,
dann lautet die Frage: wie kénnen wir den Flacheninhalt von dieser Kreisscheibe damit
vergleichen. Diese Quadratur des Kreises hat die Mathematik ldngere Zeit beschéftigt.

& B OB
oon % § §
\l VA = =

Solche Bilder lassen einen schnell davon {iberzeugen, dass der Flidcheninhalt wohl 7 sein
wird, aber sogar dieser geometrische ,,Beweis® braucht lim,sin(z)/z = 1. Wieso wire
sonst die Lange von der ldngsten Seite des Rechtecks gleich 7?7 Die Zahl 7 ist festgelegt
als die Lange vom halben Einheitskreis. Damit ist die Hohe von jedem dieser Gebilde,
als n mal die Hohe des n-ten Teils von einem halben Einheitskreis, gleich n sin (%) Aus
lim, g sin(x)/z = 1 folgt, weil T | 0 fiir n — oo, dass

sin (% i
lim nsin <E> =7 lim # =m, weil lim w =1.
n—o00 n n—o00 by x—0 x
Allgemeiner sind wir interessiert am Flacheninhalt ’
von einem zwei-dimensionalen Gebiet beschrieben
durch
{(z,y) eR}a<z<bund 0 <y < f(z)} (13.1)
mit f einer positiven Funktion und a,b € R derart,
dass a < b. a b

127
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Wir wollen nun den Flacheninhalt unter einer positiven Funktion definieren und listen
erst mal einige Eigenschaften auf, die wir haben mochten.

e Wenn f eine konstante Funktion ist, wollen wir den Flidcheninhalt wie beim Rechteck
haben. Fiir f(x) = h > 0 wire das

A=h(b—a). (13.2)
Auch fiir eine Funktion, die (nicht-stetig!) definiert ist durch f(x) = hy > 0 fiir

r € [a,z1) und f(z) = hy > 0 fir z € (21,b] wenn z; € (a,b), will man den
Flacheninhalt in ((13.1)) berechnen durch

A:hl(:cl—a)+h2(b—x1).

hy

hy

a b a X1 b

Fiir allgemeine Funktionen méchte man die folgenden Eigenschaften:

e Nehmen wir an, wir haben {z;};", C (a,b) mit a = 29 < 21 < 29 < -+ < x, = b.
Wenn A; der Flicheninhalt von {(z,y) € Rz <x <z und 0 <y < f(z)} ist
und A die von {(z,y) € R% z; <z <z und 0 < y < f(x)}, dann wollen wir, dass

A=Ag+A + -+ A, (13.3)

A A A

e Auch wollen wir, dass fir f(z),g(z) > 0 fur = € [a, b] gilt, fir die dazu gehérenden

Fldacheninhalte gilt
Aprg=Ar+ Ay (13.4)

Fiir eine positive Funktion h soll A; der Flacheninhalt sein von

{(z,y) €eR% 2 <z <y und 0 <y < h(z)}.

y=f (x)+g(x) y=f (x)+g(x)

_L-y=g0 - y=g0

y=f(x) y=f(x)
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Insbesondere sollten der Flacheninhalt des Gebietes zwischen f und f + g und der
Flacheninhalt zwischen der z-Achse und g gleich sein.

y=f (x)+g(x)
y=9(x)

y=f()

13.2 Riemann-Integrale

13.2.1 Definition fiir Treppenfunktionen

Fiir rechtwinklige Gebiete kann man die Oberfliche in Rechtecke teilen und so die gesamte
Flache berechnen. Fiir andere Gebiete kénnen wir versuchen, die Fldche in ((13.1) mit
Rechtecken zu approximieren.

Dazu werden wir erst das Integral definieren fiir sogenannte Treppenfunktionen.

Definition 13.1 Die Funktion f : [a,b] — R heifit eine Treppenfunktion, wenn es {xl}?ill C

R gibt mat

=21 <Ty < - <Tp <Tpy1=>b

und {h;};_;, C R, so dass

flz) = h; firxe (x,x41) undi €{1,2,...,n},
flx) = 0 firz<umz
flz) = 0 firxz>x,4.

Bemerkung 13.1.1 Man bemerke, dass f nicht festgelegt wird fir x € {xl}fill Wichtig
ist aber, dass diese Menge nur endlich viele Stellen enthdlt. Die Menge {xl}fill heif§t eine
Zerlegung von |a, b.
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hy

hs

hs

h,

a=x; X3 X3 X4 X5 Xg=b

Definition 13.2 Sei f eine Treppenfunktion wie in Definition [153.1. Dann setzen wir

b n
/ f(z)dx = Z (Tit1 — ;) hy. (13.5)

Bemerkung 13.2.1 Wir haben vorhin von Flicheninhalten geredet und positive Funk-
tionen betrachtet. In Definition sind auch negative Werte h; erlaubt und dann st
., Flacheninhalt “ nicht ladnger zutreffend.

hy

hs

a=x; X3 X3 Xa X5 Xg=b

hy

h;

Proposition 13.3 Wenn f,g : [a,b] — R beides Treppenfunktionen sind und A\, u € R,
dann ist auch \f + ug : [a,b] — R eine Treppenfunktion und

[ s s ngen e =2 [ @ n [ gt

Beweis. Wenn {xl}fz eine Zerlegung fiir f und {y;}7" ! eine Zerlegung fiir ¢ ist, kom-
biniere man diese beiden Mengen zu einer neuen Zerlegung, die sowohl fiir f als auch fiir
g passt. Der Rest ist elementare Buchfiithrung. [ ]

Proposition 13.4 Wenn f,g : [a,b] — R alle beide Treppenfunktionen sind und f(x) <

g(x) auf [a,b], dann gilt
b b
/ f(x)dx S/ g(x)dx.

Beweis. Man benutzt Proposition [13.3mit A = —1 un pu = 1:

/ m—/f m-/((%&@Mx

und g(x) — f(x) > 0 liefert nicht-negative ,Hohen“ h; in ((13.5) und es folgt, dass
b
J. (g(x) — f(z))dx > 0. n
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13.2.2 Definition fiir mehr allgemeine Funktionen

Wenn man den Fldcheninhalt wie in dem Bild im Paragraphen approximieren
mochte, hat man nicht im Griff, wie nahe man heran kommt. In dieser grauen Zone liegt
sowohl etwas driiber als auch unterhalb von dem Graphen. Die Losung dafiir ist, nicht
eine Approximierung wie in diesem Bild zu machen, sondern sowohl eine Approximierung
von oben als auch eine Approximierung von unten zu machen. Fiir die Flicheninhalte
wiirde man ,,geometrisch“ sagen:

Auntere Treppe S AFunktion S Aobere Treppe-

£ £

©
o
Q
o

Wenn man die Treppenstufen noch etwas schméler macht, wiirde man erwarten, dass
eine bessere Approximierung rauskidme.

f £

o
o
Q
o

x x
a b a b

Diese Idee werden wir verfolgen und diese geometrischen Uberlegungen handfest ma-
chen. Dazu brauchen wir Unter- und Obersummen.

Definition 13.5 Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

e Dann heifft m € R eine Untersumme beziglich f auf [a,b], wenn es eine Trep-
penfunktion typten : [a,b] — R gibt, mit

b
tunten(x) < f(2) fiir x € |a,b] und / tunten(T)dx = M.
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e Dann heifit M € R eine Obersumme beziglich [ auf [a,b], wenn es eine Treppen-
funktion topen : [a,b] — R gibt, mit

b
f(x) < topen(z) fiir x € a,b] und / toben(x)dx = M.
Lemma 13.6 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und sei m und M respektive eine Unter-
und eine Obersumme beziiglich f auf [a,b]. Dann gilt m < M.
Beweis. Seien tyen Und topen die Treppenfunktionen die m und M liefern. Dann gilt

tunten (%) < f(2) < topen()

und wegen Proposition folgt

b b
m :/ tunten () dx §/ toben(2)dx = M.

Damit bekommt man das gewiinschte Ergebnis. ]

Dieses Lemma zeigt, dass jede Untersumme eine untere Schranke gibt fiir die Menge
aller Obersummen. Ebenso liefert jede Obersumme eine obere Schranke fiir die Menge aller
Untersummen. Weil jede nicht-leere, nach unten beschrankte Menge in R ein Infimum hat,
und weil jede nicht-leere, nach oben beschrankte Menge in R ein Supremum hat, ist die
folgende Definition gestattet.

Definition 13.7 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und seien m und M respektive eine
Unter- und eine Obersumme beziiglich f auf |a, b].

e Man definiert das obere Integral von f auf |a,b] durch
—b
/ f(z)dx = inf {M € R; M ist eine Obersumme beziiglich f auf [a,b]} .
e Man definiert das untere Integral von f auf [a,b] durch
b
/ f(z)dz = sup {m € R;m ist eine Untersumme beziiglich f auf [a,b]} .

e Fualls oberes Integral und unteres Integral existieren in R und/ flz)dz = / f(x)dx,

dann heifit f Riemann-integrierbar auf [a,b].
Dann definiert man das Integral von [ auf [a,b] durch

/ab f(a)de = be(x)dx - [af(x)dx.

Bemerkung 13.7.1 Weil fiir jede Untersumme m und Obersumme M beziiglich [ auf
la,b] gilt m < M, folgt

1 b fla)de < Zb f(a)da. (13.6)
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Bemerkung 13.7.2 Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls Re f :
la,b] = R und Im f : [a,b] — R Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x)dx = /abRef(I)dx‘H/abImf(x)dx,

Die erste Frage, die man sich stellen sollte, wére, ob diese neue Definition des Integrals
mit der fiir Treppenfunktionen iibereinstimmt.

Sei f eine Treppenfunktion mit ,, Treppenintegral s = """ | (241 — x;) h;. Weil f eine
Treppenfunktion ist, ist s sowohl Unter- als auch Obersumme fiir f beziiglich [a,b] und
man hat

b —b
s < sup {Untersummen} < / f(z)dx < / f(z)dx < inf {Obersummen} < s.

—a

Diese Frage lasst sich also bejahen.
Als néchstes wollen wir mal schauen, ob die gewiinschten Eigenschaften tatséichlich
gelten.

Satz 13.8 Seia,b € R mit a < b und nehmen wir an f,g : [a,b] — R.

1. Angenommen [ und g sind integrierbar auf [a,b]. Dann ist \f + pg integrierbar auf
la,b] fir alle X\, p € R und

/ (M (@) + pg()) do = )\/ f(z)dz +M/ o(x)dz. (13.7)

2. Sei c € (a,b). Es gilt: f auf |a,b] ist integrierbar, dann und nur dann, wenn f auf
la,c] und f auf [c,b] integrierbar sind. Auferdem gilt

/abf(x)dm = /acf(x)dx + /cbf(x)dx. (13.8)

3. Wenn f und g integrierbar sind auf [a,b] und f(z) < g(z) gilt fir x € |a,b], dann
qilt auch

/a " Hayde < / ' g(2)d. (13.9)

Beweis. 1. Wenn A > 0 und g > 0, dann kann man zu jedem Paar Obersummen My
von f und M, von g beziiglich [a,b] eine gemeinsame Zerlegung zusammensetzen und
eine Treppenfunktion zu Af + pg konstruieren mit der Obersumme AM; + pM,. Ebenso
benutzt man Untersummen und bekommt

b —b
g gy < [ O@) @) do < [ (@) + pg(a) de < AMy + i,

Nimmt man das Infimum von My und von Mg, findet man

—=b

/a (Af(z) + pg(z)) do < A/abf(as)das + u/abg(x)dx.
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Auf dhnliche Art liefert das Supremum von m; und von my, dass

/ F(@)de + g / g(2)ds < / (@) + () d,

und weil so das obere Integral gleich dem unteren ist, ist man fertig.

Wenn A > 0 und g < 0 geht man auf eine dhnliche Weise vor, aber vertauscht my und
M,: wenn M, eine Obersumme beziiglich f auf [a,b] ist, dann ist —M, eine Untersumme
beziiglich —g auf [a, b] . So hat man

b —b
g iy < [ (@) + pg(e))de < [ (M () + gla)) do < ANy + pim,,

—a

und bekommt
b

[ @) + ot e < Azbﬂm)dm ouf :qu:)da: 3 [ st [ gt

usw.

2. (=) Wenn t, (t,) eine Treppenfunktion ist, die auf [a,b] oberhalb (unterhalb) von
[ liegt, dann ist Z,|jq, (fuo|la,q) €ine Treppenfunktion, die auf [a,c| oberhalb (unterhalb)
von fliegt. So hat man schon eine endliche Ober- und Untersumme beziiglich f auf [a, c].
Man bekommt sogar, nachdem man ¢ in die Zerlegung einfiigt, dass

/a (@) — / Moo () = / *(tao () — o () i <
b b b
< / (to(:v)—tu(x))dx:/ to(x)dx—/ tu(x)dx. (13.10)

Dann folgt aus ((13.10]), wenn wir das Infimum {iber alle solche ¢, nehmen, dass

e ¢ ¢ ¢ (13.10)
f(x)dx—/ tu[a,q(fﬂ)dfﬁéi?f{/ tolfac] (2 )de} /tu[a,q(ﬂf)dl‘ <
’ b ’ b ’ b "
< i?f{/ to|[a,c}($)dx}—/ tu[a,c](x)dx:/ f(x)dx—/ tulfaq(x)dz.  (13.11)

Das Supremum iiber passende h, liefert mit (13.11f), dass

Zcf(a:)dx — lzf(x)dx < 7Cf(x)dx — sup {/ ullas (T )dzx} 1?:11
/abf(x)dx—sgp{/a tulfa, (2 } / fz dl'—/ f(x

und mit (13.6]) folgt o
[ s@ie = [ payia,

und so die Integrierbarkeit. Ahnlich geht man vor auf [c, b].
(<) Diese Richtung ist eher geradeaus. Man kombiniert eine Treppenfunktion ¢; ober-
halb von f auf [a, c] mit einer Treppenfunktion ¢ oberhalb von f auf [c,b] und benutzt,

dass ([13.8]) gilt fiir Treppenfunktionen:

_abf(x)dx < /actl(x)dx + /Cb to(z)dz.
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Nimmt man rechts das Infimum, dann erreicht man

be(:c)d:cg/acf(x)d:ch/cbf(a:)d:c.

Ahnlich bekommt man

1 baf(x)dx > / f@)dz+ / ()

und das Ergebnis folgt mit der Abschéitzung . Gleichzeitig hat man jetzt
bewiesen.

3. Jede Obersumme M|, beziiglich g auf [a, b] ist eine Obersumme beziiglich f auf [a, b].
Mit my < M, findet man supm; < M, und anschliefend

b b
/ f(z)dx =supmy < inf M, = / g(x)dx.

13.3 Integrierbare Funktionen

Proposition 13.9 Seia,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine Funktion.

o [s existiert eine Obersumme in R beziiglich f auf [a,b], dann und nur dann, wenn
f nach oben beschrinkt ist auf |a, b|.

o [is existiert eine Untersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann, wenn
f nach unten beschrankt ist auf [a,b].

Beweis. Wenn f nach oben beschrinkt ist, sagen wir f(z) < K, dann ist K (b—a)
eine Obersumme. Wenn M eine Obersumme ist, dann gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit
endlich vielen ‘Stufen’ h;, passend zu der Zerlegung a = 2o < 1 < -+ <z, < Tpy1 = b,
und

f(z) <t(x) < K := max { max h;, max t(xz)} :

0<i<n  0<i<n+1

Man bemerke, dass dieses Maximum existiert, weil es endlich viele Terme hat. [ ]

Bemerkung 13.9.1 Bemerke, dass f : [a,b] — R bedeutet, dass fir jede v € |a,b]
gilt f(x) € R. Also £oo kdnnen nicht als Bild auftreten. Das heifst selbstverstindlich
nicht, dass f auf [a,b] beschrinkt sein muss. Wenn wir aber f Riemann-integrierbar
haben mdchten, dann sagt diese Proposition, dass Beschrdnkheit notwendig ist.

Proposition 13.10 Seia,b € R mit a < b und sei f : [a,b] = R eine Funktion.

Die Funktion f ist Riemann-integrierbar auf [a,b], dann und nur dann, wenn es fir jede
e > 0 eine Obersumme M € R und eine Untersumme m € R beziiglich f auf [a,b] gibt
mit M —m < e.
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Beweis. (=) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Obersumme M € R mit fab f(x)de > M — e

und eine Untersumme m € R mit f; f(z)dx < m + %5.

(<) Weil eine Obersumme M; und eine Untersumme m; in R existieren (das heift:
endlich sind), ist die Menge der Obersummen nach unten und die Menge der Untersummen
nach oben beschrankt. Das heifit

/ f(z)dz = inf {M Obersumme} € R und / f(z)dz = sup {m Untersumme} € R.

< _a
Auflerdem haben wir angenommen, dass es fiir jedes € > 0 eine Obersumme M, und eine
Untersumme m,. gibt derart, dass

0 Szbf(x)dx—/bf(x)dx <M.—m.<e¢

Weil diese Ungleichung gilt fiir jedes £ > 0, haben oberes und unteres Integral den gleichen
Wert und es folgt so, dass f integrierbar ist. [

Wir betrachten die Funktion in Beispiel (9.19)).
Beispiel 13.11 Die Funktion f : R — R definiert durch
{ L wennx =2 mitn € Z, m e N und ggT(|n|,m) =1,

0 wenn z € R\Q,

1st nicht stetig auf jedem Intervall. Diese Funktion ist aber Riemann-integrierbar auf jedem
Intervall. Hier steht nochmals eine Skizze zu dieser Funktion:

fz) =

Weil diese Funktion periodisch ist, ist sie auf jedem beschrinkten Intervall [a,b] inte-
grierbar, wenn sie es ist auf [0, 1]. Wer werden uns die Integrierbarkeit auf [0, 1] anschau-
en.

Die Funktion t,(x) = 0 ist eine Treppenfunktion mit t,(x) < f(x). Damit findet man

1 1
0< / tu(z)dr < / f(z)dz.
0 <20
Sei jetzt k € N\ {0}. Man ordnet die Menge
Qk:{%; mit0<n<m<k undnEN,m€N+}

zu einer Zerlequng und definiert
falls x & Qy,

fos(r) = { falls © € Q.

Dann ist t,r(x) fir jede k € NT eine Treppenfunktion (mit endlich vielen Stufen!) und es
gilt f(x) <tor(z). So findet man

ol

1
/ f(z)dx < inf / top(x)dr = inf —=0.
0 0 k

keNt keNt

Weil das obere Integral und das untere tbereinstimmen, ist f integrierbar auf [0, 1].
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Beispiel 13.12 Die Funktion f :[0,1] — R mit

L firxz >0,
_ ) Ve
fla) = { 0 firx=0,

erfillt auf [0, 1] nicht die Bedingungen aus Deﬁmtion denn die einzig magliche Ober-
summe wdare oo. Weil man fiir die Zerlequng bei einer zugelassenen Treppenfunktion das
Intervall nur in endlich viele Sticke teilen darf, gibt es ein Intervall (0,0) mit 6 > 0.
Die einzige Treppenstufe die da passen wiirde, hdtte unendliche Héhe. Dieses Ergebnis ist
unbefriedigend und wir werden spdter sogenannte ‘uneigentliche Riemannintegrale’ defi-
nieren.

Beispiel 13.13 Die Funktion f :[0,1] — R mit

1 falls x € Q,
-]
0 falls x € [0,1]\Q,

erfillt auf [0,1] auch nicht die Bedingungen aus Definition . Jetzt existieren zwar
endliche Obersummen (und Untersummen), aber man findet

Z;f(x)dx =0 unlef(x)dx = 1.

Hier wird das uneigentliche Riemannintegral nicht helfen. Weil die Menge weg von 0 doch
ziemlich dinn ist (abzihlbar), mochte man die eigentlich ausschlieffen. Beim Lebesque-
Integral, dass wir (viel) spater anschauen werden, passiert das.

Satz 13.14 Sei f : [a,b] — R eine monotone Funktion. Dann ist f auf |a, b] integrierbar.

Beweis. Es reicht, wenn wir annehmen f ist wachsend. Erst klaren wir mal, dass es eine
endliche Obersumme und Untersumme hat. Weil f wéchst, ist (b — a) f(b) eine Obersum-
me und (b — a) f(a) eine Untersumme.

Wenn wir zeigen kénnen, dass es zu jeder £ > 0 eine Obersumme M und eine Unter-
summe m gibt derart, dass M —m < e, dann hat man, dass f auf [a, b] integrierbar ist.
Wir wéhlen nun k& € N, derart dass

(b—a) (f(b) — f(a)) < ke,

und betrachten die Zerlegung {a + % (b — a)}::o'

f f

X X
a b a b

Auf dem Intervall [a + 2 (b —a),a+ % (b — a)] gilt
flati®=a)<f@)<f(at ™ (0-a)

und wenn man genau diese Werte benutzt fiir eine Treppenfunktion h, < f und fiir eine
Treppenfunktion h, > f, hat man
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b k-1
e cine Untersumme / hy(x)dx = baf(a+%(b—a)), und
a n=0
b k-1 k
e cine Obersumme/ ho(z)de =) 22f (a+ 2 (b—a)) = Z baf(a+2(b—a))
a n=0 n=1

Es folgt, dass

b b
/ho(a:)da:—/hu(x)dx = afa+E(b—a)—22f(a+2(b—a) =
b
(

Wir bekommen

b b
/ﬂx)dwé f(x)de/ f(x)de + ¢

—a

und weil das fiir beliebige ¢ > 0 gilt, gleicht das obere Integral dem unteren. ]

Korollar 13.15 Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stiickweise monoton ist. Dann ist
f auf |a,b] integrierbar.

Bemerkung 13.15.1 Die Funktion f heifit stiickweise monoton auf |a,b], wenn es eine
Zerleqgung a = g < 11 < -+ < Tpyq = b gibt derart, dass [, e, firi € {0,n} monoton
15t.

Beweis. Benutze n-mal Satz[13.8]2 und Satz [13.14] [ ]

13.4 Stetigkeit auf [a,b] liefert Integrierbarkeit.

Der Titel dieses Abschitts enthélt explizit ein abgeschlossenes Intervall. Wir werden zei-
gen, dass man diese Bedingung braucht.

Korollar [13.15| reicht dafiir nicht, denn eine Funktion wie f : [0,1] — R mit

T sin (%) fir x > 0,

flo) = { 0 fiir z = 0, (13.12)

ist stetig, aber nicht stiickweise monoton. Weil die Menge der stetigen Funktionen noch
viel mehr komische Genossen enthélt, ist ein Beweis von der Behauptung im Titel des
Paragraphen nicht einfach. Wir brauchen vorher den Begriff gleichméfig stetig.

Definition 13.16 Eine Funktion f : I — R heifit gleichmdfig stetig auf I, wenn es
fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass fir alle x,y € I gilt:

2=yl <0 =|f(z) - fly)l <e

Bemerkung 13.16.1 Wenn man diese Definition zum ersten Mal liest, dann wundert
man sich, wo jetzt der Unterschied zu der Definition von gewohnlicher Stetigkeit liegt.
Wir fassen nochmals zusammen:
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o f: I — R ist stetig auf I heifit:

VeeIVe>030>0Vyel:|z—yl <d=|f(z)— fly)| <e. (13.13)

o f: I — R ist gleichmdf$ig stetig auf I heifst:

Ve>030>0VeelVyel:|lz—yl<d=|f(x)— fly)] <e. (13.14)

Bei gewdhnlicher Stetigkeit ist es erlaubt, dass 0 nicht nur von £, sondern auch von x
abhdingt. Bei gleichmdfliger Stetigkeit muss fiir jedes € > 0 ein & > 0 existieren, welches
zu allen x passt.

Beispiel 13.17 Die Funktion f : (0,1] — R mit f(z) = L ist stetig aber nicht gleichmdpig

T

stetig. Stetigkeit soll klar sein. Nicht gleichmdflig stetig ist die Verneinung von (13.14),
das heifst

>0V >0dzelIyel:(lz—yl<dund |f(x)— fly)|=>c¢). (13.15)

Nimm € = %, dann hat es fiir jede § > 0 ein n € NT, mit

1 1 1 1 1
— — — | = =1>c.
n n+1‘ n<n+1><5“”d’f(n) f(n+1>‘ t=e

Das heifit, v = & und y = — erfillen die Bedingung 2u ,,nicht gleichmdfig
stetig “.

Beispiel 13.18 Die Funktion f : (0,1] = R mit f(x) = sin (%) ist stetig und beschrinkt,
aber nicht gleichmdfig stetig.
1

-1

Um zu zeigen, dass sie stetig ist in x € (0,1], muss man fir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0
(also 6 = 6., ) finden, so dass fir alle y € (0,1] mit |y — x| < § gilt |f(z) — f(y)] < e.
Das klappt, weil f die Zusammensetzung zweier stetigen Funktionen ist (denn x # 0).
Man kann auch direkt finden, dass

. 1 . 1 Mittelwertsatz
sm| — ) —sm| — S
2 Yy

1
2

11 _ly== (13.16)
Ty Ty '

und damit, dass 0., = min( T, %x%) passt. Fir |z —y| < %CE gilt

1

y> 5, (13.17)

und kombiniert man (13.16), (15.17) und |z — y| < 2%, folgt

1 1 — - 1%
sin (—) — sin (—)‘ < [y — 2] < |$1 2y| < 21 - =&
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Die Funktion ist nicht gleichmdf$ig stetig. Dazu miissen wir e > 0 finden, wobei es kein
0 > 0 gibt, das zu allen x und y mit |x —y| < 6 passt. Sei e € (0,1) und § > 0. Wihle

— 1 -1 )
n € N so, dass n > 1 5, und setze v = P und y = P Es gilt
I e it— - < 1 < 0 und
2mn+im  2ant3w (27rn+%7r)(27rn+%7r) n
1 1 — i 1) g 3.\ —
‘f <2m+%ﬂ) —f <2m+%ﬂ>‘ = |s1n (27rn + 27T) sin (27rn + 2%)‘ =2>c.

Satz 13.19 Seia,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f
auch gleichmdfig stetig auf [a,b].

Beweis. Wir geben einen indirekten Beweis und nehmen an, dass f stetig aber nicht
gleichméBig stetig ist auf [a,b]. Nicht gleichméBig stetig bedeutet, dass es ein € > 0
gibt, wobei zu jedem 6 > 0 es x und y gibt mit |z —y| < 0 und |f(z) — f(y)| > €. Sei
e > 0 derartig. Dann kann man auch zu jedem n € Nt Zahlen z,,,y, € [a,b] finden mit
|2, — yn| < L. Wegen des Satzes von Bolzano-Weierstraff (Satz gibt es eine kon-
vergente Teilfolge {x,, },. |, sagen Wir T, — . Weil das Intervall abgeschlossen ist, gilt
z € [a,b]. Weil man |z, — yy,| < - hat, konvergiert auch {y,, },-, nach z. AnschheBend
verwendet man die Stetigkeit von f in Z, und es gibt Ky, Ky € N so, dass

k> Ky = |f(z,,) — f(@)] <3 wd k>K = |f(y,,)— f(T)| < 3¢
Fiir £ > max (K3, Ks) gilt dann
5§|f(xnk)_f(ynk)|§|f(xnk> f@)|+|f(z) - (ynk)|<5

ein Widerspruch. [

Satz 13.20 Fine stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf [a,b].

Beweis. Weil f stetig ist, ist auch | f| stetig und es gibt M = max {|f(z)|;z € [a,b]} € R.
Dann ist M (b — a) eine Obersumme und —M (b — a) eine Untersumme. Wegen[13.19ist f
gleichméBig stetig und wir kénnen zu jedem £ > 0 ein 6. > 0 finden, so dass fiir z,y € [a, b]
mit |z —y| < . gilt [f(x) — f(y)| < €. Nehmen wir 01c/pp—a und konstruieren wir eine

[o— al

Zerlegung {xy};_, mit z; = a + k===, wobei wir n € N so wéhlen, dass

|b —al
—— < Olefppal-
Als néchstes definieren wir
1
to(r) = f(ap)+ ms falls z € [, Tpy1) ,
1

tu(z) = f(x) =

mg falls x € [Ik,$k+1) .

Man zeigt sofort, dass die Treppenfunktionen ¢, und ¢, eine Obersumme M und eine
Untersumme m liefern und weil

T2 b — a|€’
folgt

b
1
M —m= / z)dr — / ty(z)de = J€<e

Proposition [13.10] schlie3t den Beweis. [ ]
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13.5 Eigenschaften von Integralen

Ganz formell kann man das Integral betrachten als eine Abbildung Z : R [a,b] — R. Mit
R [a,b] werden die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] gemeint, und Z ist jetzt

b
Z(f) = / f(z)dz fur alle f € R|a,b].

Eine Abbildung definiert auf Funktionen wird meistens ‘Operator’ genannt. Der Operator
7 heifit linear, wenn

TOf4+ug) =XZ(f)+nZ(g) firalle f,g € R[a,b] und A\, u € R. (13.18)

Satz 1 sagt genau, dass dieses Z ein linearer Operator ist. Diese lineare Eigenschaft
ist giiltig fiir A\, ¢ € R und auch fiir A\, up € C.

Bemerkung 13.20.1 Wenn man A € R ersetzt durch eine Funktion in , bekommt
man fast immer Unsinn, denn fir fast alle Funktionen und b # a hat man

[ e £ @ [ o,

(links ist x nur Notationshilfe und rechts auch noch Variable?) und auch

[ e £ [ e [ owa

Die Versuche, in Klausuren und Seminaren trotzdem angeblich existierende Identititen
in dieser Richtung zu verwenden, fiihren bei dem Unterichtspersonal zu Stirnrunzeln und
Haarausfall und kénnen sogar leichte Depressionen auslosen. Haben Sie Mitleid!

Obwohl es beim Integral des Produkts zweier Funktionen keine direkte Rechenbezie-
hung gibt zu den beiden einzelnen Integralen, kann man schon etwas sagen:

Proposition 13.21 Wenn f, g : [a,b] — R integrierbar sind auf [a,b], dann ist auch f-g
integrierbar auf [a,b].

Beweis. Wenn [ integrierbar ist, dann ist f beschriankt (Proposition [13.9)), sagen wir
|f(z)] < F €R fiir € [a,b]. Ebenso darf man annehmen, dass |g(z)| < G fir z € [a,b].
Fiir jede € > 0 gibt es Untersummen my, m, und Obersummen M, M, fir f und g

derart, dass
€ €

d My —my < ————.
4G +1 T T e S gp
Nennen wir die dazu gehoérenden Treppenfunktionen hy, ¢, ho ¢, hyg und h, 4. Wir diirfen
annehmen, dass

Mf — My < (1319)

—F < hyp(z) < f(z) < hog(z) < F

und auch
—G < hyy(r) < gx) < hog(r) <G

Leider kann man nicht einfach die beiden unteren Treppenfunktionen multiplizieren um
eine Treppenfunktion unterhalb von f-g zu bekommen. Das Vorzeichen kann da Probleme
verursachen. Deshalb benutzen wir einen Trick. Wir werden nicht f - g, sondern (f + F) -
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(9 + G) betrachten. Sowohl f + F als g + G sind positiv. Dann haben wir nicht-negative
Treppenfunktionen (hy ¢ + F) - (hyg + G) und (ho s + F) - (hog + G) mit

0< (hys+F)(hyy+G) <(f+F)(9g+G) <(hoy+F)(hoyg+G).

Mit den in ((13.19)) gewédhlten Ober- und Untersummen fiir f und ¢ hat man nun eine
Obersumme M* und eine Untersumme m* fir (f + F) - (¢ + G) derart, dass

b b
M*—m" = /(ho,f+F)(h0,g+G)dx—/ (hug+ F) (hyy+ G)de =

(bei Treppenfunktionen darf man neu kombinieren)

b b
= / (hog + F) (ho,g — huyg) dz + / (ho,f — hup) (hug + G)dx <

(positive Glieder und Abschitzen bei Treppenfunktionen)

b b
/ 2F (hgy — huy) da + / (ho s — huy) 2Gdz =

= QF(Mg—mg)—l-QG(Mf—mf) <

13 13
< oF 2G .
) O T

IN

Proposition [13.10| liefert, dass (f + F) (g + G) integrierbar ist. Jetzt brauchen wir noch
ein Argument, damit f - g integrierbar ist. Weil

fr9=(+F)(g+G)-Fg—-Gf -FG (13.20)
und weil F und G Konstanten sind, kénnen wir Satz [13.8] verwenden. Weil die rechte

Seite von (|13.20)) nur integrierbare Funktionen enthélt, steht auch links eine integrierbare
Funktion. [

Proposition 13.22 Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch |f|
integrierbar auf [a,b].

Beweis. Definieren wir fiir = € [a, b],

[T (x) =max (0, f(x)) und f~(x) = —min (0, f(z)).

Die Funktionen f* und f~ sind nicht-negativund man hat f = f*—f~und |f| = fT+[".

Wenn hg und h, Treppenfunktionen oberhalb und unterhalb von f sind, dann sind
max (0, h,) und max (0, h,,) passende Treppenfunktionen fiir f*. Fiir die dazu gehérenden
Ober- und Untersummen zeigt man

Mf+ — Mg+ S Mf —my.

Fir f~ sind —min (0, h,) und —min (0, h,) passende Treppenfunktionen oberhalb und
unterhalb (in diese Reihenfolge!). Der Rest folgt aus Proposition [13.10] |
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Satz 13.23 (Mittelwertsatz fiir Integrale) Wenn f : [a,b] — R stetig ist auf [a, ],
dann gibt es & € [a,b] mit

b
/ f(x)dz = (b— a) £(€).

¢

Die rote Linie gibt die mittlere Héhe.

Beweis. Weil f : [a, b] — R stetig ist, existiert wegen Satz[10.20\m; = min{ f(z);z € [a, ]}
und me = max { f(x);x € [a,b]}. Es folgt, dass

b
ml(b—a)g/ f(x)dx <ms(b—a).

Der Zwischenwertsatz (Korolar|10.19)) ergibt, dass fiir jede Zahl ¢ € (mq, ms) ein € € (a,b)
existiert mit f(€) = ¢. Also gibt es & mit f(€) = (b—a)”" [ f(z)da, n

Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist f auch integrierbar auf [a, z]
fur jede x € [a,b]. Also ist die Funktion F': [a,b] — R mit

F(z) = /ﬂf f(s)ds (13.21)

wohl definiert.

Satz 13.24 Wenn f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist F : [a,b] —
R in (13.21) stetig und sogar Lipschitz-stetig.

Beweis. Weil f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist, gibt es M € R mit |f(x)| < M. Sei
xg € |a,b). Dann gilt fir = € (x¢,b], dass
/ f(s)ds
zo

[ s = [ s

Eine dhnliche Abschéitzung folgt fiir € [a, xo). Dann ist F' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante M. Lipschitz-stetig impliziert stetig. ]

|F' () = F(xo)| =

S/x\f(S)ldSSM(:U—CCo)-
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Beispiel 13.25 Nehmen wir f:[—1,1] — R mit

—% fir x € [-1,0),
flz) = % fdrmé{O,%,%},
1 sonst

dann findet man

Ubrigens hat man F' # f. In 0 existiert F' sogar nicht.

1¢—mo——o0— 1 1

-1 1 \ 1 -1 1
B f roo F
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14.1 Der Hauptsatz der Integralrechnung

In der letzten Woche haben wir angeschaut, wie man das Integral definieren kann. Damit
lasst sich zwar ein Fldcheninhalt approximieren, aber einfache Rechenregeln fehlen noch.
Jetzt vermutet aber jeder, dass Integrieren etwas mit Riickwérts-Differenzieren zu tun
hat. Es sei aber betont, dass Integrieren nicht nur das Finden einer Stammfunktion ist.
Der Hauptsatz der Integralrechnung beschreibt genau diesen Zusammenhang.

Satz 14.1 (Hauptsatz der Integralrechnung I) Sei f : [a,b] — R integrierbar auf
la,b], und definiere F : [a,b] — R mit

F(z) = /xf(s)ds. (14.1)
Wenn f stetig ist in ¢ € (a,b), dann ist F' differenzierbar in ¢ und F'(c) = f(c).
Bemerkung 14.1.1 Man kann sogar folgendes beweisen:
o Wenn f rechtsstetig ist in ¢ € [a,b), dann ist F' rechtsdifferenzierbar in ¢ und
Fi(c) = f(c).

o Wenn f linkssstetig ist in ¢ € (a,b], dann ist F linksdifferenzierbar in ¢ und

Bemerkung 14.1.2 Wenn f stetig ist auf [a,b], dann ist F' differenzierbar in (a,b),
rechtsdifferenzierbar in a und linksdifferenzierbar in b, und F'(c) = f(c) fir ¢ € (a,b),

Fi(a) = f(a) und F' (5) = f(b).

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage in Bemerkung [14.1.1]

Dazu miissen wir zeigen, dass

hmF(a:)—F(c) _f(c):hmF(c—l—h)—F(c)

zlc Tr —C hl0

~ f(@)=o.

145
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Bemerkt man, dass f(c) = % fcc+h f(c)ds, dann folgt aus den Eigenschaften, die wir in

Satz [13.8] aufgelistet haben, dass

F(e+h) — F(e) [T f(s)ds — [C f(s)ds 1 [t _
, — fle) = N _E/c fle)ds =

1 c+h
- 5[ -

Wenn f rechtsstetig ist in ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 7. > 0 derart, dass fiir alle
x € (c,c+90) gilt

[f(x) = flo)] <e.
Nehmen wir h € [0, d.) dann haben wir, mit Proposition [13.22] dass

ct+h cth
g%/ |f(s)—f(c)|ds§%/c eds = <.

Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 (zum Beispiel d;./, um eine starke Ungleichung zu
bekommen), so dass

F(c+h) — F(c)
h

— f(c)

O<h<d=

‘F(c+ W@ _

<eg/2<e.
Das ist genau das, was wir zeigen sollten. [ ]

Definition 14.2 Sei (a,b) ein Intervall in R. Nehme an f,F : (a,b) — R (oder C) sind
Funktionen und F ist differenzierbar in (a,b). Wenn

F'(z) = f(x) fir alle x € (a,b)
dann nennt man F eine Stammfunktion zu f.

Lemma 14.3 Wenn F und G : (a,b) — R (oder C) beide eine Stammfunktion zu f sind,
dann gibt es eine Konstante k € R (oder C), derart dass

F(z) = G(z)+ k fir alle x € (a,b) .

Beweis. Nehme 21,29 € (a,b) mit x; < x5. Dann sind F und G stetig auf [z, 2], und
der Mittelwertsatz besagt, dass es £ € (x1, z2) gibt mit

(F(ra) = Ga2)) = (F(21) = G(21))

T2 — T1

= F'(§) = G'(§) = f(§) — f(§) =0.

Setzen wir k = F(x¢) — G(x¢) fiir irgendein zy € (a,b), folgt F(z) — G(z) = k fur jedes
x € (a,b). |

Bemerkung 14.3.1 Es wird oft gesagt, dass In|z| eine Stammfunktion zu % ist. Diese
Aussage ist nicht sehr genau. Wenn man die Funktion x — i : Rt — R betrachtet, dann
ist ©— In|z| : RY = R eine Stammfunktion. Wenn man die Funktion v —  : R~ — R
betrachtet, dann ist x — In|z| : R— — R eine Stammfunktion. Die Formeln sind zwar
gleich, aber weil Stammfunktionen auf einem zusammenhdngenden Intervall definiert sind,
sagt man nicht x — * : R\ {0} = R hat © — In|z| : R\ {0} — R als Stammfunktion.
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Oben sahen wir, wie man zu [ formell eine ,,Stammfunktion” F' findet. Das Komple-
ment zu diesem Satz ist, wie eine Stammfunktion bei Berechnen des Integrals hilfreich
ist.

Satz 14.4 (Hauptsatz der Integralrechnung II) Sei F' : [a,b] — R stetig differen-
zierbaifl] auf [a,b] und fiziere ¢ € [a,b]. Setze f : [a,b] — R mit

F'(a) firz=a,
flz) =< F'(z) firxze (a,b), (14.2)
F'(b) firx="b,

dann gilt

/ " F(8)ds = F(x) — F(c) fiir z € [a,b].

Beweis. Weil I stetig differenzierbar ist, ist f stetig. Dann ist f auch integrierbar und

G : [a,b] — R ist mit
0= [ 16

wohldefiniert. Aus Satz[l4.1]folgt G'(z) = f(z) und mit Lemmal[14.3|folgt F'(z) = G(z)~+k.
Nehmen wir 2 = ¢, folgt F'(¢c) = G(c) + k = k und das heifit

F(z)=G(x)+ F(c /f Yds + F(c) fiir x € [a,b].

14.2 Partielle Integration

Proposition 14.5 Wenn F,G : [a,b] — R stetig differenzierbar sind, und F'(x) = f(x)
und G'(z) = g(x) mit f,qg: [a,b] — R sind stetig, dann gilt

b b

| 16 @ = (PG - [ P

Bemerkung 14.5.1 Hier wird die folgende kurze Notation benutzt:
[F(@)G(2)];2, = F()G(b) - F(a)G(a).
Beweis. Man hat
(F-G) (2) = f(2)G(z) + F(z)g(x)

und mit Satz folgt

b

/ (f(2)G(x) + F(x)g(x)) dr = (F- G) (b) = (F'- G) (a).

!'Die Funktion F : [a,b] — R heift stetig differenzierbar auf [a,b], wenn F stetig ist, Fj(,) differen-
zierbar ist, F| (a) und F’ (b) existieren und f : [a,b] — R mit

" (a) firz=a,
f(x)y=< F'(z) firze (a,b),
F’'(b) fiir x =b,

stetig ist.
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™

Beispiel 14.6 Berechne/ xsin(x)dz.

0
Wir nennen G(z) = x und f(x) = sin(x) und bekommen

/Oﬂ“inwfc = [& (= cos(@)]i5) — / "1 (= cos(a)) dx =

= —mcos(m)+ 0cos(0) + /07r cos(x)dx =
= 7w+ [sin(x)]i_y = 7.

s

Beispiel 14.7 Berechne/ e’ sin(x)dx.

Wir nennen G(z) = €” Ound f(z) = sin(x) und bekommen
/Wem sin(z)der = [ (—cos(x))] 5 — /7r e’ (—cos(z))dr =
0 0
= " +1+ /O7r e® cos(x)dx.
Nochmals, jetzt mit G(x) = e* und f(z) = cos(z),
/Wez cos(z)dr = [e* sin(x)],_; — /7T e’ sin(x)dr =
0 0
= — /7r e’ sin(x)dz.
0
Zusammen liefert es
/Wex sin(z)der =¢e" +1— /7r e’ sin(z)dz
0 0

und

™ T 1
/ e’ sin(zr)dr = il :
0 2

14.3 Substitutionsregel

Proposition 14.8 Wenn g : [a,b] — R stetig differenzierbar ist und f : gla,b] — R

stetig ist, dann gilt
b
/ (fog)(z x)dxr = / fly (14.3)

Man schreibt g la,b] = {y € R;3x € [a,b] mity = g(z

Bemerkung 14.8.1 Grob gesagt: wenn y = g(x) ersetzt wird, muss man auch dy =
dg(x) = ¢'(x)dx ersetzen. Im Moment hat ein loses dy ohne Integral keine Bedeutung. Als
Trick funktioniert es.

Beweis. Definiere F' : g[a,b] — R durch
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und H : [a,b] — R durch

H(z) = (F o g) / 7(s

Wegen Satz ist F' differenzierbar, also ist wegen der Kettenregel auch H differenzier-
bar, und

H'(x) = F'(g(x)) g'(x) = (f o 9) (z) ¢'(x).

Dann gilt auch

szﬂm—H@:/mewmwm.

Bemerkung 14.8.2 Wir sind davon ausgegangen, dass man bei einem Integral fab f(z)dz
die Grenzen so anordnet, dass a < b. Bei dieser Substitutionsregel ist es verniinftig auch

a > b zu erlauben:
b a
[ rade == [ s
a b

Wenn g monoton wachsend ist, dann wird

g(b)

b b
d = O €T ! T dx — le) T / T dl‘;
[y = [Goa @ d@az= [ (oa ) /@)

wenn sie monoton fallend ist, bekommt man

g(a) a
dy = o ) ¢ (z)dr =
[ sy AQf@(M()

b b
— - [Gen@ @iz = [ (fog)@) Iy d

Fiir monotone Funktionen g kann man diese beiden Identititen zusammenfassen in:

(/ (ﬂyMyzi/ (fog) (@) |g'(x)]dz. (14.4)
g([a,b]) [a,b]

Fiir nicht-monotone Funktionen ist auch giiltig, aber fiir braucht man eine
eineindeutige Funktion g.

Beispiel 14.9 Berechne/ se=ds.
0
Man nimmt g(x) = x* und findet

T ) . T ) . x? . 22 1— e—:v2
—s o —s . —t . —t .
/se ds-i/e 23d3—§/ e dt—i[—e }0— 5
0 0 0

Beispiel 14.10 Berechne / Va2 + xtdx.
Man nimmt g(x) = 1+ 2? und findet

1 1
/v:v2+a:4dx = / \x|v1+x2d$:2/x\/1+$2dx:
-1
- /\/_dy_ [247)° = \[__
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14.4 Kalkiil bei Integralen

Bis vor 30 Jahren war das Berechnen von expliziten Formeln fiir Stammfunktionen ein
wichtiger Bestandteil von jedem Anféngerkurs in Mathematik. Heutzutage iiberlésst man
diese Arbeit meistens Maple, Mathematica oder anderen Programmen in dieser Richtung.
Diese Programme laufen iibrigens nicht durch auferirdische Inspiration, wie einige zu
vermuten scheinen, sondern werden entworfen mit mathematischer Transpiration. Aber
wie schlau man auch programmieren mag, viele Funktionen haben keine Stammfunktion,
die sich schreiben lasst als Zusammensetzung bekannter Funktionen. Ein erster Versuch,
trotzdem explizit-aussehende Losungen zu haben ist, weitere Funktionen zu definieren.
Wir haben schon Sinus und Cosinus eingefiithrt und da kénnte man noch mehrere definie-
ren. Das Benennen von neuen Funktionen fithrt zu nichts, wenn man nicht gleichzeitig die
Eigenschaften dieser Funktionen studiert. Dann sind wir wieder dort angekommen wo wir
schon waren. Wir werden in diesem Paragraph einige Integrale vorstellen, bei welchen sich
explizit eine Stammfunktion beschreiben lédsst mit Hilfe bekannter Funktionen. Wenn wir
auf irgendeine Art eine Stammfunktion mit Hilfe bekannter Funktionen finden konnen,
konnen wir oft auch leichter Eigenschaften ableiten.

[> int (x*2,x) ; .- Integrate [x?, x]
3

ouflE ——

]

X x 1

| 3 >

[> int(sin(x) ,x) ; «- Integrate[Sin[x], x] ]

| —cos(x) oapr —COS [X] 1]

> int(exp (-x"2) ,x); .- Integrate [Exp[-x?], X] ]
]

1
Eﬁerf(x) o % ’\/; Erf[x]

> int(1/1n(x) ,X) wa- Integrate[1/Log[x], x]
—FEi(1, —In(x)) ae- LogIntegral [x] 1

Finige Stammfunktionen, die Maple (links) und Mathematica ergeben. Ei hat nichts
mit Huhn zu tun, sondern ist eine Abkiirzung von dem sogenannten ‘exponential integral’.

14.4.1 Integration von rationalen Funktionen

Wir erinnern uns noch mal daran, dass eine rationale Funktion r folgende Vorschrift hat:

wobei p und ¢ Polynome sind. In diesem Paragraphen moéchten wir zeigen, wie man zu r
eine Stammfunktion findet.

Bevor wir etwas integrieren, werden wir eine Erweiterung des Logarithmus definieren
auf C\ (—o0,0]. Dazu verwenden wir eine Argumentfunktion arg(z) : C\ {0} - R

[ Arg(z) fir Arg(z) € [0, 7],
arg(2) = { Arg(z) — 2r fiir Arg(z) € (7, 2m) .

Das heifit, fiir z = r (cos(¢) + ¢sin(p)) mit ¢ € (=7, 7] und r € R gilt arg(z) = ¢.
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Re

Definition 14.11 Wir definieren Log : C\ (—o0,0] — C durch
Log(z) = In(|z|) + 7 arg(z).

Dieser Log ist injektiv und weil Log (C\ (—00,0]) = R + i (—m, ), gibt es eine Um-
kehrfunktion. Diese Funktion ist eine alte Bekannte. Weil

exp (Log(2)) = exp (In(|2])) exp (i arg(z)) = |2| (cos (arg(2)) + isin (arg(2))) = 2

gilt '
Log™(z) = eXp\R—i—i(—w,ﬂ)(’z)'
So hat man

/ — 1 = !
Log'(z) = exp’ (Log(z))  exp (Log(z))

und es gilt auch fir die reelle Ableitung von =z — Log(x + w) : R — C, oder =
Log(z 4+ w) : R\ (—o0, —w] — C falls w € R, dass

1
z

1

4w

(Log(z +w))" =

Lemma 14.12 Sei w € C\R und f(z) = (x +w)~". Dann ist F(z) = Log(x + w) eine
Stammfunktion.

Bemerkung 14.12.1 Eine genaue Formulierung dieses Lemmas miisste das Definitions-
gebiet der Funktion einschlieffen. Fir w € C\R ist sowohl f als auch F auf ganz R
definiert.

Bemerkung 14.12.2 Firw € R hat man entweder f : (—w,00) — R oder f : (—oo0, —w) —
R. Die Vorschriften der dazu gehdrenden Stammfunktionen sind F(x) = In(x 4+ w) und
F(z) =In|x +w|.

Es ist niitzlich folgende Eigenschaft von diesem erweiterten Logarithmus fest zu halten.
Lemma 14.13 Fir z,w € C\ (—00,0] mit zw ¢ R~ gibt es k € {—1,0,1} derart, dass
Log(zw) = Log(z) + Log(w) + 2kmi. (14.5)

Beweis. Der Beweis ist geradeaus und verwendet, dass In(|zw|) = In(|z]) + In(|w]|) gilt,
und, wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dass

arg(zw) = arg(z) + arg(w).
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Wenn arg(z) + arg(w) € (—m,7), dann gilt sogar
Log(zw) = Log(z) + Log(w). (14.6)

Wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dann gilt arg(zw) = arg(z) + arg(w) £+ 27 und man
bekommt ((14.5)). |

Fiirn € Nmit n > 2 zeigt man, dass fiir F' : C\ {—w} — Cmit F(z) = =% (z + w) "
gilt F'(z) = (2 +w) ". Solches gilt fiir die reelle Ableitung. Mit der Partialbruchzerle-
gung kann man jede rationale Funktion p(x)/q(z) schreiben als eine Summe von einem
Polynom und singuldren Termen ¢; (z — w;)”"". Wenn wir eine solche Zerlegung finden
kénnen, kennen wir also auch eine Stammfunktion.

Beispiel 14.14 Wir suchen eine Stammfunktion fir f: R — R mit f(x) = ﬁ Wenn
wir uns erinnern, dass arctan’(z) = sind wir fertig. Wenn nicht, dann kann man

wie folgt vorgehen:

1
1+z27

1; 1.
1 1 30 50

(r—d)(z+i) z+i x—i

:1+x2_

()
Eine Stammfunktion findet man wie folgt:
F(z) = 1i Log(z 4+ 1) — i Log(z — 1) =
=li(ln|z+i +iarg(z+1i) — 2i(In|z —i| +iarg (z — 1)) =
=—targ(z+i)+arg(r—i) = —arg(z+1i) =

S (g — arctan (m)) = —im + arctan (z) .

Die letzten Gleichungen findet man, wenn man sich die Darstellung in C anschaut. Selbst-
verstindlich ist auch F (x) = arctan (z) eine Stammfunktion.

Man sieht in diesem Beispiel, dass der Umweg iiber komplexe Funktionen uns am
Ende doch wieder zum Reellen zuriickfiihrt. Selbstversténdlich soll das so sein, denn das
Integral von einer reellen Funktion, wenn es existiert, ist definiert als eine reelle Zahl. Dass
auch dieser Umweg da kein Problem ist, kann man verstehen, wenn man sich erinnert,
dass komplexe Nullstellen mit nicht-trivialem Imaginérteil eines reellen Polynoms immer
paarweise auftreten, in dem Sinne, dass die komplex Konjugierte einer Nullstelle auch
eine Nullstelle ist. Das fiihrt dazu, dass auch in der Partialbruchzerlegung einer rationalen
Funktion mit reellen Koeffizienten die singuldren Terme paarweise erscheinen:

q(z) r—w, x—wW

T - o o
p()_<ZL’+ 1 + 1

14.4.2 Integration von trigonometrischen Polynomen

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Verkniipfung von:

x +— (cos(z),sin(x))

mit a,, € C. Zum Beispiel

g(x) = 1+ cos(x) + 3sin(z)? cos(z)? (14.7)
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ist ein trigonometrisches Polynom.
Auch hier hilft der Weg iiber komplexe Funktionen. Erinnern wir uns, dass
) eix . efia: eix + efix
sin(r) = ———— und cos(z) = ——,
(r) =" (0) ="
dann folgt sofort eine Stammfunktion fiir ein trigonometrisches Polynom, wenn wir eine
Stammfunktion fiir eine bestimmte rationale Funktion finden kénnen.

Fiir das Beispiel in (14.7)) findet man eine Stammfunktion via

elfl] _"_ e—lflf elfl] _ e—'Ll’ 611’ _I_ e—'Ll’
glzr) = 14— +3 < : ) ( > =

2 2 2
_ 11 1 _ix 1, —ix 3 4dix 3 —dix
= % tae t3e 16€ 166 >
namlich
_ 11,. 1. ix 1, —ix 3 4 3 —dix
G(r) = Jx— i+ gie ™" + gie sple” " =

1 : 3
= ST +sin(x) — 55 sin(4x).

Man kann es auch ohne komplexe Schreibweise mit dem Exponent 16sen, aber man muss
sich dann gut auskennen bei den Eigenschaften von Sinus und Cosinus.

14.4.3 Integration von rationalen Funktionen mit Exponent

So eine Funktion mit Exponent, die wir meinen, ist eine Zusammenstellung von

r — e¥

r(y)
y = q(y)

Hier sind p und ¢ zwei Polynome. Also betrachten wir Funktionen vom Typ f: R — C
mit (e
p eam
flx)= )
(z) 7 (@)

Wenn man bemerkt, dass die Substitutionsregel ergibt, dass

[iaa=af ke

ist man zuriick bei einer Stammfunktion fiir eine rationale Funktion.
Auch fiir eine Funktion mit der Vorschrift

1
9(x) = cos(z)

kann man so eine explizite Stammfunktion finden:

o1 ¥ 2 T et 1 [€ 2
/ ds = / ——ds = / erS = —,/ dt =
o cos(s) g € +eis o (ei)* +1 i), t?+1

ix

— /16 (ﬁ_ tiz) dt = [Log(t—Fi)—Log(t_Z‘)]jm _

T4 1414

etr—q 1—14
\/cos (2)* + (
\/cos (2)* + (sin (z) — 1)
)
)

11 2 + 2sin (x
= — 1n B — ]
2 2 — 2sin (x

=1In

= In

= In
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In der dritten Zeile haben wir verwendet. Weil wir wissen, dass das Ergebnis reell
sein muss, brauchen wir uns nicht zu kiimmern um den Imaginérteil (ist sowieso Null).
Auch gibt es noch eine komplexe Zahl als Grenze im Integral und das haben wir nicht
definiert. Egal, beim Kalkiil und in der Liebe ist alles erlaubt, wenn am Ende blof alles
richtig ist:

(% In (1 + sin(w)))’ Ll @ (gfi)__si(iéﬁizn (2)) (~ cos ()

1 — sin(x)

1—sin(z)
2 cos (z) 1

1
" 2(1+sin(z)) (I —sin(z))  cos(z)’

Im Prinzip kann man so auch eine Stammfunktion finden fiir

hz) = —

~ cos(z)?’

Es wére einfacher, wenn man sich an die Ableitung von x + tan(z) erinnern wiirde.

Beispiel 14.15 Man suche eine Stammfunktion fir

/(@) !

- cos(x) sin(x)?’

Statt sofort nach FExponenten umzuschreiben, versuchen wir, diese Funktion zu vereinfa-

chen:
T T 2 : 2
/ 1 Js — / cos(s)? + sin(s) s —
1
1

1. cos(s) sin(s)? cos(s) sin(s)?

Zﬂ'

=y (e * stomn) -

4

* cos(s) |
/h sin(s)? ot [w cos(s) 8

4
-1 1 1+ si
_ oL L (AEsin@)y
sin(xz) 2 1 —sin(x)
Was genau dieses c ist, ist nicht weiter wichtig. Wir suchen blof$ eine Stammfunktion.
Wenn man eine Konstante addiert, hat man wieder eine Stammfunktion.

14.4.4 Integration bei quadratischen Wurzeln aus Polynomen
von Grad 2

Wir mochten erinnern an einige Umkehrfunktionen, die wir schon begegnet sind.

e Der eingeschréinkte Sinus x + sinj_r /s »/2(z) hat als Umkehrfunktion den Arcussi-
nus arcsin : [—1,1] — R und
1

V1—a22

e Der Sinus hyperbolicus x — sinh(x) hat als Umkehrfunktion den Areasinus hyper-
bolicus sinh™ : R — R mit sinh”"(z) = In (z + v22 4+ 1) und

sinh”’(z) = In (m - \/T—I—l)

arcsin(x) =

!/

1 x 1
— (11— = ——.
a:+\/x2+1( \/a:Q—l—l) Vaz+1
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e Der eingeschréinkte Cosinus hyperbolicus x — cosh o) (2) hat als Umkehrfunktion

coshiy) . [1,00) — R mit cos fggo)(a:) =1In (93 + vV — 1) und

cos f(’)w (x )'zln(:z:—k\/ﬁ)/:

1 T 1
_ ([ 1+ = .
x+\/a:2—1( \/562—1) 2 —1
Wir finden so nicht nur Stammfunktionen fiir \/1 =) \/1+x2 und 7 1 —, sondern wir
finden verniinftige Substitutionen fiir eine ganze Reihe von Beispielen.

Beispiel 14.16 Man suche eine Stammfunktion fiir

x
T) = ——/——.
i@ V1+ x4+ 22
Weil
2x+1 1
V3 V3
Vitata? 3 +
i 1 —|—
scheint y = 2%1 eine verniinftige Substitution zu sein. Fin Versuch kann nicht schaden:

/m \/_/ 3+T>f
\f

2z+1
/J§ Y —_ - )
_ 13 1 dy =
2 2
% < Vity SVt

ac+1
= |:%\/§\/1+y2— <y+\/y + )1
2 + 1 2 + 1 20 +1Y\7
= 13 1+< )—lln =+ 1+( ) o=
? \/ V3 ? V3
= \/1+x—|—x2—%ln<x+%+v1+x+x2)—l—é.

Fast immer gibt es kiirzere Wege zum Ziel. Bevor man den kiirzesten Weg kennt, soll man
aber mindestens einen Weg kennen.

Sl

Beispiel 14.17 Man suche eine Stammfunktion fir

flz) = (1=2%)"

auf dem Intervall (—1,1). Ob man geradeaus zurickgreifen kann auf eine dieser oben
genannten Funktionen ist nicht klar, aber man kénnte an den Arcussinus denken. Das
heifit y = arcsin(x) oder x = sin(y) setzen. Wir substituieren arcsin(s) = t, also s = sin(t),
m

Nl

J e R e =l R S
s s = s = — =
0 o 1—382y/1— g2 0 1 — sin(t)?
arcsin(z) 1 arcsin(x)
x)) V1—22

_ sin (arcsin(
N (

cos(arcsin
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Auch hier gibt es Abkiirzungen. Die Abkiirzung durch den Hof des Nachbarn ist in einer
Klausur nicht gestattet.

Beispiel 14.18 Man suche eine Stammfunktion fiir

Va2 —A4x

T

fz) =

auf dem Intervall (4,00). Weil

mzmzz\/(xf)Q_l

konnte *5= = y = cosh(t) eine verniinftige Substitution sein. In diesem Beispiel werden

wir auch mal eine tbliche Schreibweise vorfihren. Weil man bei einer Stammfunktion
immer eine Konstante addieren kann, schreibt man

/\/3—4x+x2dx B 2/ 50) -
T

Das Gleichheitszeichen bedeutet hier: wenn wir %‘2 = y = cosh(t) annehmen, stimmen
die Klassen der Stammfunktionen tberein (also modulo Konstanten). Das letzte Integral
konnen wir explizit losen:

t
2/ (cosh(1) — 1) dr = 2sinh(t) — 2t = 24/cosh(t)? — 1 — 2t =
0

— 9 y2—1—21n<y+\/ﬁ>=

2 2
_ 9 Tz —2 19 x—2+ T — 2 1) =
2 2 2

= Va2 -4z —2n <x— 2+ Va2 —41‘) +In(4).

Eine Stammfunktion ist also

F(x):M—21n<x—2+m>.
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15.1 Uneigentliche Integrale

Fldcheninhalt und Umfang (die Liange des Umrisses) verhalten sich nicht gleich. Verdop-
pelt man die Léngen, verdoppelt sich auch der Umfang; der Inhalt aber vervierfacht sich.
Das gibt Anlass zu der Vermutung, dass Umfang Ug und Flicheninhalt Ag fiir (zweidi-
mensionale) Gebiete sich verhalten als

U ~ Ag.

Wenn man dieses Verhéltnis etwas ldnger betrachtet, dann sieht man, dass es so nicht
stimmen kann. Zwar gilt

Uév 2471' AG

fiir jedes zweidimensionale Gebiet, aber es gibt keine Konstante, so dass eine umgekehrte
Ungleichung stimmen wiirde. Ein einfaches Beispiel bekommt man bei Rechtecken. Setze
G =[0,n] x [0, ] und man hat

1
U3 = 2n+2= — oo fiir n — oo,
n
1
Az = n—=1firallen € N*.
n

Das Gebiet muss iibrigens nicht mal den Anschein haben grofl zu werden. Ein bekanntes
Beispiel ist ,,Koch’s snowflake“, die Limesfigur, die man bekommt, wenn man folgende
Konstruktion oo fortsetzt.

A X % ¥ ¥k %k X

Ahnliches gibt es bei Integralen. Die Definition des Riemann-Integrals erlaubt uns nur

beschrinkte Funktionen und beschrankte Intervalle. Es gibt aber beschriankte Flacheninhalte,

ohne dass der Umfang beschrankt ist. Wir geben zwei Beispiele:

G = {(z,y) eR}0<z<1und0<y’r <1},
Gy = {(x’y)GRQ;léxundOSnygl}.

157
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Die Flacheninhalte dieser beiden Gebiete mochte man doch als Integral
darstellen, das heifft, man mochte Riemann-Integrale so erweitern, dass
auch

/1Ld:cund /ooid:l;
5 0 \/E @

eine Bedeutung bekommen. Man macht solches, indem man Limes und
Integral kombiniert. Man setzt

1 1
—dg =i —d
/0\/595 o Jy v

und u
> 1 1
/ —dz ;= lim —dx.
1

0.8
0.6
0.4
0.2

15.1.1 Das uneigentliche Riemann-Integral der ersten Sorte

Definition 15.1 Sei a,b € R mit a < b und f : (a,b] — R eine Funktion, die fir jedes
d > 0 Riemann-integrierbar ist auf [a 4+ 6,b]. Wenn

b
(= lim x)dx existiert,
im [ 1)

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b] und man schreibt

/abf(a:)dx =/.

Bemerkung 15.1.1 Wenn f unbeschrdnkt bei b wird, kann man bedenken, dass man f
uneigentlich Riemann-integrierbar auf |a,b] nennt, wenn

b—6
(=1 d stiert.
im i f(z)dx existier

Bemerkung 15.1.2 Wenn f an mehreren Stellen unendlich wird und man mdochte un-
eigentliche Riemann-integrierbarkeit untersuchen, soll jede Stelle abgesondert betrachtet
werden. Siehe auch die folgenden Beispiele.

Beispiel 15.2 Betrachte f, : (0,1] = R fiir o > 0 mit
falz) =277

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 1], dann und nur dann wenn
0 <a< 1. Denn fird >0 gilt

1 [%xk“} L 2 (16" falls a #1,
/ e — -« . 5 -«
§ [ln(x)h = —1In(9) falls a =1,

und der Grenzwert existiert nur wenn 1 — o > 0.
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Beispiel 15.3 Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 272
Wenn 0 < a <b oder a <b <0 ist f Riemann-integrierbar auf [a,b] und

b
1

/ x %dr == —
“ a

Wenn a < 0 < b gilt, dann ist f nicht Riemann-integrierbar auf [a,b], auch nicht im
uneigentlichen Sinne, denn wenn f so sein wiirde, miisste sowohl

S| =

)
lim x 2dz  als auch  lim / x2dx  existieren.
510 540

Man sieht sofort, dass

-5 —0

-1 1 1

lim 2 2dx = lim [—] =lim -+ - = o0.
sl0 J, slo | x

Beispiel 15.4 Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 1. Diese Funktion ist nicht un-
eigentlich Riemann-integrierbar auf [—1,1]. Wenn sie Riemann-integrierbar auf [—1,1]
wire, sollte

) 1
lim —dz und lim —dx existieren.
510 ) 4 x 50 Js T
Weil
1
lim [ —dz=—1limIn(d) = o0
5o Js x 510

existiert das Integral auch nicht im uneigentlichen Sinne.

Beispiel 15.5 Sicher werden einige bemerkt haben, dass es so aussieht, als ob im letz-
ten Beispiel links und rechts gleich grofie Fldcheninhalte stehen wiirden und wegen des
unterschiedlichen Vorzeichens man die doch eigentlich gegenseitig kiirzen kénnte. Daber
wiirde man oo — oo gleich 0 setzen und das ist leider nicht sehr verniinftig. Was wire
denn (14 00) — oo und 1 + (0o — 00)? Weil es manchmal doch niitzt, beide ‘Seiten’ zu
vergleichen, wird folgendes definiert fiir eine Funktion, die bet O Schwierigkeiten macht:

f( x—lgi%l(/ f(x dx+/f dx).

P.V. heifit (Cauchy’s) Principal Value oder Valeur Principal (V.P.). Dieser Hauptwert
unterscheidet sich von dem uneigentlichen Integral. Man hat zum Beispiel:

. f_ll %dm ist nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar,

e aber fir Cauchy’s Hauptwert:

01 1
PV/ —dr = lim</ —dac+/ —dx) =
310 1 X 5 T



160 Woche 15, Integralrechnung 111

Fiir g : R — R differenzierbar kann man zeigen, dass g : R — R mit

i) = —g(x);g(()) falls x # 0,
g 0 falls x = 0,

Riemann-integrierbar ist auf [—1,1] und dass

p.v./l de:/ll 92) =90y,

1 x

Beispiel 15.6 st cot : [0, 7] — R uneigentlich Riemann-integrierbar? Sowohl in 0 als
auch in © wird die Funktion unbeschrinkt. Das heifst, um die Frage zu bejahen,
soll sowohl

1 T—09
ly = 1‘%1/5 cot(x)dx  als auch fly := 1561/1 cot(x)dx

existieren. Ubrigens darf die Zahl 1 willkiirlich gewdhlt werden innerhalb (0, ).
Weil fiir x € (0,1] gilt

cos(z)

cos(1) > cos(1)

cot(z) = sin(x) x

sin(z) =

(cos(1) > 0) hat man

1 1
/ cot(x)dx > / Cos(l)d:c = —cos(1) In(d) = oo wenn § | 0.
5 5

i

cz Also ist der Cotangens nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 7).
B Was bei ™ passiert, muss man nicht mal mehr betrachten.

Das letzte Beispiel fiithrt zum néchsten Lemma:

Lemma 15.7 Seia,b € R mita <bund f,g: (a,b] - R Funktionen, die fir jedes § > 0
Riemann-integrierbar sind auf [a + J,b]. Nehme an, dass

0 < f(z) < g(x) firx e (a,b].

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar auf |a, b].

Beweis. Wenn g > 0 uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a, b], gilt

/ab g(z)dx <, = /abg(:c)d:c < 00.

+4

b
Weil f > 0 auf (a,b] hat man, dass f(z)dz monoton zunimmt fiir 6 | 0. Auch ist
a+d

b
f(z)dz gleichméBig beschrinkt, denn es gilt
a+d

b
f(x)dz < 4.
a+d
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Die Monotonie und die Beschréanktheit liefern, dass

b
=i d
s = lim a+5f(w) x

existiert. ]

15.1.2 Das uneigentliche Riemann-Integral der zweiten Sorte

Definition 15.8 Sei a € R und f : [a,00) — R eine Funktion, die fir jedes T > a
Riemann-integrierbar ist auf [a,T]. Wenn

T—o00

T
¢ := lim / f(z)dz ezistiert,

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,o0) und man schreibt

lmf@szﬁ

Beispiel 15.9 Betrachte f, : R™ — R fiir o > 0 mit

folz) =277

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [1,00), dann und nur dann
wenn 1 < a. Denn firT > 1 gilt

1

T

4 (et = (T =) fallsa £ 1,
/ " %dxr = T

| nco]” = i e =1,
1

und der Grenzwert existiert nur, wenn 1 — o < 0.

Beispiel 15.10 Ist g : Rt — R mit

9%) = 23 cosla)

uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00) ¢

Hoffnung auf eine explizite Stammfunktion existiert nicht. Wir vermuten, dass fiir
grofe x diese Funktion sich fast benimmt wie . Weil * auf [10,00) nicht (un)eigentlich
Riemann-integrierbar ist, wird g es auch nicht sein. Das wollen wir aber prdziser haben.

Dazu zeigen wir, dass eine Teilmenge von

A= {(x,y) eR%z>0 undogygg(x)}

schon Flicheninhalt oo hat. Wir verwenden, dass fiir x > 1 gilt

T Tz _Z 1
22 +cos(x) ~a?+1 7 22422 22’
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und man also fir T > 1 die folgende Abschditzung hat:

T 1 T
x x x
/—dx - /—dx+/ L —

o 2+ cos(z) o 22+ cos(x) 1 2?2+ cos(x)

T T 1
/ T > / Zdr = ~In(T).
1 22+ cos(x) L 2w 2

Die Integrale f017 ——~——dx und f117 Ldx sind hier abgebildet:

z2+cos(x) 2z

Weil 1 In(T) — oo wenn T — oo, folgt

N
lim —————dr = oo.
T—oo Jo 2% 4 cos(x)

Die Funktion g ist also nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00) .
Auch hier formulieren wir ein Lemma dazu.

Lemma 15.11 Sei a € R und f,g : [a,00) — R Funktionen, die fir jedes T > a
Riemann-integrierbar sind auf [a, T]. Nehme an, dass

0 < f(x) < g(x) firz € |a,00).

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,o0), dann ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar auf [a, o0).

Beweis. Weil es dhnlich wie beim Beweis von Lemma [15.7] ist, {iberlassen wir es dem
Leser. [

Beispiel 15.12 Ist ffooo —Lo—dx uneigentlich Riemann-integrierbar? Dann muss man

22+ Jx
erstens die Problemstellen inventarisieren. Neben oo muss man dazu die Nullstellen

vom Nenner bestimmen:

P4+ V=0 & 1*=—-Yzx
\

r(z°+1)=0 & 25=-z

Es gibt nur zwei reelle Nullstellen: v = 0 und x = —1. Insgesamt hat man so aber 6
uneigentliche Problemstellen:

{—00, —1 links, —1 rechts, 0 links, 0 rechts, +o0} .

Wenn man Maple oder Mathematica die Funktion skizzieren ldsst, erkennt man die Sin-
gularitdten:
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-7.5 -5 -2.5

-6 L

Die Problemstellen muss man einzeln anschauen. Wenn aber eine davon schon dafiir
sorgt, dass das dazugehorende uneigentliche Integral nicht existiert, ist man fertig. Fangen
wir rechts an:

° Th—En f10 xghfdx fuir grofie x sollte man vergleichen kénnen mit 2 und das wiirde

uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

° lgf[f)lf 2+fdx falls 0 < © < 1 sollte man vergleichen kénnen mit \/5 und das

wiirde uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

1
[ ] El\{loflf 2+f

tiw!) und das wiirde unezgentlzch Riemann-integrierbar bedeuten.

\/— (nega-

) lggjlf Cip $2+§[dx falls —1 <z < —5 sollte man vergleichen konnen mit —= (ne-

gativ!) und das wiirde ,,nicht uneigentlich Riemann-integrierbar“ bedeuten. Blngo!

° lggf IQ_,’_\FdI; ....................
° SEIPMIS x2+\fdx ....................

Wir versuchen ,,nicht uneigentlich Riemann-integrierbar “ hin zu kriegen, und schauen

1
. 75 1 . — _ . . . .
uns l;ﬁ]l f71+p —x2+%dx an. Um zu verstehen was bei x 1 passiert, miissen wir die
Funktion g(z) = 2* + ¥/x untersuchen rund x = —1. Um abzuleiten schreiben wir

W=

g(z) =2* = (—x)

und finden so

win

g(z) =22+ 3(-2)"
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Dann folgt ¢'(—1) = =2 +% = —g > —2. Aus der Stetigkeit von ¢' auf (—o0,0) finden
wir, dass ¢'(x) > —2 in einer rechten Umgebung von v = —1 und mit dem Mittelwertsatz,
dass in dieser rechter Umgebung gilt

g(x) —g(-1) =g (0) (x — —=1) > =2 (z + 1).

Man kann sogar zeigen, dass

g(x) > =2(x+1) firze (—1,—%) :

1| « .

Y= —2(LL' + 1) -4

-5
Ausschnitt vom Bild auf Seite
mit der Abschitzung.

Dann gilt auch

und das liefert

SIS
N|=

B _1
Lo mramtes [, et i) =i+ dno
Weil In(p) — —oco wenn p | 0, folgt
_% 1
/_1+pmdx—> —o0 flirpl 0

_1
und ezistiert f_f md:r nicht als uneigentliches Integral.

15.2 Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale
Manchmal lassen Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale sich vergleichen.
Lemma 15.13 Wenn f : R™ — R folgende Bedingungen erfiillt:

1. f ist positiv: f(x) >0 fir alle x € RT;
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2. f ist monoton fallend: v >y > 0= f(z) < f(y);

3. lim f(x) =0,

T—r00

dann gilt fiir jede N € N*

> s < [ s <Y g

165

(15.1)

T T T t
10 11 12 13 14

N
N
w
I
[&]
o
~
@
©

15

15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Beweis. Man bemerke, dass fiir die Ganzzahlfunktion = — [z] folgendes gilt:
] +1 >z > [x].
WEeil f monoton fallend ist, gilt
[l +1) < fl) < f([a]) fiir 2 > 1.

So gilt auch

N-1

St = [ fal+0de < [ o< [ ez =3 o)

n=1

Die Bedingung lim f(z) = 0 wird nicht benutzt.
T—00

Korollar 15.14 Sei f als in Lemmal|15.15. Dann gilt folgendes.

15

Die Reihe Y ", f(n) konwergiert, dann und nur dann, wenn [ f(x)dx konvergiert.

Beweis. Man benutze die Abschéitzung ([15.1]) aus Lemma [15.13]

Beispiel 15.15 So kénnen wir nun sofort sehen, dass die harmonische Reihe divergiert:

N

1 N1
Z_Z —dz =1In(N) — oo wenn N — oo.
n*ln (I
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