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Diese Hausaufgaben werden am Donnerstag, den 26.11.2009 um 13:00 Uhr eingesammelt. Bitte schrei-
ben Sie auf Thre Losung Thren Namen und Thre Gruppennummer und werfen Sie sie in einen der drei
Briefkésten im Keller des Mathematischen Instituts.

Aufgabe 1.

1. Bestimmen Sie Polynome p und r, wobei r den kleinstmoglichen Grad hat, so dass
x4+ x+1=px) (x3 +1) +r(x).
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2. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

3. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von ————.
gune 2+2z+1

4. Wie sieht die Partialbruchzerlegung von aus? Hier reicht es, nur die Form

(z+1)(z—1) (2+1)
anzugeben und nicht die jeweiligen Konstanten auszurechnen.

Aufgabe 2.

1. Es seien p; und p, zwei Polynome vom Grad kleiner gleich n. Aulerdem gebe es zg,z1,...,2, € C
(alle verschieden) mit p;(z;) = p2(z;) fiir alle i € {0,...,n}. Zeigen Sie, dass dann p;(z) = p2(z)
fiir alle z € C.

2. Es sei p ein Polynom mit p(x) € R fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass alle Koeffizienten von p reell
sind.

Aufgabe 3.  Sei g ein Polynom mit reellen Koeffizienten ¢; € R, also ¢(x) =x"+a1x" ' +...a,_1x+ay.
1. Zeigen Sie, dass es x;,b;,c; € R gibt, so dass
g(x)=(x—x1)...(x—x;) ((x—bl)z —l—c%) <(x—bg)2 +c%> .

2. Zerlegen Sie g(x) = x% — 1 auf diese Art.

Aufgabe 4.  Essei {a,}, _, eine Folge reeller Zahlen und a € R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussa-
gen dquivalent sind:

1. Die Folge konvergiert gegen a.
2. Jede Teilfolge konvergiert gegen a.

3. liminfa, = limsupa, = a.
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Aufgabe 5.  Die logistische Gleichung
Es seien r > 0 und x € (0, 1). Man definiert die Folge {x, }, _ rekursiv durch

Xnt1 = 1xp (1 —xy).

(bitte wenden)



1. Zeigen Sie, dass die Folge fiir » < 4 mindestens einen Haufungswert haben muss.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Folge beschrinkt ist. Was folgt daraus?

2. Zeigen Sie fiir 0 < r < 4 und beliebigen Startwert xo € (0,1): Wenn die Folge konvergiert, dann
muss der Grenzwert 0 oder 1 — % sein.

Tatsdchlich hingt die Anzahl der Hiufungswerte und das Konvergenzverhalten stark von der Wahl von r
ab.

3. Zeigen Sie, dass fiir 0 < r < 1 und jeden beliebigen Startwert xo € (0, 1) gilt, dass lim, . x, = 0.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Folge fallend ist.

Weiter kann man folgende Aussagen treffen:

e Fiir 1 < r < 3 konvergiert die Folge gegen 1 — %

e Fiir 3 < r < 1 +/6 ~ 3.45 gibt es Startwerte xq € (0, 1), fiir die die Folge nicht konvergiert, sondern
zwel Haufungswerte hat.

e Fiir groBere r treten dann vier Haufungswerte, fiir noch groBere r acht Haufungswerte auf usw. bis
r=3.57.

e Ab r ~ 3.57 tritt chaotisches Verhalten auf, es lidsst sich keine Anzahl an Haufungspunkten mehr
bestimmen. AuBlerdem héngt das Verhalten der Folge stark vom Startwert x¢ ab.

e Fiir r > 4 ist die Folge nicht mehr unbedingt beschrinkt.

Dieses Verhalten wird in nebenstehen-
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4. Erlautern Sie diese Bilder und erklédren Sie, inwiefern sie obige Aussagen bestitigen.



