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Analysis 3, Woche 1 A

Teilmengen und Strukturen &

1.1 Topologie, Metrik und Norm

Definition 1.1 Sei X irgendeine Menge. Die Menge aller Teilmengen von X nennt man
Potenzmenge P(X):
P(X)={A;AC X}.

Bemerkung 1.1.1 Der Grund, dass man P(X) die Potenzmenge nennt, ist folgender.
Wie R®> = R{L2345} die Abbildungen von {1,2,3,4,5} nach R beschreibt (die 5 Koordi-
naten), wird {0, 1}X aufgefasst als die Abbildungen von X nach {0,1}. Man findet eine
direkte Bijektion zwischen P(X) und {0,1}" indem man A € P(X) und f € {0,1}*
identifiziert durch

reA & f(x)
r¢d A & f(x)

9

1
0.

Beispiel 1.2 Fir X = {&, <, 0, &} hat man

7;()():{ 0. {#%} {O} AC}, {M) {6, O} {4, O} {d, d} {0, O} {O, M}, }
{O. 8} {5,001 {d, 0.8} {%.0. &4} {0, 0,8}, {% 0,0, 8}

Bei endlichen Mengen ist P(X) sehr tibersichtlich. Wenn X unendlich viele Elemente
hat, ist P(X) im allgemeinen viel zu grofl um verniinftige Aussagen machen zu kénnen.
Dazu brauchen wir mehr Struktur. Eine solche Struktur in R" bietet die Klasse der offenen
Mengen. Allgemeiner definiert man folgendes:

Definition 1.3 FEine Teilmenge T C P(X) heifit eine Topologie fir X, falls
1. 0,X eT,
2. A, €T firi=1,....k = [ A €T,

1<i<k
“der Schnitt endlich vieler gehort auch dazu”.

3. Ay €T firaleiel = |JA €T,
i€l
“die Vereinigung beliebig vieler gehdrt auch dazu”.

Bemerkung 1.3.1 (X,7) nennt man einen topologischen Raum. Die Elemente von
T nennt man die T -offenen Mengen.
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Bemerkung 1.3.2 Fiir jede Menge X # () gibt es zwei triviale Topologien: Ty = {0, X'}
und T, = P(X).

Man erinnere sich, dass eine derartige Eigenschaft gilt fiir 7 die Menge aller offe-
nen Teilmengen in X = R™: Vereinigungen und endliche Schnitte von offenen Mengen
sind wieder offen. Anders gesagt, die offenen Mengen in R™ bilden eine Topologie. Diese
Topologie 7 nennt man Standardtopologie auf R”".

Eine genauere Struktur bietet folgendes:

Definition 1.4 Sei X eine Menge. Dann heifit eine Abbildung d : X x X — R eine
Metrik, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

1. d(z,y) >0 fir alle z,y € X;
2. d(z,y) = 0 dann und nur dann, wenn x = y;
3. d(z,y) =d(y,x) fir allez,y € X;

4. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) firalez,y,z € X.
Bemerkung 1.4.1 (X, d) nennt man einen metrischen Raum.
Bemerkung 1.4.2 In R" ist die Fuklidische Distanz eine derartige Abbildung.

Lemma 1.5 Wenn (X,+,K,.) ein normierter Vektorraum ist mit Norm ||.||, dann ist
die Abbildung d, definiert durch d(x,y) = ||x — y|| eine Metrik fir X, d.h. (X,d) ist ein
metrischer Raum.

Beweis. Weil ||z|| > 0 gilt fiir alle 2 € X, folgt d (z,y) = ||z — y|| > 0.
Weil ||z|| =0 < 2 =0, folgt d(z,y) =0< z =y.
Weil ||z —y|| = (= (y —2)|| = =1l lly — z[| = |ly — =[] folgt d(z,y) = d (y, ).
Weil [l +yl| < [lz] + |ly]| folgt

d(r,y) = |z —yll=l(z—-2)+(E-2)|<
< e =2 +llz =2l = d(z,2) +d(z,y).

Die vier Eigenschaften einer Norm zeigen genau die Eigenschaften einer Metrik. ]

Beispiel 1.6 Man kann zeigen, dass
d (z,y) = min (|arctan () — arctan (y)|, 7 — |arctan (z) — arctan (y)|)
auch eine Metrik auf R ist. Betragsmdafig groffe x und y sind sich sehr nah. Zum Beispiel

gilt
d (100, —200) = 0.01499....
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Man kann sich eine Vorstellung dieser Metrik machen, indem man die Geraden
[(z,0),(0,1)] und [(y,0), (0,1)] betrachtet. Wir nehmen den Kreis mit Radius 3 und Mit-
telpunkt (0, %) und betrachten die Schnittstellen Py und Py mit den eben genannten Ge-

raden. Dann ist d (z,y) die Linge der kiirzesten Verbindung tber den Kreis zwischen P
und Ps.

0,1)
P4

3 | 2a

(y,0) 0,0) x,0)

Man setzt a = arctan (z) und 3 = arctan (y) und findet fir das Zweibein (0,0) , (O, %) ,
Py den Winkel 2ac und dhnlich fir das Zweibein (0,0) , (O, %) , Py den Winkel 2/3. Die Win-
kel werden rechts herum gemessen (in diesem Bild ist 3 negativ). Weil der Kreis Radius
% hat, hat die Verbindung, die nicht durch (0,1) geht, die Linge ¢y = %|2a — 20|, und
die Verbindung durch (0,1) hat die Linge {; = 1 (21 — |2 — 23|). Man findet d (z,y) =
min ({o, {1).

In einem metrischen Raum (X, d) kann man fiir jedes Element x € X Umgebungen
U,(x) fiir r € RT definieren durch

Ur(z) ={y € X;d(z,y) <r}.

Allgemein nennt man U eine Umgebung von x wenn es U,.(z) mit r > 0 gibt derart, dass
U.(z)CU.

Lemma 1.7 Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann ist
T={AeP(X);Yac AIreR" U,(a) C A} (1.1)
eine Topologie fir X, d.h. (X, T) ist ein topologischer Raum.
Beweis. Die Bedingungen von Definition [1.3| soll man priifen.
1. Man sieht direkt, dass ), X € 7.
2. Seien Ay,..., Ay € T und schreibe A = () A;. Fir a € A gilt, dass a € A;

1<i<k
fiir jedes ¢ und dann gibt es r1,...,r, € RT mit d(z,a) < r; = = € A;. Wenn
d(z,a) <r:=minj<;<r; dann gilt z € [ A; = A. Man bemerke, dass r > 0 gilt,
1<i<k
weil es nur endlich viele r; gibt. Also folgt A € 7.

3. Sei {A;;i €1} C 7T und sei B= |J A;. Fiir a € B gibt es ein i € [ mit a € A;. Fr

i€l
x mit d(x,a) <r; gilt x € A; C B. -

Diese Ergebnisse in Kurzfassung:

Norm » Metrik » Topologie




4 Woche 1, Teilmengen und Strukturen

Eine wichtige Figenschaft wollen wir noch benennen. Sie sorgt zum Beispiel dafiir,
dass, wenn es einen Grenzwert gibt, dieser eindeutig ist.

Definition 1.8 Man sagt, dass (X,7T) die Hausdorff-Eigenschaft hat, wenn es fir
alle z,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V von y hat mit UNV = ().

~
N
N

Proposition 1.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei x,y € X mit v # y. Dann gibt
es Umgebungen U von x und V vony mit UNV = ().

Bemerkung 1.9.1 Anders gesagt: Wenn die Topologie T auf X durch eine Metrik defi-
niert ist wie in (1.1), dann hat (X, T) die Hausdorff-Eigenschaft.

Beweis. Man setze ¢ = 1d(z,y) und nehme U = U.(z) und V = U.(y). Wenn z €
U.(x) N U:(y), dann gilt

2e =d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) <e+e,

ein Widerspruch. ]

Beispiel 1.10 Setzen wir f : R — {z € C; |z| = 1} mit
f(z) = e und definieren die Topologie T auf R durch

T ={f"(A); A C C ist offen} .

Dann hat (R, T) nicht die Hausdorff-Eigenschaft. Diese
Topologie lisst sich dann auch nicht durch eine Metrik
beschreiben. Man kann sich hier R wvorstellen als auf-
gerollt in einer vertikalen Spirale und jedes T € T als
Teil der Spirale innerhalb eine Sdule, die sich projizie-
ren lafst auf eine offene Menge in C. Anders gesagt, T
ist die Menge der 2mw-periodische offenen Mengen.

1.2 Basis und Produkt bei Topologien

In R™ haben wir die Standardtopologie eingefiihrt mit Hilfe offener Kugeln. Man hat
nicht nur die offenen Mengen damit definiert, sondern jede offene Menge U kann man
auch schreiben als Vereinigung von Kugeln. Das kann man auch allgemeiner machen.

Definition 1.11 Sei (X,7) ein topologischer Raum. Man nennt B C T eine Basis fiir
die Topologie T, wenn es fir jedes T € T Basiselemente {B; € B;i € 1} derart gibt, dass

icl
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Die offenen Intervalle bilden eine Basis fiir die Standardtopologie auf R; die offenen
Kugeln bilden eine Basis fiir R".

Lemma 1.12 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei B C T. Wenn es zu jedem
x € X und jedem T € T mit x € T ein Element B € B gibt mit x € B C T, dann ist B
eine Basis fiir die Topologie T,

Beweis. Sei T' € 7. Firx € T gibt es B, e Bmit z € B, CT. Dann gilt T = |J B,. m

zeT

Definition 1.13 Seien (X1,77) und (Xs,73) topologische Réiume. Dann definiert man
die Produkttopologie auf X1 x Xy als die kleinste Topologie T, die alle Mengen Ty X T
fiir Ty € Ty und Ty € T3 enthdlt. Man schreibt T = T, ® T5.

Bemerkung 1.13.1 Die Produkttopologie T enthdlt mehr als nur
Ty x Th ={(z,y);z € Ty und y € T}

mit Ty € Ty und Ty € Ty. Man kann aber zeigen, dass {Ty X To; Ty € T; und Ty € T3} eine
Basis bildet fiir Ty @ 75.

Links steht eine Darstellung von (77, X T,)U(T1, X Thp). Diese Menge ist nur selten
ein Produkt. Rechts steht eine Darstellung vom kleinsten Produkt, das diese erste Menge
enthéﬂt, namlich (Tl,a U T17b) X (TQ@ U T27b).

Bemerkung 1.13.2 Hat man eine Topologie T auf X1 X Xs, dann kann man auch eine
Topologie auf X, (und ebenso auch auf Xs) definieren, namlich durch

T = {Tl S P(Xl);Tl X Xq9 € T}

Lemma 1.14 Seien 7, und 7, die Standardtopologien auf R™ und R™. Die Standardto-
pologie auf R™™ := R™ x R™ ist die Produkttopologie von T, und T,,.

Der Beweis dieses Lemmas verwendet Lemma und dass fir (z,y) € R und
r >0 gilt

B (a,y) < B(x) x B (y) © B (1,9).
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1.3 o-Algebra

Eine zweite Struktur fiir Teilmengen in P(X) ist folgende:

Definition 1.15 Fine Klasse A von Teilmengen aus X, also A C P(X), heifit eine
o-Algebra iiber X, falls

1. X € A,
2. Ae A = A€ A,

3. Ap € A fir alle k e N = UAkEA
keN

Bemerkung 1.15.1 Die Mengen in A nennt man A-messbar. (X, A) nennt man einen
messbaren Raum.

Bemerkung 1.15.2 Wenn Ay, € A fiir alle k € N, dann gilt wegen der zweiten Bedin-
gung, dass auch A5 € A fir alle k € N. Weil

(ﬂAk>c=UA;eA

keN keN

gilt wiederum wegen dieser zweiten Bedingung, dass (| Ax € A.
keN

Eine o-Algebra ist abgeschlossen unter allen abzdhlbaren Mengenoperationen (Verei-
nigung und Schnitt).
Wir erinnern nochmals an die Begriffe “endlich”[[] und “abziihlbar”P]

Beispiel 1.16 1. {R, 0} ist die kleinste o-Algebra tiber R.
2. Sei A C R. Dann ist A= {0, A,R\A,R} eine o-Algebra iiber R.
3. Definiere fir f € {0, 1}Z die Menge

Ap= J  (kEk+1].

kEZ mit f(k)=1
Dann ist A = {Af; f Ao, I}Z} eine o-Algebra tiber R.
4. P(X) ist die grofite o-Algebra iiber X.

Wenn man eine Teilmenge B von P(X) hat, dann kann man wie folgt die kleinste
o-Algebra definieren, die B enthélt:

Ap = ﬂ {ACP(X);BC Aund A ist eine o-Algebra iiber X} . (1.2)
Anders gesagt; sei M die Menge aller o-Algebren auf X und man setzt

Ag=[{AeM;BC A}

!Eine Menge A heit endlich, wenn es k € N gibt derart, dass A = {z1, 2o, ..., 7%}

2Eine Menge A heifit abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung f : N — A gibt derart, dass
A= f(N). Also A = {zg, 21, 22,...} mit z; = f(4) fiir i € N.

Wenn es sogar eine bijektive Abbildung f gibt, nennt man A abzihlbar unendlich.
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Man soll zeigen, dass so eine kleinste o-Algebra existiert. Weil P(X) € M ist M nicht leer
und ist Ag wohldefiniert. Auflerdem gilt fiir B € B, dass B € ({A € M;B C A} = Ap.
Wir zeigen, dass Ag eine o-Algebra ist. 1) Weil (), X € A fiir jede o-Algebra A € M,
gilt ), X € Ap. 2) Nehme A € Ag. Dann gilt A € A fiir jede A € M mit B C A und
AcN{AeM;BcC A} = Ag. 3) Ahnlich kontrolliert man, dass die dritte Bedingung
erfiillt ist.

Also ist Ap eine wohldefinierte o-Algebra und aus der Art der Definition folgt, dass
sie die kleinste ist.

Definition 1.17 Seien (X1, A1) und (X, A2) messbare Riume. Dann definiert man die
Produkt-o-Algebra auf X1 x X5 als die kleinste o-Algebra A, die alle Mengen Ay x A,
fiir Ay C Ay und Ay C Ay enthdlt. Man schreibt

A=A ® A,.

Bemerkung 1.17.1 Ahnlich wie bei der Produkttopologie enthilt die Produkt-o-Algebra
A mehr als nur

Al X AQ = {(IL‘hl’Q) ;X € Al und XTo € AQ}
mit A1 c .Al und A2 c AQ.

Satz 1.18 Wenn (X1, A1) und (X3, Ay) messbare Raume sind, (x1,x9) € X1 X Xo und
Ae A ® A,y dann gilt

Sl (Z'Q,A) = {iL‘l, (ﬂfl,iCQ) € A} S Al,
Sy (21, A) == {x9;(x1,19) € A} € As.

Bemerkung 1.18.1 S (z9, A) nennt man den Schnitt von A in X, beziiglich x. Ahnlich
nennt man Sy (x1, A) den Schnitt von A in Xy beziiglich x;.

(X11X2)

Beweis. Sei B C P (X; x X3) die Menge aller Mengen B € A; ® A, derart, dass fiir alle
(I‘l,l'z) € X1 X X2 gllt

Sl (.TQ, B) € ./41 und SQ (.%1, B) € Ag.
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Nehmen wir an, dass B eine o-Algebra ist. Es gilt B C A; ® Ay. Welil fiir A; x Ay mit
Al C ./41 und Ag C ./42 gllt

A falls 29 € Ay

S1 (g, Ay X Ag) = { () falls xo ¢ Ay

und dhnliches fiir Sy (21, A; X Aj) gilt, findet man A; x Ay € B. Weil A; ® A, die kleinste
o-Algebra ist, die alle Mengen A; x A, enthilt, gilt A; @ A, C B.
Es bleibt noch zu beweisen, dass B eine o-Algebra ist.

1. 5 (I’Q,Xl X XQ) = X; € A; und S, (:El,Xl X X2) = X, € A, liefert X; x X, € B.
2. Weil Sl (ZL’Q, BC) = Sl (ZL’Q, B)C und SQ (ZEl, BC) = SQ (l‘l,B>c fOlgt BeB= B°eB.
3. Ahnlich hat man

Ui S1 (22, B;) = 54 <x2, LJz Bi) und Ul Sy (21, B;) = S (xl, Ul Bi>

und damit zeigt man die dritte Bedingung. [ ]

1.4 Topologie und o-Algebra

Vergleicht man also o-Algebra mit Topologie, sieht einiges dhnlich aus, aber es gibt auch
wesentliche Unterschiede: so sind bei einer o-Algebra ‘mehr’ Schnitte und ‘weniger’ Ver-
einigungen erlaubt.

Die beiden Strukturen werden verkniipft in der folgenden Definition.

Definition 1.19 Sei X eine Menge und T C P(X) eine Topologie.
Dann nennt man Az, d.h. die kleinste o-Algebra, die T enthdlt, die
zu (X, 7T) gehirende Borel-c-Algebra.

Der Franzosische Mathematiker und Politiker Emile Borel lebte von
1871 bis 1956.

Bemerkung 1.19.1 Sei (X,7) ein topologischer Raum. Die zugehirige Borel-o-Algebra
enthdlt u.a. alle offenen und abgeschlossenen Mengen. Die Mengen in diese Borel-o-
Algebra nennt man Borel-messbar.
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Mafle 1 /I W

Wir haben in Analysis 2 gesehen, dass man fiir beschrankte konvexe Teilmengen von
R"™ einen Inhalt definieren kann. Auch fiir endliche Vereinigungen von solchen Teilmengen
kann man den Inhalt definieren. Diese speziellen Gebiete bilden aber eine relativ kleine
Klasse; man mochte dies verallgemeinern, eigentlich méchte man am liebsten einen Inhalt
definieren fiir jedes A € P(X). Es wird sich herausstellen, dass das zu viel verlangt ist.

Mehr als nur Vereinigungen von endlich vielen beschrénkten konvexen Teilmengen ist
aber moglich. Diesen verallgemeinerten Inhaltsbegriff nennt man Lebesgue-Mafl. Bevor
wir dieses Lebesgue-Mafl betrachten, werden wir uns mit dem Begriff Mafl beschéftigen.
Vorher kommen noch die messbare Funktionen und zum Vergleich auch noch die stetige
Funktionen.

2.1 Stetige Funktionen

Definition 2.1 Seien (X,S) und (Y, T) zwei topologische Raume. Dann nennt man eine
Funktion f: X — Y 8-T -stetig, wenn fiir jedes T € T gilt, dass f~(T) € S.

Lemma 2.2 Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und seien S und T die durch
die Metriken dx beziehungsweise dy definierte Topologien. Dann stimmt die klassische
Definition der Stetigkeit mit der in Definition [2.1] iberein.

Beweis. Wir erinnern uns der klassischen Definition einer stetigen Abbildung zwischen
metrischen Raume: f: (X, dx) — (Y, dy) heifit stetig, wenn

VaexVes03s>0 dx (a,b) <0 = dy (f(a), [ (b)) <e.
= Sei T' € T nicht leer und sei a € f~! (T'). Weil T offen ist, gibt es ¢ > 0 mit

Ue (f(a)) ={y €Y;dy (f(a),y) <e} CT.

Aus der klassischen Definition der Stetigkeit folgt, dass es § > 0 gibt mit f (Us(a)) C
Us (f (a)) fiir
Us(a) :={y € Y;dx (a,x) < 6}.

Es folgt Us (a) € f~H(U.(f (a))) C f~1(T). Weil dies fiir beliebige a € f~'(T) gilt,
bedeutet es f~1 (T) € S.

< Sei a € X, ¢ > 0 und betrachte U (f (a)). Weil U. (f (a)) € T gilt, folgt aus
der Annahme, dass f~'(U.(f (a))) € S. Das heisst f~' (U.(f (a))) ist offen, und weil
a € [ (U.(f (a))), hat es § > 0 mit Us (a) C f~ (U. (f (a))). Anders gesagt, fiir jedes
a€ X, e>0gibt es 6 > 0 derart, dass aus dx (a,z) < d folgt d, (f (a), f (z)) <e. u
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2.2 Messbare Funktionen

Definition 2.3 Seien (X,.A) und (Y,B) zwei messbare Rdaume. Dann nennt man eine
Funktion f: X —Y A-B-messbar, wenn fiir jedes B € B gilt, dass f~*(B) € A.

Proposition 2.4 Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Riume und sei f : X — Y
T -S-stetig. Dann ist f Ar-As-messbar.

Bevor wir diese Proposition beweisen, schauen wir uns das folgende Lemma an.

Lemma 2.5 Sei S C P(Y) und sei f: X — Y eine Funktion. Dann ist f~'(As) eine
o-Algebra auf X und f~1(As) = Ap-1(s).

Beweis. 1) 0, Y € Ag liefert 0 = f~1(0) € [ (As) und X = f71(Y) € f~1(As).
2) A € Ag liefert A° € As und

FHA) ={z € X; f() € A} = {w € X; f(x) € A} = (f71(A))".

3) Fir A; € As gilt
-1 _ “1/4
/ <Ui€N Ai) n UieNf (Ai).
Also ist f~1(As) eine o-Algebra.
Weil § C As folgt f~1(S) C f~1(As) und weil f~(As) eine o-Algebra ist, hat man
sofort
Affl(s) C f_l(.As). (2.1)
Fiir die andere Richtung setzt man
B = {B € P (Y) X f_l(B) € .Af—l(g)} .
Dieses B ist derart definiert, dass
Ar-s) = [71(B), (2.2)

und es folgt, dass f~1(B) eine o-Algebra ist. Weil f~1(S) C A-1(s), gilt auerdem S C B.
Wir behaupten, dass schon B eine o-Algebra ist. Weil f~1(0), f~1(Y) € Aj-1(s) folgt
0, Y € B. Wenn B € B, dann folgt B¢ € B aus

FHBY) = (F71(B)" € Ars).
Wenn B; € B fiir ¢ € N, dann folgt | J,.y B; € B aus
-1 N -1/ p )
f <Ui€N Bi) = UiENf (Bi) € As-rs).

Also ist B eine o-Algebra. Weil & C B und weil Ag die kleinste o-Algebra ist mit
S C Ag, folgt As C B und

fﬁl(As) C f71<8) = Af—l(s). (23)
Zusammen zeigen (2.1) und (2.3 das gewiinschte Ergebnis. |

Beweis von Proposition . Wir sollen zeigen, dass wenn f~1(S) C 7 gilt, auch
[ (As) C Az gilt. Mit Hilfe von Lemma [2.5/ folgt f~! (As) = Ay-1(s) C A7 u
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2.3 Definition eines Mafles

Definition 2.6 Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Dann heifit p : A — [0, 00| ein (positi-
ves) Maj3, wenn

1. pu(®) =0,

2. u ist o-additiv: fiir jede paarweise disjunk:tcﬂ Folge {An},cn C A gilt

1( neN An) = ZnEN 1(Ay).

Bemerkung 2.6.1 (X, A, 1) nennt man einen MafSraum.

Bemerkung 2.6.2 Wenn auflerdem pu(X) < oo, dann nennt man das MafS p endlich.
Wenn u(X) =1, nennt man p ein Wahrscheinlichkeitsmaj.

Bemerkung 2.6.3 Weil pn > 0 ist, ist die Reihe ), . p(Ay,) auch unbedingt konvergent,
wenn sie konvergiert. Unbedingt konvergent heisst, dass man die Folge umdndern kann,
ohne dass sich das FErgebnis dndert.

Bemerkung 2.6.4 Man nennt eine Mengenfunktion u additiv, wenn fiir jede paarweise
disjunkte A, ..., A, € A gilt

k

wlJ A =3 (A,
o-Additivitat impliziert Additivitdt.

Diese Definition vom Maf liefert die folgenden Eigenschaften:
Satz 2.7 Sei (X, A, n) ein Mafiraum. Dann gilt fir A, B, A; € A:

1. AC B = p(A) < u(B);

2. p(ANB) +p(AUB) = u(A) + u(B);

3. wenn A, C Apyq fir allen € N, dann ist {i(Ay)},cy eine wachsende Folg(ﬂ und
nh—{{.loﬂ(A") — K (UkeN Ak) ;
4. wenn A, D Anqq fiir allen € N und p(Ag) < oo, dann ist {j1(An)},cy eine fallende

Folge und
nh—>noloM<An) - K (ﬂkeN Ak) '

'Sei A; € P(X) fiir i € I. Dann heifit {A;},.; paarweise disjunkt, wenn A; N A; = 0 fiir alle 4, j € I
mit i # j.
2Man erlaubt hier Grenzwerte in [0, oo]. Fiir £ = oo definiert man den uneigentlichen Limes wie folgt:

Man sagt lim a,, = oo, wenn
n—oo

VR>0dNgreN:n> Nrp — a, > R.
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Bemerkung 2.7.1 Die vierte Aussage braucht eine Bedingung wie ju(Ag) < oo (es reicht
W(Ay,) < oo fir irgendein ko). Denn es ist méglich, dass sowohl u(Ax) = oo fir alle
k €N als auch p (Nyen Ar) = 0 gilt.

Ein solches Beispiel findet man in (Z, P (Z),Z) mit Z das Zihlmafs. Dieses Zihlmaf
wird definiert durch

n falls A genau n Elemente enthdlt,
oo falls A unendlich viele Elemente enthdlt.

24 = {
Betrachtet man Ay = 2F7 = {n2k; ne Z}, so findet man Ax O Apy1 fir alle k € N,
Z (Ay) = oo fir alle k € N und Z (ﬂkeN Ak) — Z({0}) = 1.

Beweis. 1) Weil B= AU (BN A°) und AN (BN A°) = gilt, folgt aus der Additivitét,
dass
u(B) = u(A) + p (BN AY) = pu(A).

2) Man bemerke, dass AU B = (AN B)U B und (AN B¢) N B = (). Dann gilt
p(AUB) = (AN B°) + pu(B).
Weil (AN B)U (AN B¢) = A gilt, hat man auch
p(ANBY) +p(ANB) = p(A).
Es folgt, dass
pw(AUB)+pn(ANBY)+u(ANB)=pu(ANBY) +u(B)+u(A).

Wenn i (AN B€) = oo, dann gilt auch (AU B) = oo = p(A), und es steht auf beiden
Seiten co. Wenn p (AN B€) < oo, dann bekommt man

n(AUB) 4+ pu(ANB) = pu(B)+ p(A).

3) Weil 1) gilt, findet man, dass die Folge wachsend ist. Setzt man Ay = A und
A= AN Aj_, fir k£ > 1, dann ist {flk}k eine disjunkte Folge und es gilt
eN

— A, ) =0 13 A, ) =) 7; P RT
(U] = (U ) = Jim 32 () = tim e (U, 40) = Jim p4e)

In =) verwendet man die o-Additivitit und in =) die daraus folgende Additivitst.

4) Man findet, weil 1) gilt, dass die Folge fallend ist. Dann folgt p(A) < u(Ag) < oo
und {41(Ay)}en ist eine fallende nach unten (durch 0) beschrankte Folge und deshalb
konvergent. Weil

1 (Ao NAL) + 1 (Ar) = p (Ao MAL) + (Ao N Ag) = 11 (Ag)
gilt und p(Ayx) endlich ist, folgt
p (Ao N AR) = (Ao) = (Ar) - (2:4)
Jetzt definiert man B, = Ay N Af und wendet 3) an. Es gilt A7 C Aj,, und also auch

B, = (A(J N Ai) C (AO N Az+1) = Bk-l—l-
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Weil c
UkeN By =4 UkeN Ap =N (mkeN Ak)
gilt, bekommt man
o) = (401 (P Ae) ) 0 (00 (0 46)) =
s (UkeN Bk) T (ﬂkeN Ak) -

(man verwende 3.)

= Jim 1850 (g ) = Jim o0 45) 430 () ) =

(man verwende ((2.4)))

= Jim (u(Ao) = s (A40)) + (), A) =

(der Limes existiert in [0, 00))
= #(Ao) = kh—{goﬂ (Ae) + (ﬂkeN Ak) ‘

Weil 1 (Ap) < oo folgt
klggou<Ak) — K (mkeN Ak) '

[ ]
Beispiel 2.8 Sei a € R und definiere den Mafsraum (R, P(R),d,) durch
| 1 fallsa € A,
0a(4) = { 0 falls a ¢ A.
Dieses Maf$ nennt man das Dirac-Majf$ mit Trdager in a.
Beispiel 2.9 In Analysis 2 haben wir gezeigt, dass
/ e dy = V.
T—y 2 00 .
Man findet, dass fir ga,(x) = \/%76_( = gilt (7 gay(x)da = 1. Fiir die offenen Inter-

valle (a,b) definiert man
b
Ma,y((a7b)) :/ ga,y(x)dx'

Also gilt fiir jedes a > 0 und y € R, dass p,, (R) = 1. Auflerdem gilt
lim y1,,,, ((a, b)) = dy ((a, b))

Wir werden noch zeigen, dass man p,,, erweitern kann zu einem Maf auf allen Borel-
mengen von R.

Die Standard-Gaulkurve g¢; o oder Normalverteilung bekommt man als Limes beim
Dreieck von Pascal. Das heifit, wenn man eine ehrliche Miinze n mal wirft, dann ist die

Wahrscheinlichkeit m mal Kopf zu erhalten (%)n (n) Zentriert man den Graph in 0
m

(schiebe das Interval [0,n] durch m — m — gn auf [—3n,sn]) und skaliert man mit
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Faktor w/—n (genauer gesagt (z,y) <\/2 /n x,\/n y) dann approximiert man mit
den folgenden Paaren die Gauflkurve:

(GO 50 ()= () e

Das heiBt: Sei € R und {m,}, .y C N derartig, dass lim /2 (m, — $n) = z, dann gilt

n—oo 2

i n/(1\" [ n 1
—| = = —e 7.
eV 2\2) \m,) T /A

Wir beweisen dies nicht, aber versuchen mit einigen Bilder das Ergebnis zu illustrieren.

0.3 F

0.2 F

-0.1 b

Die Bilder zu ({2.5) fiir n =6, n = 60 und n = 600.

Ein Bild zu dieser Funktion findet man auch mitten auf der letzten 10-DM-Banknote
zusammen mit Carl Friedrich Gauf3.
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2.4 Nullmengen und Vollstindigkeit

Definition 2.10 Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Man nennt A € A eine Nullmenge, wenn
w(A) = 0. Ein Mafiraum heifit vollstindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge wie-
derum eine Nullmenge ist.

Lemma 2.11 Abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wiederum Nullmengen.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus der o-Additivitat. ]

Satz 2.12 Sei (X, A, p) ein Mafsraum. Setzt man
A={AUAy; A€ A und es gibt eine Nullmenge N € A mit Ay C N}
und p(AU Ag) = u(A), dann gilt
1. A ist ein o-Algebra,
2. 1 ist ein wohldefiniertes Mafs, und
3. (X,Il, ,11) ist ein vollstindiger MafSraum.

Beweis. 1) Weil () eine Nullmenge ist und AU () = A gilt, gilt A C A. So ist gleich die
erste Bedingung einer o-Algebra erfiillt. Sei A € A und Ay C N mit N eine Nullmenge.
Weil auch N N A§ C N und

A= (N NAGU(NNAG) = NU(NNA)
gilt es, dass

(AUAY) = ANA;=AN(N°U(NNA]) =
= (A°NNYUANNNA).

Man hat A°N N € Aund A°N NN A5 C N. So hat man bewiesen, dass (AU Ag)° € A.
Die letzte Eigenschaft einer o-Algebra folgt aus Lemma [2.11

2) Wenn AU Ay = BU By mit A, B C A und Ay und By Teilmengen von Nullmengen
N beziehungsweise M sind, dann gilt AUNUM = BUN U M. Weil A°N (N U M) und
BN (N U M) Nullmengen sind, hat man

p(A) = pA) +p(AN(NUM)) =pn(AUNUM) =
= p(BUNUM) = pu(B)+p(B°N(NUM)) = pu(B)
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und es gilt p(AU Ay) = u(B U By). So ist i wohldefiniert. Es ist sogar ein Maf:

i) 0 ist eine Nullmenge und (@) = g(d U D) = w(®) = 0.

ii) Fiir eine disjunkte Folge {A; U Ag;},;. mit A; € A und Ag; Teilmenge einer Null-
menge, hat man:

z (Uz’eN (Ai Y Ao’i>> = <Ui€N AU UieN Ao’i) K <UieN Ai) -
— ) = 3, U ).

3) Diese letzte Eigenschaft folgt aus der Definition und den ersten beiden Eigenschaf-
ten. [ |
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Mafle 11 /I W

3.1 AuBeres Mafl

Man kénnte hoffen, nachdem man durch die Erweiterung von (X, A, u) zu (X, A, i) einen
vollstdndigen Mafiraum konstruiert hat, dass auch alle Mengen messbar sein sollten. Diese
Hoffnung ist vergeblich; es gibt immer noch nicht-messbare Mengen. Méchte man aber
ein konkretes Beispiel fiir eine nicht-messbare Menge hinschreiben, dann braucht man das

Auswahlaxiom[l]
Eine Moglichkeit um fiir alle Teilmengen in P(X) etwas dhnliches wie ein Maf§ zu
definieren ist folgende:

Definition 3.1 FEine Abbildung u* : P(X) — [0, 00] nennt man ein duferes Maf auf X,
wenn
1. (@) =0,
2. fir alle A,Be P(X): ACB = u*(A) < p*(B), und
3. p* ist o-subadditiv: fir alle {A;},. C P(X) gilt:
(Ut < St
ieN

Bemerkung 3.1.1 Bei der o-Subadditivitit wird nicht verlangt, wie bei der o-Additivitt,
dass die A; paarweise disjunkt sind. Das ist jedoch nicht der Grund wieso < statt = in der
Definition erscheint. Man mdochte hier zulassen, dass eine strikte Ungleichung erscheinen
kann, sogar bei paarweise disjunkte Mengen A;.

Wenn man geniigend Teilmengen von X hat fiir die man eine ‘Grosse’ definiert, dann
lasst sich daraus ein aufleres Maf3 konstruieren. Genau beschrieben wird dieses Resultat
im nachsten Lemma.

! Auswahlaxiom Wenn A eine Menge nichtleerer Mengen ist, dann gibt es eine Auswahlfunktion: fiir
alle Mengen A € A kann man ein Element a € A bestimmen.
Anders gesagt:
3f: A— U A mit VA € A gilt f(A) € A.
AcA
Die meisten Mathematiker nehmen dieses Axiom als Voraussetzung. In der Mathematik ist ein Axiom
ein nicht deduktiv ableitbarer und widerspruchsfreier Grundsatz.

17
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Lemma 3.2 Seien B C P(X) und v : B — [0, 00| derart, dass:
1. 0 eBundv(d) =0,
2. X kann mit abzihlbar vielen B; € B dberdeckt werden:
3{Bi},cn C B derart, dass U B, = X.
ieN

Dann ist p* : P(X) — [0, 00|, definiert durch

' (A) = inf {Z v(B;); B € B und A C UB,} ,

i€N ieN
ein dufSeres Maf auf X.

Beweis. Aus dieser Definition folgt gleich, dass die erste Bedingung von Definition (3.1
erfiillt ist. Denn falls A; C Ay gilt, nimmt man fiir A; das Infimum {iber eine kleinere
Klasse von B;.
Um die o-Subadditivitét zu zeigen, sei {A,}, oy € P(X) und € > 0. Fiir jedes n € N
kann man {B,,;},.y C B finden derart, dass A, C |J;cyy Bn,s und
p(An) =D v(By) — 27" e,
ieN
Es folgt, dass (J,,ey An € Upeny Uien Br,i und
* . * —n—+1 . *
1 <UHGN An> < Z Z V(B < Z (1*(A,) +2 g) =e+ Z,u (An).
neN 1eN neN neN
Weil diese Ungleichung gilt fiir alle € > 0, gilt auch
a <Un€N A") = %M (An).

So ist p* ein duBleres MaR. ]

3.1.1 Das duflere Lebesgue-Maf

Wie wir in Lemma [3.2] gesehen haben kann man ein dufleres Maf3
definieren, wenn man eine Art Pramafl definiert auf geniigend vie-
le Mengen. Nehmen wir R™ und die Blocke, die wir auch schon
bei der Riemann-Integrierbarkeit verwendet haben, folgt das duflere
Lebesgue-Ma8. Fiir a;,b; € R fiir i = 1,...,n mit a; < b; setzen wir

Volumen ([ag, by) X « -+ X [an, by)) = [, (b — ai).
Henri Léon Lebesgue

Wir nennen [a1,b;) X - -+ X [a,, b,) einen Block in R™. 1875 - 1941

Definition 3.3 Sei B die Menge aller Blocke in R™. Wir definieren das duflere Maf
An t P(R™) — [0, 00] durch

A (A) = inf {Z Volumen(R;); R; € B und A C | Ri} ;

S 1€EN

A heifit das n-dimensionale dufere Lebesgue-Maf3 auf R".
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Bemerkung 3.3.1 Wegen Lemma kann man folgern, dass \) tatsdchlich ein duferes
Mafs ist.

Bemerkung 3.3.2 Man kann zeigen, dass das duflere Lebesque-Mafs invariant ist unter
Verschiebungen und Drehungen.

3.1.2 AuBere Hausdorff-Mafle

Statt mit rechteckigen Blocken eine Teilmenge von R™ zu {iberdecken, konnte man auch
Kugeln verwenden. Man kann zeigen, dass

A (A) = o, inf {Z ri's By, (x;) € Bund A C U B,, (xz)}

1€N 1€N

mit o,, =Volumen(B; (0)) das gleiche &dufiere Lebesgue-Mafi auf R™ liefert. Wenn man
statt des Volumens die Lange haben mochte, sollte statt o, >, 77" etwas wie 23, 7
erscheinen. Fiir eine s-dimensionale Menge in R" wére es ¢, ), 7. Dies passt aber nur,
wenn man beliebig kleine Kugel zuléft und die grofieren verbietet. Diese Uberlegung fithrt
Al

s dim. in o (A) = Cs 1{551 inf {% s By, (z;) € Bund A C gBm (x;) mit r; < 5} .

Auf diese Art konnte man sogar Mafle fiir nicht-ganzzahlige Dimensionen definieren:

Definition 3.4 Sei s > 0, € > 0 und B. die Menge aller Kugeln in R™ (inklusive die
leere) mit r € [0, ¢]:
B, (z) :={y e R" [z —y[| <r}.

Wir definieren hs : P(R™) — [0, 00| durch
he(A) = inf {Z (Radius(B;))*; Bi € B. und A C | J Bl} (3.1)
ieN ieN

und
hi(A) = liﬂ)l hS(A). (3.2)

R heifit das s-dimensionale duflere Hausdorﬁﬂ-MajZ auf R™.

Bemerkung 3.4.1 Figentlich ist dies nicht das s-dimensionale dufsere Hausdorff-Mafs,
sondern eine sphdrische Version davon. Das iibliche dufere Hausdorff-Maf verwendet
mehr als nur Kugeln und fiir einige pathologische Mengen bringt dies einen Unterschied.
Man kann jedoch zeigen, dass beide Definitionen dquivalente MajSe geben.

Bemerkung 3.4.2 Aus der Definition folgt sofort, dass
0<e<eg = hiz(A) > hil(A)

Weil hS(A) > 0 folgt, dass lim. o h5(A) ezistiert als Grenzwert in [0,00]. Dann gilt auch
limeyo h2(A) = sup,sg hS(A).

2Felix Hausdorff, Breslau 1868 — Bonn 1942
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Bemerkung 3.4.3 In ist tatsdchlich ein dufSeres Majf$ definiert, denn die Klasse
B. und die Griflen vs mit vs(B,.(x)) = r° erfillen die Bedingungen in Lemma . Also
ist hE ein auferes Maf fir e > 0 und s € (0,n].

Fiir s = 0 definiert man in h§ durch vo(0) = 0 und vo(B,(z)) =1 falls r > 0.
Auch h§ ist ein dauferes Maf; h§ ist das Zihlmaf.

Fiir alle s € [0,n] sollte man sich iberlegen, warum h’ tatsichlich ein duferes Maf
15t.

Bemerkung 3.4.4 Fliir die Bilder glatter injektiver
Kurven v : [0,1] — R? oder R? gilt

205 (v[0,1]) = £(7),

wo ((7y) die Bogenlinge von ~y darstellt.
Man tiberdeckt das Bild der Kurve mit Kreis-
scheiben und zweimal die Summe der Radien
approximiert die Linge der Kurve.

Bemerkung 3.4.5 Wenn man fiir ganzzahlige s und schone Mengen die Standardinhalte
wiederfinden mdochte, dann muss man in einen Faktor os anbringen; o, ist das s-
dimensionale Volumen der FEinheitskugel in R®. Oft wird das Hausdorff-Maj$ inklusive
dieses Faktors definiert. Ubrigens kann man statt Kugeln auch Wiirfel verwenden. Den
Faktor muss man wiederum anpassen.

Beispiel 3.5 Sierpinskis Teppich. Wir nehmen eine Teilmenge S wvon [0, 1]2 wie folgt.
Man teile das Gebiet in 3 x 3 Teilquadrate und entfernt das Mittlere. Man wiederholt dies
auf die restlichen 8 Quadrate und setzt das fort:

n_1, gn—1 |3k+1 3k+2 3+1 3042
2\ o | 3"—1| 3"—1
5 =10\ U UL Ut et S| ¢ e S
Es gilt \*(S) = 0, denn in jedem Schritt der Konstruktion entfernt man é des Gebietes
und lim,, ., (8)" = 0.
Weil man S iberdecken kann mit 8" Kugeln, die Radius v/2 37" haben, finden wir

R (S) <8 (2v287) =22 (837"

Weil 8 37% < 1 fiir s > sq = }Zig = 1.8928... gilt es, dass
hi(S) =0 falls s > sg4. (3.3)
Fir e <1 folgt 51 < s3 = h% (S) > i, (S), also auch
s1 < sy = hi (S) > hi,(95).

Nehmen wir an h5(S) = Cs € (0,00] fir s < sq, dann folgt aus die Selbstihnlichkeit von
S (S besteht aus 8 kleineren Kopien von sich selber), dass h§/3(S) =8(1)" h(S). Durch
Wiederholung folgt he®" (S) = (8 37%)" O und wir finden, dass

R (S) = oo falls s < s4. (3.4)
FEs bleibt noch zu zeigen, dass hS(S) > 0.

Definition 3.6 Wenn es fir S C R" eine Zahl sq € [0,n] gibt derart, dass und
erfillt sind, sagt man: S hat Hausdorff-Dimension s,.
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Abbildung 3.1: Sierpinskis Teppich S; {z; (z,1) € S}.

3.2 Vom aufleren Mafl zum Mafl

Definition 3.7 Sei pu* ein dufferes Maf$ auf X. Man nennt A € P(X) u*-messbar, wenn
fir jedes B € P(X) gilt:

(AN B)+ p* (A°N B) < u*(B). (3.5)
Die Menge aller u*-messbaren Mengen wird mit A (u*) bezeichnet.

Bemerkung 3.7.1 Hier wird p*-messbar definiert ohne etwas tber eine o-Algebra zu
sagen. Wenn Sie sich wundern, wieso das geht, haben Sie villich recht. Im ndchsten
Theorem wird dieses problem aus der Welt geschafft, denn da wird A (1*) als das passende
o-Algebra identifiziert und ist p* ein dazu passendes Mafs.

Bemerkung 3.7.2 Weil die o-Subadditivitit impliziert, dass fir A, B € P(X)
W'(B) = i (AN B) U (A°N B)) < u* (AN B) + " (A°N B)
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gilt, kann man die Ungleichung in ersetzen durch ein Gleichheitszeichen.

Satz 3.8 (Caratheodoryf’) Seip* ein dufieres Maf auf X. Dann ist (X, A (i) ’“\*A(u*)>

ein vollstindiger Mafraum.

Bemerkung 3.8.1 Insbesonders gilt, dass A (u*) eine o-Algebra ist und dass Ay €
Mafs ist auf diese o-Algebra.

Definition 3.9 Wenn u* ein dufleres Maf$ auf X ist und (X,A(u*) ”UTA(M*)> der zu-

gehorige vollstindige MafSraum, dann nennt man p = A das von p* wnduzierte
Majs.

Beweis von Satz [3.8] Wir zeigen erst, dass A (u*) eine o-Algebra ist.

Aus

(X NB)+p" (XNB)=p" (B)+p" (0) =p* (B)
folgt X € A (u¥).

Aus der Symmetrie der Bedingung folgt A € A (u*) = A° e A(u*).

Sei {A;},cn € A (1¥); es soll gezeigt werden, dass (3.5) auch gilt fir A = (J, .y Ai. Wir
fangen an mit zwei Teilmengen A;, Ay € A (p*) und diirfen annehmen, dass A; N Ay = ()
und dass p*(B) < co. Verwendet man o-Additivitdt, dass A; N Ay = () und zweimal ((3.5)),
dann folgt

pw(B) < p((AiUA)NB)+p" (AU A) NB) <
< W (ANB)+p (AN B)+ " (AU A) N B) =
= 1 (AN B)+ i (A, N AS N B) + i (A5 N AS N B) <
< W (ANB)+p" (ATNB) < p*(B).

Also gilt Ay U Ay € A(p*) und
p((ArUA) N B) =p" (AN B)+p" (AN B).
Mit vollsténdiger Induktion folgt fiir paarweise disjunkte {Ai,...,A,} € A(u*), dass
UL As € A (") und
I (Ui:1 AN B) =Y W (A4nB). (3.6)
i=1

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch fiir eine abzéhlbare Vereinigung gilt. Sei
{Ai},en € A (1) eine disjunkte Folge und setze A = | J, . Ai- Es gibt zwei Moglichkeiten.
Wenn p* (B) = oo, hat man nichts zu beweisen. Wenn p* (B) < oo, dann gilt auch
1 (AN B) < oo und es folgt aus der Subadditivitéat und und die zweite Eigenschaft
eines dusseren Mafles, dass

p(ANB) <Y p*(ANB)=lim ¥ u*(A4;NB)=
i =0

n—oo n—oo

1=0
= lim p” (szoAimB> < lim p*(ANB)=u" (AN B). (3.7)

3Constantin Caratheodory war ein Griechischer Mathematiker. Er wurde geboren 1873 in Berlin und
starb 1950 in Miinchen.
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Es folgt p* (AN B) =3 .2, 1" (A; N B) und ebenso gilt

pt (AN B) = u* (U;OAmB>+ > w(A4NB).

1=n+1

Weil A =,y A C Ny A gilt, folgt

W (AN B) + it (ANB) < 1* (ﬂ?zoAfﬂB>+u*(AmB):

e <<U:;OAZ~)CHB) o <U;0Ai mB) + f: W (A;NB) =

1=n+1

< u*(B)+ Z w* (A; N B) fiir alle n € N. (3.8)

i=n-+1

In (3.7) findet man, dass >~ pu* (A; N B) konvergiert falls p*(B) < oo, anders gesagt,
dass .

lim Z w (A, N B)=0.

T i
Dann folgt aus (3.8]), dass pu* (A°N B) + p* (AN B) < p*(B). Damit haben wir gezeigt,
dass A (u*) eine o-Algebra ist.

In (3.7) findet man, dass p* (U;cy 4i N B) = > oo 1" (4; N B) fiir A; € A (p*). Setze

B = A und es folgt, wenn p* (A) < oo, dass

() =S i) oo

Fiir p* (A) = oo folgt (3.9) aus der Subadditivitéit. Also ist p* ein Mafl auf A (u*).
_ Schlussendlich zeigen wir noch die Vollstéindigkeit. Wenn p*(A) = 0, dann gilt fiir
A C A, dass p*(A) =0 und fiir B € P(X) gilt

p (AN B) +pt (AN B) < it (B) + 1* (4) = w'(B).

Das heiBt A € A (p*) und A (%) ist vollstéindig. u
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Lebesgue-Malf3 I W

Henri Léon Lebesgue:

Réduites a des théories générales, les mathématiques seraient une belle forme
sans conten.

Oder auf Deutsch: Reduziert auf allgemeine Theorien wére die Mathematik eine schone
Form ohne Inhalt.

4.1 Lebesgue-Mafl und Borel-Mengen

Fiir R” haben wir mit Hilfe des Volumens v : B — [0, c0), und dabei ist B die Menge aller
Blocke, das duere Mal A" : P (R™) — [0, co| definiert durch

A" (A) = inf {Z v(B;); Bi € Bund A C UBZ} :

1€EN 1€EN

Lemma besagt, dass \* tatséchlich ein dufleres Mafl ist, welches wir das duflere
Lebesgue-Maf nennen. In Definition [3.7| wird A (A\*) festgelegt und in Satz [3.8| wird be-
schrieben, dass A (\*) eine - Algebra ist und dass (R", A (X") , A} A A+) €in vollsténdiger
Maflraum ist.

Definition 4.1 Sei X = R". Das vom dufleren Lebesgue-Maj$ induzierte Majf$ nennt man
das Lebesgue-Majf3. Man schreibt (R™, L, \).

Man hat sich einige Miihe gegeben, eine Grofle, die auf Blocke definiert ist, zu einem
Maf auf einer o-Algebra zu erweitern. Die natiirliche Frage, die aufkommt, ist: wie grof3 ist
diese o-Algebra, oder préziser gefragt: Welche Mengen sind denn nun Lebesgue-messbar?

Satz 4.2 Sei T C P (R") die Klasse der iblichen offenen Mengen in R™, d.h. fir alle
TeT undx €T gibt esr > 0 derart, dass {y € R"; ||y — x| <r} C T. Sei (R", L, \)
wie oben. Es gilt:

TCL.

Bemerkung 4.2.1 Weil L = A(\") ein o-Algebra ist, folgt aus T C L, dass Ar C L.
Man kann T C L auch formulieren als “offene Mengen sind Lebesque-messbar”. Die
Aussage Ar C L lisst sich beschreiben als “die Mengen in der Borel-o-Algebra sind
Lebesgque-messbar”. Die Mengen in der Borel-o-Algebra nennt man Borel-Mengen.

25
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Bemerkung 4.2.2 Man kann zeigen, dass Ar # L. Das heifit, es gibt Lebesque-messbare
Mengen die keine Borel-Mengen sind.

Andererseits hat man auch, dass Ar = L. Genauer gesagt, (R", L, \) ist die Ver-
vollstandigung von (R", Ar, >\|~AT) )

Bevor wir Satz beweisen, werden wir uns erst ein Lemma anschauen und brauchen
dazu die Distanz zweier Mengen in R".

Definition 4.3 Die Distanz d : P (R™) x P (R™) — [0,00) definiert man wie folgt:
d(21,8s) =inf{||z —y||;2 € O,y € Q}.
Auferdem definiert man d : R™ x P (R") — [0,00) durch d(x,Qy) = d ({x}, Q).
Lemma 4.4 Seien Ay, Ay € P (R") derart, dass d(Ay, Ay) > 0, dann gilt
A (AU Ay) = N(A) + A" (Ag).
Hier ist \* das duflere Lebesque-Maj$ auf R™.

Bemerkung 4.4.1 Mit Induktion zeigt man X" (., A;) = > iy N(Ai), wenn {A;})_, C
P (R™) derart ist, dass d(A;, Aj) >0 firi# j.

Beweis. Sei d (A, A2) = ¢ > 0. Das dufiere Lebesgue-Maf ist definiert als ein Infimum
bei Uberdeckungen mit Blécken:

A*(A) = inf {ZV(B,-);B,- e Bund A C UBZ} .

1€EN €N

Sei nun ¢ > 0 und U = {B;},.y eine Uberdeckung durch Blécke von A; U Ay mit
Yien V(Bi) < X*(A1 U Ay) + . Wenn man die Blocke gegebenenfalls in kleinere Blocke
aufteilt, kann man annehmen, dass jeder Block B; einen Durchmesser kleiner als ¢ hat.
Dann gilt entweder A; N B; = () oder Ay N B; = (. Das heifit U; = {B;; A2 N B; = ()} eine
Uberdeckung von Ay und U\U; eine von A,. Es folgt

X (A1) < ) p(B) und M (A) < Y w(By)

B; el B; e\l

and dann auch, dass

N (A1) + A (A2) < ) (B + Y v(B) < A(A UAy) +e.

B;ely B;el\Uy

Weil dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt A*(A1) + A*(A42) < A*(A; U As). Die Subadditivitét
bringt )\*(Al U AQ) S A* (Al) + )\*(AQ) |

Beweis von Satz [4.2] Man soll zeigen, dass fiir jede offene Menge A die Bedingung in
Definition erfiillt ist, d.h.

A (AN B) + A\ (A°N B) < \*(B) fiir alle B € P (R").

Hier ist A* das &uflere Lebesgue-MaBl. Wir diirfen annehmen, dass \*(B) < oo.
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Abbildung 4.1: Ein Bild zu A, C Apt1 C Apis C ... C A.

Sei nun A eine offene Menge. Wir werden A ein wenig verkleinern, indem wir eine
Schicht am Rande entfernen:

1
A, = {x € A;d(z, A°) > —}.
n
Weil A offen ist, findet man A = |J~ | A, und AN B = J,—, (A, N B). Wir setzen
auBerdem S,, = A,+1\A, und bemerken, dass
1
d > — .
(Sn,s’n+2) > (n n 1) ” >0

Denn x € S,42 C A, bedeutet, dass es b € A° gibt mit ||z — b|| < =~ undy € S,, C A,,,

n+1
dass [ly — b|| > 1. Es folgt
1 1 1

—yll > |ly =0l = ||z —=b|| > - — = .
le =yl = lly =bll = llz =l = = 7= = oy

Wegen Bemerkung |4.4.1] gilt

=1 i=1
und
Z)\* (Sgi_l N B) =\ (U Sgi_l N B) < >\*<B) < Q.
=1 i=1

Diese Abschitzungen zeigen, dass Y .-, A" (S; N B) beschrinkt ist durch 2A\*(B) und dar-
um konvergiert. Es folgt, dass

A ((A\4,) N B) = \* (UsmB> <> X (SinB) — 0 fiir n — oo.

Sei € > 0 und nehme n derart, dass A* ((A\4,) N B) < e. Dann gilt wegen Subadditivitét
und Lemma dass

AN (ANB)+ A (A°N B) < X ((A\A,) N B) + A" (4, N B) + \* (A°N B) =
= X\ ((A\A,) N B) + \* (A, UA9) N B) < £+ X*(B).
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Weil diese Abschéatzungen fiir beliebige € > 0 gemacht werden konnen, gilt
N (ANB)+ X (A°N B) < \*(B)

und so haben wir erreicht, dass A € L. [ ]

4.2 Approximieren von Aussen und von Innen
Satz 4.5 Flir jedes M € L gilt:

AMM) = inf{\O); M C O offen},

AMM) = sup{A\(K); M D K kompakt} .

Beweis. 1) Wenn A(M) = oo, dann liefert M C O auch A\(O) = oo, und man ist fertig.
Wir diirfen also annehmen, dass A\(M) < oo. Es gilt, dass

A(M) = X*(M) = inf {ZVOI (B):|JBi > M mit B, Blijcke} .

ieN ieN
Sei € > 0. Dann gibt es Blocke {B;},.y mit (J;cy Bi D M und
1
> Vol (B;) < \'(M) + ¢
ieN

Man ersetzt
B; = [%1, bz’,l) XX [ai,nabi,n)

durch .
B; = (ai,l — 0y, bi,l) XX (ai,n — 0y, bi,n)

und nimmt §; > 0 geniigend klein, namlich derart, dass
Vol(B;) < Vol (B;) + 27" 2.
So findet man O := |J, B; ist offen, M C (J,.y B; C O und
. ‘ 1 1
ANO) < Vol(B;) < Vol (B;) + 272 < M(M) + —¢ + —=.
(©) = L Vol(B) £ 3 Vol (B) + 3 (M) + 3¢ + 3

Weil € > 0 beliebig ist, ist die erste Behauptung bewiesen.
2) Wenn M beschrinkt ist, sagen wir M C Bpg(0), dann betrachtet man Bgr(0)\M
und nimmt eine offene Menge O D Bgr(0)\M mit

AO) < A(Br(0)\M) + ¢.

Man definiert K = Bg(0) N O°. Dann ist K kompakt, liegt innerhalb von M und
A(K) = A (Br(0)) = A (Br(0) N O) = A (Br(0)) = A (0) >
> A(Br(0)) = A(Ba(O)\M) — e = \(M) — .

Wenn M unbeschrankt ist, betrachten wir M,, = M N B,,(0) und nehmen eine kompakte
Menge K,, C M, mit \(K,,) > \(M,,) — %6. Es gibt zwei Moglichkeiten, entweder A\(M) =
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oo oder A(M) < oco. Wenn A(M) = oo dann hat man \(M,,) — oo und auch A\(K,,) — oo
fiir n — oo. Wenn A(M) < oo, dann gilt A(M,,) — A(M), und {\(M,)}, oy ist sogar eine
wachsende Folge. Es gibt also n. € N derart, dass A(M,) > A(M) — Le fiir n > n.. Es gilt
fir K,,_, dass K,,, C M,, C M und

1
MK, > AM(M,,) — 3¢ > ANM) —e.
WEeil dies fiir beliebige € > 0 gilt, hat man die zweite Behauptung bewiesen. ]

Beispiel 4.6 Obwohl Lebesgue-messbare Mengen von auflen mit offenen Mengen und
von innen mit kompakten Mengen approximiert werden konnen, kann so eine Lebesgue-
messbare Menge noch ziemlich wild aussehen. Die Cantor-Menge C konstruiert man, in-
dem man das mittlere Drittel von [0,1] entfernt, und aus den beiden Restintervalle wie-
derum das mittlere Drittel entfernt usw:

1 2 1 21 27 8
SR O T 0 R S Y 4 T A B

Man setzt
C=()Cu

neN
Weil A (Cri1) = 2X(Cy) und A(Co) =1 folgt A(Cp) = (2)". Weil A(C) < A(C,,) findet
man A (C) = 0. Trotzdem ist C' nicht abzihlbar.

1NN
T 0

[ 1
Inimiy|

[ 1
Ininy|

1
(N

Abbildung 4.2: Die ersten 6 Schritte in der Konstruktion der Cantor-Menge

Beispiel 4.7 Man kann in der Konstruktion der Cantor-Menge im n-ten Schritt statt
Intervalle mit Linge (%)n Intervalle mit Linge (%)n entfernen:

Co =10,

b3

U 5 25
8’ 32

1]

Diese Menge Cy = (,,en Cr wird auch die fette Cantor-Menge genannt. Man hat A (C}) =

11— 2kt (i)k und weil man von Aussen mit offenen Mengen C) und auch Cy ap-
proximieren kann, folgt

ACp) =1 —Z
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Trotzdem enthdlt Cy kein Intervall mit positiver Linge und es gilt (C’_f)o =0.

Abbildung 4.3: Die fette Cantor-Menge

4.3 Nicht alles ist Lebesgue-messbar

Satz sagt aus, dass alle Teilmengen von R”, die man bekommt durch abzéhlbare
Mengenoperationen (Vereinigung, Schnitt oder Komplementbildung) von offenen und ab-
geschlossenen Mengen, Lebesgue-messbar sind. Das sind sehr viele Teilmengen. Gibt es
denn iiberhaupt nicht-Lebesgue-messbare Mengen?

Um diese Frage zu beantworten, verwenden wir das folgende Ergebnis.

Satz 4.8 (Steinhaus) Wenn fir A € £ C P (R") gilt, dass A(A) > 0, dann gibt es
0 > 0 derart, dass

Bs(0)CcA—A:={z—yz,y € A}.
Beweis. Weil lim,,_.o A (AN B,(0)) = A(A) wegen Satz [2.7, diirfen wir annehmen, dass
es 7 > 0 gibt mit A (AN B,(0)) > 0. Fiir A = AN B,(0) gibt es wegen Satz fiir jedes
g€ > 0 eine kompakte Menge K und eine offene Menge O derart, dass K € A C O und
mit

MO) —e < MA) < MK) + .

Nehmen wir € = %)\(A), dann folgt
4 - 2. -
AO) < 3 (A) und g)\(A) < MK)
und wir finden, dass
4 -
AO) < g)\(A) < 2MK). (4.1)

Weil K C O und O offen ist, gibt es fiir jedes x € K ein r, > 0 mit B, (z) C O. Die Menge
K wird auch von {B%% (x);x € K} iiberdeckt und B, (z) C O. Weil K kompak® ist,

¢
gibt es endlich viele {B%M (az’l)} , die K schon iiberdecken. Das heifit, fiir jedes x € K
=1

i

gibt esi € {1,..., 0} mit z € B%: (x;) und es gilt

d(z,0°) > d(x;,0°) — ||x — x]| = 14, — 570, = 37a,-
Es folgt

0 :=d(K,0° > min {Tlx.?l <i< E} > 0.

2

Wir behaupten Bs(0) C A — A. Sei € Bs(0) und nehmen wir an z ¢ K — K. Dann gilt
fire+ K ={x+y;y € K} CO, dass

KU+ K)cOud KN (z+ K) = 0.
Es folgt
AMO)>AKU(x+K)=AMK)+ANz+K)—-AKnN(z+ K)) =2\K), (4.2)
und dies ist ein Widerspruch zu (4.1]). Also gilt Bs(0) C K — K € A— A. u
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Beispiel 4.9 (Eine nicht-Lebesgue-messbare Menge.) Firz € R setzen wir |z| =
r+Q und R ={|z];x € R}. (R ist als Menge isomorph zu R/Q)

Bemerke, dass |x] = |y] genau dann, wenn x —y € Q. Das Auswahlaziom lisst uns
fir jedes R € R ein x € R finden mit R = |x|. Nennen wir diese Vorschrift f. Wir

werden zeigen, dass f(R) nicht Lebesque-messbar ist.

R R
H\R/f

Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass f(R) Lebesgue-messbar ist.
Wenn M(f(R)) > 0, dann folgt aus dem Satz von Steinhaus, dass die Menge f(R) —
f(R) eine Umgebung von 0 enthdlt. Weil fir x,y € f(R) mit x # y gilt, dass x —y ¢ Q,
folgt
QN (f(R) = f(R)) = {0}
und man hat einen Widerspruch.
Wenn A(f(R)) =0, dann gilt auch A (¢ + f(R)) = 0 und hat man wegen

FR)+Q=J{g+ f(R)iqeQ}
und der Abzdihlbarkeit von Q, dass A (f(R) + Q) = 0. Weil
R=J{lz);2€ f(R)} = f(R) +Q

gibt das einen Widerspruch zu A(R) = oo.
Die Annahme, dass f(R) Lebesque-messbar ist, muss falsch sein.
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Lebesgue-Integral

5.1 Definition des Lebesgue-Integrals

5.1.1 Fiir einfache Funktionen
Wenn wir f: X C R"” — R betrachten, nehmen wir an, dass X € L.

Definition 5.1 FEine Funktion f : X C R* — [—o0,00] heifit einfach, wenn f(X)
abzdhlbar ist.

Wenn die Bildmenge unendlich abzéhlbar ist, sagen wir f(X) = {y;},cy mit y; €
[—00, 00], dann bedeutet das, dass X die disjunkte Vereinigung der Urbilder {f~"(y;)}.oy
ist. Setzen wir A; := f~1(y;), dann folgt

flz) = Zyi 1a,. (5.1)

1€N

Die Funktion 14 : R® — R ist definiert durch

14(z) = 1 falls x € A,
AT 0 falls 7 ¢ A

Man nennt 14 : R® — R die Indikator-
funktionlvon A c R™.

In der Abbildung findet man eine Darstellung von f = 15 + 2 1z mit K einer Kreis-
scheibe und R einem Rechteck. Es gilt iibrigens, dass f = 1\r + 2 1gp\x + 3 1rnk-

Eine Funktion f : X — Y ist Lx-Ly-messbar, wenn fiir alle Ly-messbare B gilt, dass
A := f~1(B) Lx-Ly-messbar ist. Die einfache Funktion f : X C R" — R in ([5.1)) ist also
L-L-messbar genau dann, wenn die A; L-messbar sind fiir alle ¢ € N.

' Die Indikatorfunktion zu A wird auch die charakteristische Funktion zu A genannt. Oft schreibt man
auch x4 statt 14.

33
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Definition 5.2 Fir eine nichtnegative einfache Funktion f : X C R" — [0,00] der

Form
f(x) = Zyl ]-AZ‘)
ieN

mit A; L-messbar fiir alle i € N, definiert man

D i MA) falls A(f7 ({o0})) =0,

/ f d)\ = 1€N mit y;€[0,00) (5‘2>
b's

00 falls X (f~' ({oc})) > 0.
Bemerkung 5.2.1 Auch wenn A (f~! ({o0})) = 0 kann die Summe oo werden. Weil in
der Summe in jedoch nur tiber nicht-negative Zahlen summaiert wird, gibt es in jedem

Fall keine Ambivalenz beziiglich der Reihenfolge in dieser Summe.

Als néchstes wollen wir auch Funktionen zulassen, die das Vorzeichen wechseln. Wenn
man sich nicht einschrénkt kann es passieren, dass oo — oo erscheint. Um derartige Pro-

bleme zu vermeiden, gehen wir wie folgt voran.

Lemma 5.3 Sei f: X C R" — [—o00, 0] eine einfache L-L-messbare Funktion. Dann
sind f* und f~, definiert durch

fH(@) = max (f(2),0) und f(x) = max (—f(z),0)

einfache L-L-messbare Funktionen und sind fX fT d\ und fX f= dX wohldefiniert in
[0, 00].

Man hat f = f* — f~und |f|= fT + f~.

—\ N
\/V

Abbildung 5.1: Links der Graph einer Funktion f : R — R und rechts der fiir f* und f~.

Beweis. Wenn A € £, dann gilt auch A, = AN (0,00) € L, 49 = AN{0} € £ und
A_=AN(—00,0) € L. Weil A=A, UAy U A_ gilt auch

()7 = () AU (D) T ) U () AL,
Weil

|
S
Z
m
™
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findet man, wenn Ay = {0}, dass

(FH) A = 7 AD U F (—00,0) € £,

und wenn Ay = () folgt
()@= Anec

Definition 5.4 Sei f : X C R" — [—o0,0] eine einfache L-L-messbare Funktion.
Man nennt f Lebesgue-integrierbar auf X, wenn fX fTd\ < oo und fX f~d\ < 0.

Man setzt in diesem Fall
/fd/\:/fJ“d)\—/f_d/\.
X X X

Bemerkung 5.4.1 Wenn eine Funktion f Lebesque-integrierbar ist, dann darf sie zwar
oo und —oo als Werte annehmen, aber nur auf Nullmengen: X ({x € X;|f(z)| = o0}) =
0. Weil das Lebesgue-Integral eine Nullmenge nicht sieht, kann man in diesem Fall die
Lebesgue-integrierbare Funktion f : X C R"™ — [—o00,00| ersetzen durch eine ebenfalls
Lebesque-integrierbare Funktion f*: X C R™ — R mit

vy [ (@) falls [f(@)] # o,
f (‘”—{ 0 falls |f(x)] = oo,

/deA:/Xf*d)\.

Das heifst wiederum, dass wir uns bei den Lebesque-integrierbaren Funktionen weiter ein-
schranken konnen auf Funktionen mit f(X) C R statt f(X) C [—o0, o0].

und findet

5.1.2 Fiir allgemeinere Funktionen

Die folgende Konstruktion sollte einem bekannt vorkommen. Der Unterschied zum Integral
aus den Analysis-1&2-Vorlesungen ist, dass nun viel mehr Teilmengen beim Approximie-
ren zugelassen sind.

Definition 5.5 Sei f: X C R" — [—00, 00]. Wir definieren das obere Integral durch

/ f d\ =inf {/ g d\;g: X — R ist einfach, Lebesgue-integrierbar und f < g} ,
X X

und das untere Integral durch
/ f d\=sup {/ g dX;g: X — R ist einfach, Lebesque-integrierbar und g < f} )
4L X X

Bemerkung 5.5.1 Das Supremum von G C R ist definiert als die kleinste obere Schranke
und s ist eine obere Schranke fir G, wenn x < s fir alle x € G. Wenn G die leere Menge
ist, ist jedes s € R eine obere Schranke und man definiert sup () = —oo. Ebenso setzt man
inf ) = co. Wenn es also keine einfache Lebesgue-integrierbare Funktion oberhalb von f
qibt, setzt man fo d\ = .
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Bemerkung 5.5.2 Fliir einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen g gilt

7de)\_Zde)\_/de>\eR.

Lemma 5.6 Sei f: X C R" — [—00,00]. Dann gilt

/ fd)\g/de)\.

Ein Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Definition 5.7 (Lebesgue-Integral) Sei f: X C R" — [—00,00]. Wenn

7de>\:/ fdx=1IE€R, (5.3)
L X

heifst f Lebesgue-integrierbar tiber X. Dieses I nennt man das Lebesgue-Integral
von f diber X und man schreibt
/ fdx:=1.
X

Bemerkung 5.7.1 Auch hier trifft Bemerkung 2u und ab jetzt werden wir nur
Funktionen f: X C R®™ — R betrachten. Das bedeutet aber nicht, dass f beschrinkt sein
MuUss.

Definition 5.8 Fiir die Menge aller Lebesque-integrierbaren Funktionen auf X C R"
schreibt man L (X) oder L' (X)

Man nennt eine Funktion f: X C R® — R lokal Lebesgue-integrierbar auf X,
wenn fig : K CR"™ — R Lebesgue-integrierbar iiber jede kompakte Teilmenge K C X ist.
Fiir die Menge aller lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X C R™ schreibt man
Lo, (X) oder L}, (X).

Lemma 5.9 Sei f : X C R" — (—o00,00). Wenn man fir jedes ¢ > 0 zwei einfache
Lebesgue-integrierbare Funktionen g1, gs : X — (—00,00) finden kann derart, dass

1. g1 < f<gound
2. fng d)\SfXgl d)\+€,

dann ist f Lebesgue-integrierbar iber X und

/gldAg/fdAs/deA.
X X X

Beweis. Sei ¢ > 0, dann hat man einfache, Lebesgue-integrierbare Funktionen ¢, go mit

/gld/\g/ fd)\g/ fd/\g/ggd/\g/gldA+s.
X J x X X X

Also gilt [ N f dX € R und auch

/ fdAg/de)\g/ fdr+e.
J_ X X
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Weil diese Abschétzung fiir jedes € > 0 gilt, folgt (5.3]) und die Lebesgue-Integrierbarkeit.
]

Der wichtigste Unterschied vom Lebesgue-Integral zum Riemann-Integral ist die Viel-
zahl der Approximationsmoglichkeiten. Die elementaren Funktionen sind nun auf Lebesgue-
messbare Mengen definiert und diirfen abzéhlbar viele Werte annehmen. Zum Beispiel ist

die Funktion \
_ | Ofalls z € R\Q,
f(m)—{ x falls x € Q,

Lebesgue-integrierbar. Weil Q abzéhlbar ist, ist diese Funktion sogar einfach. Weil \(Q) =

0 folgt
/ fdx=0.
R

Bemerkung 5.9.1 Se: X eine Teilmenge von R", die uns erlaubt das Riemann-Integral
tber X zu definieren. Wenn f : X C R"™ — R Riemann-integrierbar ist, dann ist f

Lebesgue-integrierbar, und es gilt
/fd)\:/ f(z) dx.
X X

Diese Aussage trifft nicht unbedingt zu, wenn man sich das uneigentliche Riemann-
Integral anschaut.

Wenn man fol f(z)dz fir f(z) = %sin (%) betrachtet, dann findet man fir das unei-
gentliche Riemann-Integral

1
1 1
lim —sin (—) dx existiert in R
elo J. X x

aber auch

/ f d\= —o0 und f d\ = o0,
J_(0,1) (0,1)

denn weil fol fHf(x)de =00 = f01 f~ (z) dx gilt, gibt es keine einfache Lebesque-integrierbare
Funktionen sowohl oberhalb von f als auch unterhalb von f .

f fr

Abbildung 5.2: Der n-te Buckel von rechts fiir f(z) = < sin (2), gemeint ist der auf dem
Intervall (ﬁ, =), hat eine Flicheninhalt der GroBenordnung +. Fiir das uneigentliche
Riemann-Integral findet man so eine konvergente alternierende Folge, die jedoch nicht

absolut konvergiert.
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5.2 Von stetig zu integrierbar
Eine Funktion f :R"™ — R ist stetig, wenn:
BeT CcPR) = f1(B)eTcCPR"

Dann folgt auch
BeAr CcPR) = f1(B) € Ar C P(R").

Satz hat uns gezeigt, dass die Borel-Mengen in R" in der Lebesgue-o-Algebra liegen.
Also weil A7 C £ C P(R) gilt, folgt

Be Ar CcP(R) = f'(B) € L C PR

und das liefert uns genau:
Lemma 5.10 Fine stetige Funktion f : R™ — R ist L-Ar-messbar.

Um zu zeigen, dass f L-L-messbar ist, miisste man beweisen, dass
BeLCPR) = fHB)eLcCPR".
Weil £ mehr Mengen enthélt als A7 wére dies eine schwerere Bedingung.
Setzen wir
Ang=fH([k27", (k+1)27")) und A = {z € R";|f(z)| = oo} .
Wenn f : R" — R L-Ar-messbar ist, dann folgt aus die Tatsache, dass halboffene Interval-

le [a, b) Borel-Mengen sind, dass die A, ; € P(R™) L-messbar sind. Dann folgt wiederum,
dass

Gn =Y k27" 1y, und by =Y (k+1)27" 14,

keZ keZ

einfache £-L-messbare Funktionen sind und auflerdem gilt fiir x € A, ;, dass
gn(x) =k27" < f(x) < (k+1)27" = hy(x).
Weil die {A,, 1}, disjunkt sind und weil | J,c; Ani = R, folgt

In < f < h, <g,+27" auf X. (5.4)

Lemma 5.11 Sei A\(X) < oo. Dann ist eine beschrinkte L-Az-messbare Funktion f :
X CR® —» R Lebesgue-integrierbar tiber X .

Beweis. Man verwende ([5.4) und A\(X) < oc. u

Bemerkung 5.11.1 Weil stetige Funktionen auf kompakte Teilmengen beschrinkt sind,
st f: K CR" = R, mit f stetig und K kompakt, Lebesque-integrierbar iber K.
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5.3 Kombinationen messbarer Funktionen

Wir haben nun messbar und integrierbar definiert aber haben Fragen, wie man mit solchen
Funktionen rechnet, bis jetzt unbeachtet gelassen.

Einige Resultate, die niitzlich sind wenn man mit £-A7-messbare Funktionen rechnet,
folgen:

Satz 5.12 Sei (X, A, p) ein Mafsraum. Seien f, g, fr : X — R A-Ar-messbar fir k € N.
Sei c € R. Dann sind auch

cfv‘f%_gv(fga|fh nﬂn(fyg)aInaX(faQ))iQ&jkal%ninfjkvsupjk und hnﬂsupjk

ke k—o0

A-Ar-messbar. Wenn g(x) # 0 fir x € X ist auch é A-Ar-messbar.

Beweis. Weil die offenen Intervalle eine Basis fiir 7 bilden, reicht es, wenn wir nur die
A-Messbarkeit der Urbilder von Intervallen (a, b) zeigen. Weil

(a,b) = (a,00)\ [ (b= 27", 00)

konnen wir uns sogar beschrianken auf Intervalle (a, 00).
1) ¢f. Fiir ¢ > 0 findet man

(cf) " (a,00) = {z € X mit ¢f (z) € (a,00)}
= {x € X mit f(z) € (c’la, oo)} = f1 (cfla’ oo) c A.

Fiir ¢ < 0 folgt dhnlich
(cf) " (a,00) = f1 (—oo,c'a) € A
und fiir ¢ = 0 finden wir

feA fallsa>0,

1 .
) (a’oo)_{ X €A fallsa<0.

2) f+ g. Man kann kontrollieren, dass

(f+9) " (a,00)= [ (f(p,o0) g (g,0))

P,q€Q
p+g>a

und diese Menge ist A-messbar als eine abzdhlbare Vereinigung von A-messbaren Mengen.
3) fg. Weil fg=1(f+ 9)° — 5% — 197 geniigt es, wenn wir nur f? betrachten:

f_l (\/av OO) U f_1 (_007 _\/a) fir a > 0,
X fiira <0,

(%) (a,00) = {

ist A-messbar.
4) |f|. Man hat

1 (a00) = { f7 (@,00) U 77 (=00, ~a) fiir a >0,

X fiira <O.
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5) Weil min (f, g) = 5f + 39 — 5 |f — g/ und max (f,9) = 5f + 39 + 5 |f — g| folgt die
Messbarkeit aus den vorhergehenden Ergebnissen.
6) infren fr. Man verwende:

(mf fk) T aoo) = () 0 o).

keN
keN

7) supyen fr- Man verwende:

(sup f) la.00) = [ () [a,00).

keN Pt
8) liminfy o fr. Man verwende:

hrn mf fr = sup mf fk
meN k

9) lim sup,_.. fr. Ahnlich wie beim lim inf.
10) . Das wird eine Hausaufgabe. ]

5.4 Von integrierbar zu fast stetig

Lemma 5.13 Fine lokal Lebesgue-integrierbare Funktion f : R™ — R ist L-Ar-messbar.

Beweis. Auf jeder abgeschlossenen Kugel Bg(0) ist f Lebesgue-integrierbar. Dann exis-
tieren fiir jede n € NT einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen gy, h, : Br(0) — R
mit

gn < [ < hy

1
/ gndAg/ hdAs/ hndAg/ guirt - (5.5)
Br(0) Br(0) Br(0) Br(0)

Setzen wir goo = SUp, ey gn Und hoo = inf,en by, dann sind go, und he, L£-Ar-messbar auf
Bgr(0) und auBerden gilt

Joo < f < heo,

/ oo d)\:/ heo d\.
Br(0) Br(0)

Setzt man D,, = {x € Br(0); |goo () — hoo(z)| > %}, dann gilt

A(Dy) = 0.

Weil
D = { € Ba(0); 9oe(@) ~ hoo(@)] # 0} = |J Da

neN+

hat man A\(Dy) = 0. Fiir jedes a € R hat man

g (a,50) € (f7" (a,00) N Bal0) ) € b (a.00),
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und weil A\(Dy,) = 0 gilt, ist h! (a,00) \gz! (a,00) eine Nullmenge. Weil

b2 (a,00)\ (47 (a,50) N Br(0))

eine Teilmenge einer Nullmenge ist und weil £ Vollsté'undig ist, ist diese Menge und auch
£~ (a,00) N Br(0) L-messbar. Dann ist auch f~'(a,00) = Upens /" (a,00) N Bg(0)
L-messbar. Wir finden, dass die Funktion f £-Az-messbar ist.

Beispiel 5.14 Funktion 1o : R — R

[ 0 falls z € R\Q,
lo(x) = { 1 falls 2 € Q,

1st L-L-messbar, sogar Lebesgue-integrierbar auf R, aber auch nirgends stetig. Denn fiir
jedes x € R und § > 0 gibt es y € R mit |z — y| < § und |1g(z) — 1g(y)| > L. Jedoch 1g
st eine messbare Funktion und nicht sehr weit entfernt von einer stetigen Funktion. Fiir
jedes beschrinkte Interval [a,b] und € > 0 kann man eine kompakte Teilmenge K C [a, b
finden mit A (Ja,b] \K) < ¢ derart, dass 1g : K — R stetig ist. Eine Konstruktion von K
st zum Beispiel die folgende.

Sei {q;}en eine Abzihlung von Q M [a,b] und setze

= [a, 0]\ U(% — 27, g+ 277 ).

i€N

Man zeigt direkt, dass K beschrdnkt, abgeschlossen und darum auch kompakt ist, und dass
A([a, b]\K) < e gilt. Weil (1g);c = 0, ist diese Funktion sogar konstant auf K.

Obwohl dieses Beispiel zeigt, dass messbare und intergrierbare Funktionen nirgends
stetig zu sein brauchen, zeigt das folgende Ergebnis, dass eine messbare Funktion doch
auch wieder nicht sehr weit entfernt ist von einer stetigen Funktion.

Satz 5.15 (Lusin) Sei f: R" — R L-Ar-messbar, set A C R™, mit A € L und \(A) <
00, und sei € > 0, dann existiert eine kompakte Menge K C A derart, dass

AMA\K) < e und
2. fik st stetig.

Bemerkung 5.15.1 Der urspriingliche Satz ist allgemeiner formuliert. Wir haben uns
den Satz von Lusin zurecht geschnitten fiir das Lebesque-Maf.

Jrﬂ — |

Abbildung 5.3: Man kann eine beliebig kleine Menge aus dem Definitionsgebiet heraus-
nehmen und bekommt eine stetige Funktion auf dem Rest.
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Beweis. Setze B;; = [Zi—l,%) fir ¢+ € N und 5 € Z. Fiir jedes ¢ € N hat man

R =,z Bij- Als niichstes definieren wir
Ai,j - A N fil (BZJ) .

Bemerke, dass (J,.; Ai; = A. Weil f eine messbare Funktion ist, sind sowohl f~" (B; ;)
als auch A;; messbar. Wegen Satz gibt es kompakte K;; C A;; mit A (A4;;\K;;) <

2-3=i=lile. Es folgt, dass

A (A\ U K,,j) -\ (U A\ K,-,j> <

jeL JEL jez
<A (U (Ai,j\Ki,j)> < 22—3—i—|j|5 < o-l-ig
JEZL el

Dann gibt es N.; € N mit

A A\ U Ki,j < 2_1_i€.

‘j‘SNe,i

Definieren wir K; = UIjISN“- K;; und f; : K; — R durch
filz) = J falls v € K;;.
i+1 !
Weil die {A;;},., und desshalb auch die {K;;} ., disjunkt sind, sind diese Funktionen

wohldefiniert. Weil die K;; kompakt sind, gilt d (K ;,, K;j,) > 0 fir j; # j, und die f;
sind stetig auf K;. Auflerdem sind die f; so definiert, dass

1
Nun setzen wir K = [,y K. Die Menge K ist kompakt und

AAK) <3 AA\K) <Y 27 e =e

ieN ieN
Auflerdem gilt, dass die f; stetig sind auf K und dass
lim f; = f gleichmafig auf K.

Dann ist auch f stetig auf K. ]

5.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Fiir das Lebesgue-Integral gibt es d&hnliche Ergebnisse wie beim Riemann-Integral.

Lemma 5.16 Secien fi, fo : X C R®™ — R Lebesque-integrierbar iiber X und sei o, 3 € R,
dann ist af; + B fy Lebesgue-integrierbar iber X und

/X(Oéfl‘i‘ﬁﬁ) dA:a/Xfl d)\+6/Xf2d)\.
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Bemerkung 5.16.1 Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen tiber X, also
L (X), bilden einen Vektorraum. Wenn man dabei eine Norm haben mdchte, konnte man
sich iberlegen, ob ||.||x) definiert durch

1l = /X £l

verniinftig wdre. Die meisten Eigenschaften eines Norms sind erfillt. Aus HfHE(X) =0
folgt aber nicht, dass f =0 sondern nur A ({z € X; f(z) # 0}) =0.

Beweis. Wenn « und 3 positiv sind, kann man aus einfachen Funktionen g, = ), en Vi la,,
oberhalb von f; und ¢, = zieN Yo2,i 14,, oberhalb von f; eine neue konstruieren, die ober-
halb der Summe o f; + (f; liegt. Man definiere

9= Z (ayri + By2i) La,inAs,- (5.6)

i,jEN

Mit (5.6) und Lemma kann man nun das gewiinschte Resultat bekommen. Wenn
zum Beispiel o < 0, dann verwendet man fiir diese Konstruktion eine unterhalb liegende
einfache Funktion. Eine dhnliche Anderung ist notwendig falls 3 < 0. [

Lemma 5.17 Sei f : X; U Xy C R* — R Lebesgue-integrierbar tiber X, und iiber Xs.
Wenn X\ (X1 N X3) =0, dann gilt f ist Lebesque-integrierbar iber X1 U Xy und

/ fdx= fdx+ fan.
X1UXso X1 Xo
Beweis. Fiir den Leser. [ ]
Lemma 5.18 Fulls f1, fo : X CR™ — R Lebesgue-integrierbar sind iber X und f; < f,
dann gilt

/f1 d)\é/ f2 dA.

D' X

Beweis. Fiir den Leser. ]

Lemma 5.19 Fualls f : X C R" — R Lebesque-integrierbar ist iber X, dann ist |f|
Lebesque-integrierbar iber X und es gilt

/dex‘g/xm d\.

Beweis. Fiir den Leser. ]
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Konvergenz in Sorten /I W

6.1 Lebesgue-Klassen

Von den messbaren Mengen sind die Nullmengen eigentlich nicht sehr interessant. Man
bemerkt sie kaum, weil sie so klein sind. Ebenso ist es, wenn man messbare Funktionen
betrachtet, meistens nicht sehr interessant, was diese auf Nullmengen machen. Werden
Funktionen integriert, dann ist der Wert des Integrals unabhéngig von den Funktionswer-
ten auf Nullmengen. Fiir Funktionen, die nur auf Nullmengen verschieden sind, definiert
man daher folgendes.

Definition 6.1 Sei (X, A, 1) ein Mafsraum. Sei A € A und seien f,g: A — R A-Ar-
messbare Funktionen. Man sagt

f =g p-fast-tberall auf A C X,
wenn p{x € A; f(x) # g(x)} = 0. Abgekiirzt: f = g p-f.il]
Fiir die £- A7-messbaren Funktionen auf X C R” definiert man so eine Aquivalenzrelation:
f ~ g auf X genau dann, wenn f = g p-f.i. auf X.

Fiir die Menge der Aquivalenzklassen von £ (X) beziiglich ~ wird die folgende Schreib-
weise verwendet:

L'X)=LX)/~.
Das Auswahlaxiom erlaubt uns, aus jeder Klasse f € L' (X) einen Vertreter f € £ (X)
zu finden, und man definiert

1€l ) = /X f] dx.

Fiir diesen Vektorraum L' (X)) ist ||. || 11(x) €ine Norm. Man bemerke, dass diese Norm nicht
abhéngt vom gewihlten Vertreter: Wenn f; und f; beide f vertreten, dann heifit das f; =
fa A-f.i. und bedeutet, dass eine einfache Funktion oberhalb von | f;| nur auf Nullmengen
gedndert werden muss (man ersetzt den Funktionswert dieser einfachen Funktion auf
diesen Nullmengen durch oo), um eine einfache Funktion oberhalb von |fs| zu finden.
Ahnliches gilt fiir einfache Funktionen unterhalb von |f;| und man findet

[ istax= [ 1zl ax

In Englisch: f.ii = a.e. (almost everywhere)

45
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Lemma 6.2 Sei X C R™ L-messbar. Dann ist <L1 (X), H'HLl(X)) ein normierter Raum.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass [/f||;, y, wohldefiniert ist fiir f € L' (X) und
miissen nur noch zeigen, dass die Eigenschaften einer Norm erfiillt sind.

1. Wenn |[f]|;,x) = 0, dann bedeutet dies, dass Jx |f] d\ = 0 fiir einen Vertreter f

von f. Wenn [ |f| d\ =0 folgt f = 0 A-f.ii. und das bedeutet wiederum f = 0 in
L' (X).

2. Sei o € R. Wenn f ein Vertreter von f ist, ist af ein Vertreter von af, und es folgt
ol = [ lasl dx=lal [ 11 dx= ol £,
b's b's
3. Ahnlich folgt, dass f + ¢ ein Vertreter von f + g ist, und

I+ gl = [ 1F+al dh< [ (f1+1g) dh= 1€ + I8l
X X

6.2 Konvergenz bei messbaren Funktionen

In dem Beweis von Satz haben wir die Konvergenz von (gleichméifig) stetigen Funk-
tionen verwendet. Wir erinnern uns an den Satz aus Analysis 2, dass fiir eine Folge von
stetigen Funktionen {f; : K — R},_, die gleichméfig konvergieren, auch die Grenzfunk-
tion f mit f(z) = lim;_ fi(z) wieder stetig ist. Wie geht man bei Konvergenz von
A-messbaren Funktionen vor?

Fiir ein Mafl p definieren wir die p-f.ii.-Konvergenz wie folgt:

Definition 6.3 (Fast-iiberall-Konvergenz) Sei (X, A, p) ein Mafsraum. Sei A € A
und seien fi, f: A — R mit k € N A-Ar-messbare Funktionen. Man sagt:

fx — [ fir k — oo p-fast-tiiberall auf A C X,

wenn es eine messbare Menge B C A gibt mit n(A\B) = 0 und fi(x) — f(x) fir alle
T € B.

Bemerkung 6.3.1 Firx € A\B darf die Folge fy(x) divergieren oder auch konvergieren
gegen einen beliebigen Wert.

Beispiel 6.4 Definieren wir fir n € N* die Funktionen f,, : [0,1] — R durch f,(z) = x™,
dann gilt
fo— 0 A-fa. auf [0,1].

Sogar gilt
fi— 0 A-fa. auf [0,1].
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Definition 6.5 (Konvergenz in £ (X)) Se: f, fi, € L' (X) fiir k € N,
Man sagt fr — f in L' (X), wenn

Jim 1= flles = 0

Bemerkung 6.5.1 Die Grenzfunktion ist nicht eindeutig; man kann nur sagen, dass alle
mdglichen Grenzfunktionen zu fr genau eine Klasse aus L*(X) bilden.

Fir die Funktionen f,(z) des letzten Beispiels gilt lim, oo || fullz1(o) = 0. Weil
1f2ll 1oy = 1 konvergieren die Ableitungen nicht nach 0. Konvergieren sie vielleicht
gegen eine andere Funktion ¢g? Man kann zeigen, dass ||f,’l||£1([071_8]) — 0 fiir £ > 0. Dann
folgt g = 0 A-L.il. auf [0, 1 — €], also auf [0, 1], und [|g|| z1(, 1, = 0 liefert einen Widerspruch:

£, — 9”0([0,1]) 2 HféHz:l([o,ﬂ) - HSJ“cl([o,l]) = Hf;sz:l([o,l]) — L

Definition 6.6 (Konvergenz im Maf}) Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Sei A € A und
seien fr, [+ A — R mit k € N A-Ar-messbare Funktionen. Man sagt:

frx — f nach dem Maf p auf A C X,

wenn fir jedes € > 0 gilt, dass

Tim i € A |fule) = f(@)] > e} =0.
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Abbildung 6.1: Zusammenhang der Konvergenzbegriffe

Diese verschiedenen Arten von Konvergenz sind nicht unabhéngig. In Abbildung [6.1
findet man einige Zusammenhénge. Weiter ist es so, dass wenn f;, — f konvergiert in
Typ 1 und fr — g konvergiert in Typ 2, nicht unbedingt f = g gelten muss. Wenn beide
Konvergenztypen mit Hilfe des A-Mafles definiert sind, folgt meistens nur f = g A-f.ii. Es
folgen einige Beispiele zu den ,,% “-en in dem Bild. Die Implikationen in dem Bild kann
man direkt zeigen.

Beispiel 6.7 Die Funktionenfolge fi, : R — R mit fi (z) = e lo—kl® konvergiert punktwei-
se (nach 0), aber nicht gleichmdflig. Sie konvergiert auch nicht nach dem Maf§ .

10
08 o8}
06 o5}
04 04
02 9

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Beispiel 6.8 Die Funktionenfolge f, : R — R mit fu(x) = Vke ™ konvergiert \-f.ii.
und nach dem Maf X (nach 0), aber nicht punktweise und nicht in L' (R).

N S Y N S

Beispiel 6.9 Setzen wir gpm(z) = Ljpo-m (pp1)2-m) fiirm € Nundk € {0,1,2,...,2™ —1}.
Die Funktionenfolge fy, : [0,1] — R mit

{fk}keN = {90,07 go,1, 91,15, 90,2,91,2, 922,932, 90,3,91,3,923; - - }

konvergiert in L' ([0, 1]) und nach dem Maf X (nach 0), aber nicht punktweise.
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Il

Beispiel 6.10 Die Funktionenfolge hy, : [0,1] — R mit hp(z) = kfy(z) und fi, wie im
letzten Beispiel, konvergiert nach dem Mafi A (nach 0), aber nicht in L ([0,1]) oder A-f.i.

6.3 Egoroff’s Konvergenzsatz

Wenn eine Funktionenfolge gleichméBig konvergiert auf A C R™ und A(A) < oo, dann folgt
auch Konvergenz im Mafl und in £!(A). Gleichmiiliige Konvergenz ist eine sehr ‘starke’
Konvergenz. Trotzdem ist sie nicht sehr weit von Fast-iiberall-Konvergenz entfernt.

Satz 6.11 (Egorofff) Sei (X, A,p) ein Mafraum. Sei A € A mit u(A) < oo und seien
fe f: A= R, mit k € N, A-Ar-messbare Funktionen mit

fx — [ p-fast-iiberall auf A fiir k — oo.
Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine A-messbare Menge B C A derart, dass
1. u(A\B) < ¢ und
2. fi — [ gleichmdf$ig auf B.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir definieren fiir 7, j € N die .A-messbare Mengen

Cij = J{o € 4 |fulx) - fla)] > 27}

k>j
Weil C; ; O C; j4q fiir alle ¢, 5 € N folgt

00 > i (A) > p(Ciq) > > pu(Cij) > p(Cijyr) > --->0.

Also existiert lim;_, ¢ (C; ;) als Grenzwert einer fallenden beschréinkten Folge. Wenn fiir
r € A gilt, dass fi, (z) — f (x) fiir k — oo, dann gilt | fx(x) — f(z)| < 27¢ fiir alle k > k;
mit k; geniigend grof}, und es folgt € C; ; fiir j > k;. Weil fi, — f p-fast-iiberall auf A,

2Am Anfang des letzten Jahrhunderts wurden kyrillische Buchstaben anders “iibersetzt” als heutzu-
tage. Statt Lusin und Egoroff wiirde man jetzt Luzin und Egorov schreiben. Aus Gewohnheit hat man
die alte Schreibweise beibehalten.
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hat man lim; .. p (C;;) = 0 fiir jedes i € N. Dann gibt es fiir jedes ¢ € Nein N;. € N
derart, dass p(Cj n,.) < 27" 'e. Wir setzen

B=A\|JCin,.
ieN
und konnen folgern, dass
A\B (U Ci,NLa) < ZIM (Ci,Ni,e) <é€
ieN ieN
Fiir alle x € B, k > N;. hat man |fi(z) — f(2)] < 27° und das besagt, dass f, — f

gleichméfig konvergiert auf B. [

Korollar 6.12 Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Sei A € A mit u(A) < oo und seien f, f :
A — R, mit k € N, A-Ar-messbare Funktionen. Wenn

fr — [ A-fid. auf A fir k — oo,

dann gilt
fx — f im p-Maf$ auf A fiir k — oo.
X
AMX) < o0 S

Abbildung 6.2: Eine Erweiterung von Abbildung

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir werden zeigen, dass es fiir beliebiges > 0 ein k.5 € N gibt
derart, dass fiir k > k. s gilt

pl{xr € A;|fe (x) — f(x)] > e} <. (6.1)

Wegen des Satzes von Egoroff gibt es As C A mit A (A \ As) < und fr — f gleichméBig
auf As. Dann gibt es also ein k;. derart, dass fiir k > k;. gilt

sup | fi. (v) — [ (2)] <e.

TEAS

Dies bedeutet, dass fiir & > ks,
{z € Ailfu(zx) = f(x)] >} C A\ Ay,
und wir finden (6.1)). |
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6.4 Integrale mit Werten in [0, oo]

Wir haben das Lebesgue-Integral in Definition erst fiir einfache positive Funktionen
definiert und haben Werte in [0, co] erlaubt. Wenn man vorzeichenwechselnde Funktionen
betrachtet, dann hat man ein Problem, wenn sowohl [ « JTdX = o0, als auch / AN =00
gilt. Das haben wir vermieden, indem wir nur endliche Werte zugelassen haben. Fiir
die néchsten Kapitel, wo manchmal Integrale fiir nicht-negative Funktionen betrachtet
werden, ist es bequem, hierauf zuriick zu kommen und wiederum Werte in [0, 00| zu
erlauben. Das heifft, wenn f > 0 Lebesgue-messbar auf X ist und

sup {/ g dX\;g: X — R" ist einfach, Lebesgue-integrierbar und g < f} =0 (6.2)
X

dann setzen wir

wa:m. (6.3)

Lemma 6.13 Fir jede nicht-negative L-Ar-messbare Funktion f : X C R" — R gilt
[x [ dX\ € [0,00]. Genauer gesagt, entweder

1. f ist Lebesque-integrierbar wie in Deﬁm’tion und [, f dX €[0,00), oder
2. gilt und man setzt [ f dX\ = oo.

Bemerkung 6.13.1 Nur im ersten Fall, also wenn fX f dX € [0,00) gilt, nennt man f
Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir betrachten X, = {z € X;k < ||z| < £+ 1}. Dann gilt X =
Uren Xk und A(Xy) < (2k +2)". Wir setzen ¢, = (2k +2) " 27 1c und

Ajr =" lew, (G + 1D ex) N Xy
und definieren die einfachen Funktionen

g: =Y jerla,, und he =Y (j+1)epla,.

j,keN 4,kEN

Es folgt, dass

/gsd)\g/ fd)\g/ fd)\g/ hEdAg/ g A\ + e A(X)
X <Xy, X Xk Xk

und weil wir €, so definiert haben, dass

Ek )\(Xk) S Q_k_le

/gsd)\g/ fd/\g/ fd/\g/hgd)\g/gad)\—ke.
X J X X X X

Also entweder [ + 9= dA und / + he dA sind endlich und wir kénnen aus Lemma folgern,
dass die erste Moglichkeit zutrifft. Wenn [, g. d\ = oo zutrifft, folgt die zweite Moglich-
keit. [

folgt sogar
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Limes und Integral I W

7.1 Das Lemma von Fatou

Satz 7.1 (Das Lemma von Fatou) Sei X € £ und fr, : X C R* — [0,00) mit k € N
eine Folge L-Ar-messbarer Funktionen. Dann gilt

/ liminf fi d\ <lim inf/ fr dA. (7.1)
X k—oo Jx

k—o0

Beweis. In Satz haben wir gezeigt, dass auch liminf; .. fr L£-Az-messbar ist.
Dann kénnen wir liminfy_, ., fx von unten approximieren durch einfache Funktionen g =
> ien 9ila,, wobei g; € [0,00) und A; disjunkte £-messbare Mengen in X sind:

g <liminf f; und / gd\ < / liminf fi dA.
k—oo X X k—o0

Nehme ¢ € (0,1) und setze
By ={z € A;; fo(x) > tg; fur alle £ > k}.
Man hat Bi,O C Bi,k C Bi,k+1 c .- C Al und weil t < 1, fOlgt hmkﬂoo )\<Bz,k) = )\(Az)

Man findet, dass
/fkd»Z/ fiodh > S tg A (B

1EN ieN
und auch

lim inf /X fr d\ > ligg}thgi A(Big) >

hee ieN
> Ztgi liﬂglf/\ (Bix) > Ztgi A(A) = t/Xg dA.
ieN ieN

Weil dies fiir beliebige ¢ € (0, 1) gilt, hat man

liminf/ fr d\ > / g d\.
Wegen Lemma kann man das Integral links in (7.1)) von unten mit einfachen £-Az-

messbaren Funktionen g approximieren in [0, oc|. Es folgt

/ liminf f d\ = sup /g d\ < hm mf/ fr dX. ]
x koo 9<f b'e
g einf. L—A7-m.

23



54 Woche 7, Limes und Integral

Beispiel 7.2 Die Ungleichung im Lemma von Fatou ist echt, das heifit, im Allgemeinen
kann man < nicht ersetzen durch =. Betrachte f;, : [0,1] — R mit f.(z) = k®>ze . Man
hat limy, o, k2xe=*® = 0 fiir jedes x € [0, 1] und es folgt

1 k
lim Ere *der = lim ye Ydy = klim (1—(k+1) e_k) — 1,

k—o0 0 k—o00 0

1 1
/ lim k?ze *de = / 0 dr =0.
0 koo 0

NN

Abbildung 7.1: Einige Funktionen f; aus dem Beispiel: k = 4,9, 16, 25, 36.

7.2 Monoton oder majorisiert

Die Ungleichung in Fatous Lemma kann durch eine Gleichung ersetzt werden, wenn man
weitere Bedingungen fiir die Funktionenfolge annimmt. Eine erste Moglichkeit betrifft
Funktionenfolgen, die wachsend sind. Fiir solche monotonen Funktionenfolgen hat man
das folgende ‘bessere’ Ergebnis.

Satz 7.3 (Monotone Konvergenz) Sei X L-messbar und fr : X C R" — [0,00) mit
k € N eine monoton wachsende Folge L-Az-messbarer Funktionen:

0<h<f< - <fi<finn<....
Dann gilt
/ lim fi d\ = lim fr dA. (7.2)
x k—o0 k—oo [y

Bemerkung 7.3.1 So wie dieser Satz formuliert ist, ist er nur auf nicht-negative Funk-
tionen direkt anwendbar. Fir solche Funktionenfolgen kann man in ein Ergebnis
in [0, 00] erwarten. Fir vorzeichenwechselnde Funktionen wdre es maglich, dass man den
Satz auf f;" und f, anwenden kann und wenn man dabei nicht oo — oo erhilt, hitte man

auch da das Ergebnis in (7.9).

Beweis. Weil {f,(2)},oy fiir jedes € X und { [ fi d)\}keN wachsende Folgen sind,
konvergieren sie entweder zu einem Wert in R oder streben nach oco. Auf jeden Fall ist
dann liminf gleich lim, moglicherweise als uneigentlicher Limes co. Wegen des Lemmas
von Fatou gilt

/ lim fp dA < lim [ fi d\
X k—o0 X

k—o0

Fiir die andere Richtung verwendet man, dass f; < limy_ fx. Es folgt, dass

/fgd)\g/ lim fi d\
X Xk—>oo

l—00 X Xk:—»oo

also auch
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Eine zweite Moglichkeit ist die zusétzliche Bedingung, dass alle Funktionen durch eine
feste Lebesgue-integrierbare Funktion majorisiert werden.

Satz 7.4 (Majorisierte Konvergenz) Sei X L-messbar und f, : X C R* — R mit
k € N eine Folge L-Az-messbarer Funktionen mit folgenden Figenschaften:

1. Es gibt eine Lebesgue-integrierbare Funktion g : X — [0,00), also fXg d\ < o0, die
die Funktionen |fx| ,,majorisiert “: | fx| < g A-fast-iiberall fir alle k € N, und

2. fr — [ A-fast-iiberall in X fiir k — oo.
Dann gilt

lim /X fp d\ = /X  d. (7.3)

Bemerkung 7.4.1 Auf Englisch heiffit dieser Satz: ‘the dominated convergence theo-
rem’. Dieser Satz ist anwendbar auf vorzeichenwechselnde Funktionen. Die Finschrinkung
durch eine Lebesque-integrierbare Funktion g sorgt dafiir, dass der Fall oo — oo nicht vor-
kommt.

Beweis. Weil |f;| < g Afast-iiberall und f, — f A-fast-iiberall gilt, folgt auch |f| < g
Mfast-tiberall. Also folgt aus der Dreiecksungleichung, dass

0<2g—|f] —|—fel <29 —|fx — f| Afast-tiberall.
Wegen des Lemmas von Fatou hat man
2/ gd)\:/1iminf(29—|fk—f|)d)\§
X x k—oo
§liminf/ (29 — ]fk—f\)d)\:2/ g d)\—limsup/ |fr — f] dA.
k—oo Jx X k—oo JX

Es folgt

k—o00

lirnsup/ |fx — f] dA=0.
b

Dann ist der Limes Superior sogar ein Limes und weil

/(fk—f> dA‘g/\fk—fr a\
X X
gilt, folgt (7.3). n

Als eine Folge dieser Konvergenzsiatze bekommt man das folgende Ergebnis.

Korollar 7.5 Sei f, fi, € L' (X) mit k € N derart, dass fr, — f in L' (X). Dann gibt es
eine Teilfolge { fi, },cn derart, dass fi, — f A-fast-iiberall.

Beweis. Weil || fy — f[|z1(x) — 0 fiir kK — oo gibt es eine Teilfolge {fk, };cy mit

1o = Fllgr <277
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Wir wenden Satz an auf g, = Zf:o | ft; — f] und bekommen

/Z|fki—f| d/\:/ lim g, d\ = lim [ g, d)\ =
XieN XZ—»OO l—o0

X

¢ ¢
Z}E&/X;Vkrﬂ dAa{@%/erh—fr ax =
:Z/X‘fkl_ﬂ d)‘:Z“fki_ngl(X)Sz

1€N €N

Weil [ > en e — ] dX < oo folgt D, |fk, — f| < oo Afast-iiberall. Weil in eine

konvergente Folge die Termen nach 0 konvergieren, gilt auch:
lim |fx, — f| = 0 A-fast-iiberall

und es folgt lim f;, = f M-fast-iiberall. [ ]

7.3 Vollstindigkeit von L' (X)

Die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals zeigen, dass £! (X) und auch L' (X) eine Vek-
torraumstruktur haben. Definiert man fiir f € L' (X)

1€l ) = /X £ (7.4)

mit f ein Vertreter von f, dann ist dies eine Norm auf L' (X). Wir wiederholen die
Bedingungen, die eine Norm erfiillen soll.

Die Funktion p : V' — [0,00) heiBt eine Norm fiir den Vektorraum V' (eigentlich
(V,+,R,.)) falls:

1. p(cf) = |c|p(f) fiir alle c € R und f € V;
2. p(f+g) <p(f)+p(g) fur alle f,g € V;
3. p(f) =0 fiir f € V genau dann, wenn f = 0.

Wenn nur die ersten zwei Bedingungen erfiillt sind, nennt man p eine Seminorm.

Definition 7.6 Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum und p eine Seminorm auf diesem Vektor-
raum. Eine Folge {fi},cy C V' heifst Cauchy-Folge beziiglich der Seminorm p, wenn es
fir alle e > 0 ein N, € N gibt derart, dass fir k,¢ > N, gilt p(fx — fo) < e.

Definition 7.7 Ein Vektorraum (V,+,R,.) heifit vollstindig beziiglich der Semi-
norm p, wenn es fir jede p-Cauchy-Folge { fi.},cy C V' mindestens eine Funktion f € V
gibt so, dass klim p(f—fr)=0.

Definition 7.8 Ein normierter Vektorraum (V,+,R,..||-||), der vollstindig ist beziiglich
der Norm |||, heifit Banachraum.
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Satz 7.9 L' (X) ist vollstindig beziiglich der Seminorm p definiert durchp(f) = [, |f] d.

Bemerkung 7.9.1 Wenn L' (X) vollstindig ist beziiglich der Seminorm p, ist L' (X)
vollstindig beziiglich der Norm ||| 11 x), anders gesagt: (Ll (X),+.R, ., ||~||L1(X)> ist ein

15,00 g ;g
-ﬂl) E
=

Banachraum.

H.CHYLINSKI PWPW 82

Die Theorie der Banachriume ist das zentrale Thema der Funktionalanalysis. Ba-
nachriume spielen eine sehr wichtige Rolle in den Anwendungen. Wenn man ndmlich
imstande ist, die Losung eines Problems zu approxzimieren, dass heifit, eine Cauchy-Folge
von approzimative Funktionen in einen passenden Banachraum zu finden, garantiert die
Vollstindigkeit, dass diese Folge eine Grenzfunktion im gleichen Vektorraum besitzt. Wenn
man dann auch noch zeigen kann, dass die gewiinschte Eigenschaft (der Losungsbegriff)
auf irgendeine Art stetig ist unter ein solches Approximationsverfahren, ist die Grenz-
funktion sogar eine Losunyg.

Bemerkung 7.9.2 Weil es kaum zu Irrtimern fihrt, schreiben wir ab hier auch || f| 2 x)
fiir f € LY (X) obwohl es keine Norm, sondern nur eine Seminorm ist.

Beweis. Sei f, € L' (X) eine Cauchy-Folge beziiglich der Seminorm definiert in (7.4)).
Dann kann man eine streng wachsende Folge {k,,} finden derart, dass

tir k,0 > k,, gﬂt/ |fe — fo| dN<27™. (7.5)
X
Weil
¢ ¢
/ Z }fkm+1 - fkm‘ dX\ < szm <2
X m=0 m=0
konvergiert die Reihe Y | Srmir — fkm} M-fast-iiberall. Also ist
g:Z|fk’m+1_fkm| (76)
m=0

A-fast-tiberall wohldefiniert, sage iiberall auf A C X mit A (X\A) = 0 und setze g = 0
auf X\ A. Wegen Fatou gilt

¢ l
/ g d\= /an > | fowir = frn|dX < Jim Z/|fkm+l — frn| AN < 2.
X % m=0 % m=0

Wenn ([7.6) auf A konvergiert, konvergiert auch { fy, },.y auf A, denn

l
o = Tro+ > (fre = fros) -
m=1
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Wir setzen
Zlim fi, fir x € A,
flx)=4 7%

0 sonst.

Diese Funktion ist wohldefiniert und weil die f;, £-Azr-messbar sind, ist auch f,, £-Az-
messbar.

Wegen majorisierter Konvergenz, denn |fx,, — f| < g + | fx,| gilt auf A, also A-fast-
tiberall, und g + | fx,| ist Lebesgue-integrierbar, folgt

lim / |fkm—f|d/\:/ lim |fg, — f|d\=0.
m—oo J 5 x M—0o0

Auch gilt

/lek—f! dA:/X\fk—fkm\ d>\+/X\fkm—f\ d\.

Sei nun € > 0. Man nimmt N, € N geniigend grof, damit [, |fi — fo| d\ < %5 gilt fiir
k,¢ > N, und anschlieSend M, > N, damit fX | fr,, — [l dN < %5 fiir m > M., gilt. Fiir
k> N, folgt [, |fi — f| d\ <e. Das heiBt, f, — f in L' (X). n

Definition 7.10 Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum mit (Semi)Norm |||. Eine Teilmenge
Vo C V heifit dicht in V' beziglich dieser (Semi)Norm, wenn es fir jedes v € V und
e > 0 mindestens ein vy € Vy gibt derart, dass ||[v — vy|| < €.

Bemerkung 7.10.1 Q ist dicht in R beziiglich |-|.

Bemerkung 7.10.2 Die einfachen Lebesque-integrierbaren Funktionen liegen dicht in
LY (X)) beziiglich [ g1y Fiir diese letzte Behauptung bemerke man, dass es fiir jede e > 0

und f € LY (X) einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen g und h gibt mit g < f < h

und
/gd)\g/fd)\g/hd)\</gd)\+€.
X X X X

Hf—gnmz/er—g|dA=/X<f—g>dA=/X<f—h>dx+/x<h—g>dx<a

Es folgt, dass

Ubrigens gilt auch ||f — hllgixy <e.

7.4 Der Vektorraum L7 (X)

Definition 7.11 Sei p € (1,00). Man definiert ||-|| z,x) fiir L-A7-messbare Funktionen

f: X CR" — R wie folgt
1
vy = ([ 157 ar)"
X

Man sagt f € LP (X), wenn HfH[:P(X) < 00.

Bemerkung 7.11.1 Man sagt f € L5 (X), wenn fir jede kompakte Teilmenge K C X
gilt || fll zo ey < 00-
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Bemerkung 7.11.2 Wenn f € LP (X)), dann gilt ||’ € £ (X) und umgekehrt.
Bemerkung 7.11.3 Weil fir « € R und f,g € LP (X) gilt

/ affPdr < ol / P,
X X

Pax Pax P Pdax Pax
[irarax < [ Qs1+1aD sz(/Xm + [ )

folgt af, f + g € LP(X). Das heifit, LP (X) ist ein Vektorraum.

7.5 Die Ungleichung von Hélder

Bevor wir zeigen konnen, dass [[-[|;,x) ein Seminorm auf L7 (X) ist, brauchen wir die
folgende Ungleichung.

Satz 7.12 (Die Héldersche Ungleichung) Sei f € £LP (X) und g € L9(X) mit p,q >
1 und % + é =1, dann gilt

179l 2y < Wl oiaey N9l 2oy - (7.7)
Bemerkung 7.12.1 Wenn man die Seminormen in explizit schreibt, hat man

o (e ) ([t )

Der Beweis von Satz [7.12] braucht mehrere Schritte. Diese Schritte werden wir als
einzelne Lemmas auffiithren.

Lemma 7.13 Seia,b >0 und p,q > 1 mit i + % = 1. Dann gilt

1 1
ab < —aP 4+ =b.
p q

Beweis. Weil a > 0, darf man durch o dividieren und sieht man, weil p/q = p — 1, dass
diese Ungleichung &dquivalent ist zu

b 1 1 b \*
— <-4+ (=) .
ap/q _p q ap/q

Setzt man « = ba"?/?, dann reicht es, wenn wir fiir « > 0 zeigen, dass

1 1
r<1—-—+4 -z (7.8)
q ¢
Betrachten wir f : RT™ — R mit ‘
3.5

1 1
flz)=-27—-+1—u.
q q

w

Hier rechts steht ein Bild zu f bei verschiedenen
q. Es gilt f(1) =0 und f'(z) = 2971 — 1. Weil
f'(z) < 0 fir x € (0,1) und f'(z) > 0 fir 1.
x € (1,00), hat f ein Minimum in 1 und es gilt

[

w

i

(6]

f(z) > f(1) =0 fiir alle z € RT. 0.

Dann ist (7.8)) bewiesen und auch das Lemma. ' 2 } ‘ n
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Lemma 7.14 Seia;,b; € R firi € {0,1,2,...,m} und p,q > 1 mit %+% = 1. Dann gilt

> aibi| < (Z’aﬂp) (Z\bz’|q>
=0 =0 =0

Beweis. Wir setzen A = (3" \ai|p)% und B= (3", |bi|q)é und diirfen annehmen, dass
A # 0 und B # 0. Wenn namlich A = 0 oder B = 0, stiinde links und rechts zweimal 0.
Aus Lemma folgt

Jail [bi] _ 1 (a1 (10" La” | 1[0
Dl < 2 () g 2 (R + oDl
A B " p\A g\ B p AP q B¢

Summiert man fiir ¢ von 0 bis m, bekommt man

Solo ISl IR L,

3=

AB_p Ar < BT p g

Multiplizieren mit AB liefert das Ergebnis. [ ]

Beweis von Satz [7.12, Seien {a;},.y und {b;},.y Folgen von reellen Zahlen so, dass
Yoo lail” und Y00 [b;|? beide konvergieren. Dann konvergiert wegen Lemma auch

Y oo laib;| und es gilt
o0 0o ~ 1
S jan < (Swr) ()
=0 i=0 i=0

Sei f € LP(X) und g € £9(X) und € > 0. Dann folgt |f|”,|g|? € £' (X) und es gibt
einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen f, < |f|” < f, und g, < |g|? < g, mit

/fudkg/\f]” d)\g/fod)\</fud)\+aund

X X X X
/gud)\g/|g|p d)\g/god)\</gud)\—l—€.
X X X X

flrglla <|fg| < flirglla.

3=

Auflerdem gilt

Durch eventuelle Verfeinerung darf man annehmen, dass es Lebesgue-messbare Mengen
A; und ¢;, d; € [0, 00) gibt so, dass

fo = ZcilAi und Go = Zdl]‘Az
1€EN 1€N

Setzen wir a; = (¢ A(A;))"? und b; = (d;\(A;))"?, dann gilt

/Xfo d\ = > cMA) = Z|ai|p,

1€N

/godA = > diMA Z|b|q und
X

€N

firgtiaan = N ¢Pd A a;b;
/. > - >l

€N
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Es folgt
) [ee) l o0 :
/‘f9|d)\ < /Xfol/pgé/q A = Z\Gibi’ < (Z\ai’p) (Z’bz‘q) =
i=0 i=0 i=0

_ (/Xfod)\>;(/xgod>\>é§</x\f]p d)\+5>;</xlg]p d)\+5>;.

Weil wir € > 0 beliebig wéhlen kénnen, folgt das Ergebnis. [
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Die Lebesgue-Riume I wmw

8.1 Der Lebesgue-Raum L7 (X)

Fiir eine Lebesgue-messbare Menge X C R™ und p € (1,00) wird £ (X) definiert als die
Menge aller £-A7-messbaren Funktionen f : X C R”, fiir die gilt

/ |fIP d\ < o0.

X

In Bemerkung [7.11.3| haben wir gezeigt, dass £P (X) mit der {iblichen Addition und ska-
laren Multiplikation ein Vektorraum ist. Wir wollen noch zeigen, dass ||-||, definiert durch

1
11l er ey = ([ IfIP dX\)? eine Seminorm ist. Die erste Bedingung ist sofort erfiillt:

leefll oy = (/ \af|pd>\> — oy (/ |f|pd)\) _

= o fllzr(x) fiir € Rund f € LP(X).
Die zweite Bedingung liefert uns die Ungleichung von Minkowski.
Satz 8.1 (Die Ungleichung von Minkowski) Sei f,g € LP (X) mit p > 1, dann gilt
1f+ gl‘z:p(x) < Hf”z:p(x) + ”9”&(}() : (8.1)

Beweis. In Bemerkung[7.11.3/haben wir gezeigt, dass f, g € L7 (X) impliziert, dass f+g €
L7 (X). Wir diirfen also annehmen, dass || f + gl|zpx) < 00. Wenn [|f + gl zp(x) = 0, ist
nichts zu beweisen, denn die rechte Seite in (8.1)) ist nichtnegativ. Also nehmen wir an ,
dass ||f + ¢ cr(x) € R*. Setzen q = , SO gllt 2 + = = 1. Wir verwenden die Holdersche
Ungleichung;:

1 + 0l = / F4gPdr< / I+ gl dr+ / gl 1f + gl <
X X X

< ((/leipcm)h (/X ,g,pdA)?> (/X\f+g|(’”>qau>; )

= (Il 2oy + 19l 2oy ) 1F + 9

Weil [[f + gl zox) € RT gilt, kann man dividieren durch [|f + g||1’2;(1 ) und es folgt die
Ungleichung in (8.1]). [

63
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Beispiel 8.2 Die Funktion f : R" — R mit f(z) = (1+ HIHQ)_Q/2 ist genau dann in
LP (R™), falls ap > n.
Sei ¢ > 0. Wenn man ry, = ke setzt und R™ radialsymmetrisch zerlegt durch

= |J Ax mit Ay = {x e R%rp < ||z| < 7}
keN

findet man fir a >0, weil r — (14 T2)_a/2 fallend ist auf [0, 00), dass

o ) S 1F () A(AL),
fL = U/ 1 {z S5 0 1 ()P AA).

keN

Wegen des Mittelwertsatzes gilt

(Tk+1)n — (Tk)n —n (’rk +0 (8))71—1

Thk41 — Tk

und
MAR) = 05 ()" = (1)) = 0o (e + O ()" (1 —73)
wobei o, das Volumen der Einheitskugel in R™ ist. Wenn man € | 0 nimmt, folgt

[e.9]

IfIP dX\ = / |f(P)P no,r™tdr = nan/ (1+ 7“2)70@/2 .
R 0 T

=0

Dieses Integral ist kleiner oo genau dann, wenn —ap +n —1 < —1.

Beispiel 8.3 Wenn man nicht am genauen Wert des Integrals interessiert ist, sondern
nur an ‘beschrinkt’ (< oo) oder ‘unbeschrinkt’ (= oc), dann kann man oft auch eine
grébere einseitige Abschitzung zeigen. Zum Beispiel gilt fir f : R® — R mit f(z) =
(14 |z))™*, dass f € £2(X). Wir kénnen |f|* abschitzen durch die einfache Funktion
g=> " (1+ n)~° 1, .(0)\B.(0) und es folgt

/ P <
]R3

Z (14+n)” 1Bn+1(0)\Bn(0)d)\ -
n=0

g T

(1+2) " A (Bas1(0)\Ba(0)) =

(]

0

3
Il

(1+n) %oy ((n+ 1)% — n’) =

> 1
< 30
3;(714—1)6

[
WE

ﬁ
o

3n +3n—i—1
— 032

Satz 8.4 LP(X) ist ein vollstindiger Vektorraum beziglich der ||| ;, x)-Seminorm.

Beweis. Sei {fi};cy C L7 (X) eine Cauchy-Folge beziiglich der |||z, y)-Seminorm. Wie
im Beweis der Vollstindigkeit von £ (X) nimmt man k,, derart, dass

| fr — szLp(X) <27 fir k, 0 > k,,.
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Dann ist g 1= ‘f [ km| L-Ar-messbar und weil man

L
Z ‘fk’erl - fk'ml
m=0

hat, gilt wegen Fatou, dass

¢
< Z kam+1 N fkaEP(X) <2
LP(X) m=0

191l 2o () = < Jim < 2.

¢
Z ‘fk’m.i,-l - fkml
m=0

14
T > | fes = fil
—00
m=0

£r(X) £P(X)

Auflerdem konvergiert {anzo | fromsr — S

und ist auf die gleiche Menge A auch fo, = fi,+lims— an:o ( Jhmar — fkm) wohldefiniert.
Auf die Nullmenge X'\ A setzt man f.,(z) = 0. Mit Hilfe der majorierten Konvergenz folgt

} absolut A-fast-iiberall, sagen wir auf A,
teN

=0
£P(X)

nll—r}(l)o (foo - fkm)

T [l fow = fenllooi = |

und schlussendlich

1 [ fe— Fallespry < Jim (e = finllewer + i — Fllesiny) = 0.

8.2 Der Lebesgue-Raum L£* (X)

Definition 8.5 Sei f : X C R" — R eine L-Ar-messbare Funktion. Man definiert fiir
L-messbare A C X das \-wesentliche Supremunt| auf A durch

ess-sup, f=inf{t € R; A\({x € A4; f(z) > t}) =0}.
Ahnlich kann man auch das A-wesentliche Infimum auf A definieren.
Bemerkung 8.5.1 Flir das \-wesentliche Supremum gilt:
ess-sup, f= inf [sup f].
ANT20 (A\N )
Es folgt, dass ess-sups f <supy f.

Definition 8.6 Man definiert ||-|| s x) fiir L-A7-messbare Funktionen f: X C R — R
wie folgt
||f||£°°(X) = ess-supx | f].

Man sagt f € L (X), wenn || f|| zoo(x) < 00
Beispiel 8.7 Fiir die Funktionen f,g: R — R mat

[ 27! falls x € Q\ {0}, a7t fallsx #£0,
Jlw) = { 0 falls x € R\Q oder x = 0, und - g(x) = 0 falls © =0,
qgilt
ess-supp f =0 und e8s-supy g = 00.

In Englisch: essential supremum.
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sup

€ss—sup

8SS—iNf F-=—=—=—— === m - A NI
T —— -

Abbildung 8.1: Das Supremun und das wesentliche Supremum koénnen verschieden sein.

Lemma 8.8 Fiir f € L' (X) und g € L (X) gilt
19l 2y < 1Al er ooy 191 2o ) - (8.2)
Fiir f,g € L>(X) gilt
1f =+ 9ll ooy < Ml 2oy + 1191 oo (x) - (8.3)
Beweis. Sei ¢ > 0 und M, . =ess-supx |g|+¢. Setze B, . = {z € X;|g(x)| > M,.}. Dann
gilt A (B) =0 und

Ifolle = [ 1ralax= [ ifglar< ity [ i1ar = Wl (Iolesn +<)
X\By,e

Weil diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, folgt .
Bei der zweiten Ungleichung soll man bemerken, dass fir x € X\ (By. U B,.) gilt,
dass

[f(2) + g(@)] < [f(@)] + [g(2)] < Mpe+ Mge = [|fll poo ) + 9l oo ) + 26
Weil A (Bf.UB,.) < A(Bf:)+ A(Bye) =0 hat man
1+ 9l x) S Ml ) + N9l oo ) + 22
Weil diese Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt (8.3]). ]

Die Ungleichung in (8.3 zeigt die zweite Bedingung einer Seminorm. Die erste ist
sofort erfiillt und man bekommt:

Lemma 8.9 ||| ;) ist eine Seminorm auf L (X).

Auch hier kann man den Vektorraum L* (X) = £ (X) /~ definieren. Definiert man
die Norm ||| o (x) wie folgt:

£l oo x) = I fll goo(xy filir f € £5°(X) einen Vertreter von f € L™ (X),

dann ist <L°° (X)), |-l Lm(x)> nicht nur ein normierter Vektorraum sondern sogar ein
Banachraum.
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8.3 Der Lebesgue-Raum L?(X)

Wir wiederholen die Eigenschaften eines inneren Produktes.
Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum und (-,-) : V x V — R derart, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. (v,w) = (w,v) fir alle v,w € V;
2. (aw,w) = a(v,w) und (u+v,w) = (u,w) + (v,w) fur alle u,v,w € V und o € R;
3. (v,v) >0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

Aus 1 und 2 folgt, dass (-, -) bilineaif] ist.
Wenn (-,-) : VXV — R ein inneres Produkt ist, dann ist ||-|| : V' — R, definiert durch

v = v/ (v, v), (8.4)
eine Norm.

Definition 8.10 Wenn der Vektorraum (V,+,R,.) ein inneres Produkt (-,-) hat und
vollstandig ist beziiglich der vom inneren Produkt definierten Norm, nennt man ihn Hzil-
bertraum.

Lemma 8.11 Fiir (£?(X),+,R,.) erfillt (-,-), definiert durch

(u,v) = /Xuv d\ (8.5)

die ersten beide Bedingungen eines inneren Produktes. Auflerdem gilt (v,v) > 0 fiir alle
ve V.

Bemerkung 8.11.1 Weil (L? (X),+,R,.) vollstindig ist beziiglich [l p2(x) und man
durch ein zugehorendes inneres Produkt hat, und die letzte Figenschaft nun auch
erfillt ist, ist (L? (X),+,R,.) ein Hilbertraum.

Beweis. Die Bedingungen fiir ein inneres Produkt folgen aus den Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals. [

8.4 Stetige lineare Abbildungen
Definition 8.12 Seien (V,|-||,) und (W, ||-||,;) normierten Vektorrdume. Man schreibt
LV s (W[ llw)
fiir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen T : (V. ||-|l,,) — (W, ||-|lw)-
Wir wiederholen nochmals, dass eine Abbildung 7" linear ist, wenn
T (af + Bg) = T (f) + BT (g) fiir alle a, 3 € Rund f,g €V
und dass T' stetig ist, wenn

Ve>030.>0:||f—gll <0. = |T(f)—T(9)] <e.

2Das Funktional F : U x V. — W heifit bilinear, wenn u +— F (u,v) linear ist fiir alle v € V und
v +— F (u,v) linear ist fiir alle u € U.
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Lemma 8.13 Seien (V,+,R, ., ||[|;,) und (W, +,R, ., ||-|,;) 2wei normierte Vektorrdume
und sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. T st stetig in 0;

NS

. T ist stetig auf V;

. T ist beschrinkt als lineares FunktionaPl:
es gibt My € [0,00) mit | T'(v)||y < My ||v]]y, fir allev € V;

Co

~

sup { ”T(U)”W;v e V\ {0}} < 00;

l[ollv

R

sup {[|7(v)[ly ; l[vlly = 1} < oo,

Beweis. (1. = 2.) Fiir ¢ > 0 sei 6 > 0 derart, dass aus die Ungleichung |[v —0|,, < ¢
folgt, dass ||T'(v) — T'(0)|l,, < e. Dann gilt fiir ||v; — vs||,, < 0, dass

[T (v1) = T(v2) |y = IT(v1 — v2)llyy <.

(2. = 3.) Es gibt § > 0 derart, dass fiir ||v]|,, < 0 gilt |T'(v)||y, < 1. Setze My = 6!
und es folgt fiir [jv]|,, # 0

0~ lully T( 7(

5>H — 57 ol
%%

o <l

Il = | :

[olly vl

Fiir ||v]|,, = 0 gilt T'(v) = 0 und die Ungleichung ist auch erfiillt.
(8. = 4.) Weil || T(v)||y, < Mrp|v], gilt, folgt sup {%;v e V\ {0}} < Mr.
(4. = 5.) Das Ergebnis folgt aus

=l Gl

(5.=1.) Setze M = sup {||T'(v)||y; [|v||,, = 1}. Man sieht fast sofort, dass man fiir
e > 0 die folgende 6 nehmen kann:

5
v
Denn fiir |jv||, < 6 (und ||v||,, # 0) gilt
17y = ol || TG=)|| - < Hlelly M < == M <.
[olly "Iy M+1
Der Kreis ist geschlossen. ]

Lemma|8.13|sagt aus, dass ,,stetig und linear“ gleicht ,,beschrénkt linear “. Die kleinste
obere Schranke My, fiir die gilt, dass

1T (v)|ly < My ||v|ly, fir alle v eV, (8.6)

kann man als Norm fiir 7" verwenden.

3Man nennt eine Funktion f : V — R beschriinkt, wenn es M € R* gibt mit |f (v)| < M fiir alle
veV.

Man nennt ein lineares Funktional f : V' — R beschrénkt, mit (V,||-||;,) einem Vektorraum, wenn es
M e R* gibt mit |f (v)| < M |jv]y fiir alle v € V.
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Lemma 8.14 Seien (V, ||-|\,) und (W, ||-|ly) 2wei normierte Vektorrdume. Dann wird

(L (V) s WAl ) 1D

17 = sup { 17w, & v\ {0}} 8.7)

[v]ly
ein normierter Vektorraum.

Beweis. Fiir jedes T € L((V, |||ly); (W, ||lly/)) gibt es ein My € R* derart, dass
erfiillt ist. Dann ist das Supremum in ({8.7)) wohldefiniert. Man zeigt sofort, dass ||| die
Eigenschaften einer Norm erfiillt:

L e = sup { X550 0 € v\ {0} } = sup {1 o € v\ {0}} = Jef |71
2. Aus der Dreiecksungleichung fiir |||/, und einer Eigenschaft des Supremums folgt:

|77 + Tof| = sup { “Tl(v)ﬁuj:f( )HW veV\ {O}}

T+ 1T 0l
< S“p{ ol veVA {0}}

gsup{“ a0/ eV\{O}}+su {—’|T2( Ol EV\{O}}:|\T1]|+HT2H.

vl [Vl

3. Und ||T|| = 0 impliziert, dass ||T"(v)||,, = 0 fiir alle v und dann auch, dass Tv = 0
fiir alle v. Das heifit, T ist das 0-Funktional. [

Beispiel 8.15 Sei K C R™ kompakt mit 0 € K. Fir (C(K),|-||,,) mit

[flloe = sup{[f (2)]; 2 € K},

ist das Funktional T : C(K) — R, definiert durch

Tf = f(0),

eine stetige lineare Abbildung:

o lincar: T (af + g) = (af + Bg) (0) = af (0) + Bg (0) = aT(f) + AT (g).
o stetig: T (f)| = 1£(0))] < Ifll.

Beispiel 8.16 Obwohl (El(R), ||‘H¢:1(R)) kein normierter Vektorraum ist, denn ||| ;1)
ist ja nur ein Seminorm auf dem Vektorraum L'(R), kann man schauen, ob T : L}(R) —
R, definiert durch
Tf = f(0),

beschrinkt ist beziiglich den Seminorm. Das ist nicht so. Man betrachte f € L'(R) und
9= [+ 1y Dann gilt |T (f) = T(g)] =1 und || f — gl z1) = 0.

Ein Punktional wie T kann man nicht auf L* (R) definieren. Die Funktionen f und g
vertreten das gleiche Element in L' (R) und Tf # Tg.
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Beispiel 8.17 Das Funktional T : L'(R) — R, definiert durch

Tf:/f 10,1 dA,
R

ist auch L' (R) zu definieren, denn wenn f = g \-f.4. gilt, folgt Tf = Tg. Nennen wir T
das zugehdrige Funktional auf L* (R), dann gilt

0= | [ 7 3000\ < [ 17 toalar= [ 17100 1lloie) = 6o,
R R 0,1]
und sehen wir, dass T beschrinkt und deshalb auch stetig ist.

Beispiel 8.18 Betrachten wir die stetige Funktionen auf [0,1] mit ||-[| 1)) als Norm.
<C’ [0,1], ||'||cl([0,1])> ist ein normierter Vektorraum. Weil C'[0,1] € £([0,1]) gilt, reicht

es wenn wir zeigen konnen, dass || f| 101y = 0 impliziert f = 0. Fir stetige Funktionen
gilt dies.
Bei dieser Norm ist die Abbildung T : C'[0,1] — R definiert durch

Tf=f(0)

immer noch linear, aber keine stetige Abbildung.

8.5 Der Darstellungssatz von Riesz

Fiir einen normierten Vektorraum (V) ||-||;,) definiert man den Dualraum V' als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen 7" : V' — R, oder anders gesagt:

V=LV l-lly) s (R ) (8.8)
Korollar 8.19 Se: (V,||-|\,) ein normierter Vektorraum. Dann ist ||-||,,,, definiert durch
Ty, = sup {7 ol = 1} (39)

eine Norm auf V.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt wegen (8.8|) aus den letzten Lemmas. ]

Satz 8.20 (Der Darstellungssatz von Frigyes Riesz) Sei p € [1,00) und X C R"
Lebesgue-messbar. Sei ]% +% =1 falls p € (1,00) und q = oo falls p = 1. Dann gilt
folgendes:

1. Fir jede g € LX) gehort T, : LP(X) — R, definiert durch

Tg(f)z/ng d\ (8.10)

2u (LP(X))'.

2. Fir jede T € (LP(X))" gibt es g € LX) mit T(f) = [, gf dX.
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Beweis. Die erste Aussage ist ein direktes Korollar der Holder-Ungleichung und Lemma
B.13] Ein Beweis der zweiten Aussage wird es moglicherweise bei der Funktionalanalysis
geben. Man kann sich auch Paragraphen 36 von ”Functional Analysis”durch Frigyes Riesz
und Béla Sz.-Nagy anschauen. [ ]

Dieser Satz besagt, dass fiir p € [1,00) und ¢ wie oben gilt

(2P Wy ) = (L0 )

Das Symbol ~ bezeichnet ‘ist isomorph zu’. Isomorph fiir normierte Vektorrdume be-
deutet, dass es eine bijektive Abbildung gibt, die die Vektorraumstruktur erhélt und die
Normen vergleichen lésst.

e Die bijektive Abbildung ist hier g — T, : LI(X) — (LP(X))" mit T, definiert in
(8.10).

e Die Vektorraumstruktur bleibt erhalten, weil
Tosipg = Ty + BT, fiir alle f,g € LY(X) und o, 5 € R.
e Die Normen lassen sich vergleichen, weil es ¢, co € RT gibt derart, dass
e Il < 1Tl iwery < 2 gy fir alle f € L9(X).

Man findet sogar folgendes.

Lemma 8.21 Fiir alle g € LY(X) gilt
||T9H(LP(X))’ = ||9||Lq(X) (8.11)

Bemerkung 8.21.1 Wenn fir eine Isomorphie I : (V. ||-|l\,) — (W, ||-|ly,) gilt, dass

IZ (Hllw = [1£1ly

dann nennt man I eine isometrische Isomorphie.

Beweis. Fiir p € (1,00) zeigt man < in (8.11)) wie folgt:

15l zoxyy = sup {|Tg(v)| vl o x) = 1} -

= SUP{‘/QU dA ?HUHLP(X) - 1} <
< sup{ [ o0l ax ol = 1} <

< sup {HgHLq(X) HUHLP(X) ; “U”Lp(x) = 1} = ”gHLq(X) :

Um > in (8.11)) zu zeigen, betrachtet man

/7 sign(g).

vy = |g
Es gilt v, € LP(X) und
10l 1oy = llgll Tt -
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Angenommen ||g|[qx) # 0, so betrachtet man

Ug

’Ug:

HUg”Lp(X).

Man findet ||17g||Lp(X) = 1 und es folgt, weil 1 + ¢/p =p und g — ¢/p = 1, dass

Iy = 5w {IT @) [0l oy = 1} 2

1
> |7, vg|—'/gvgd/\‘ /gvgd)\’:
[0l 1o X)
1 a/p d\| = WP g\ —
YgllLr(x) || HLq(X)
1
g% = 9l
gl
Im Fall g = 0 folgt das Ergebnis sofort.
Man soll sich iiberlegen, was sich éndert falls p = 1 und ¢ = . [

Haben Sie iibrigens bemerkt, dass wir im Beweis des letzten Satzes mit Lebesgue-
Klassen gerechnet haben als wéren es Funktionen?
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Berechnen der Integrale I W

9.1 Einleitung

Um ein Integral explizit berechnen zu konnen, greift man fast immer auf ein Ergebnis
zuriick: den Hauptsatz der Integralrechnung. Er stellt die Verbindung her zwischen Inte-
gration und Stammfunktion. Wenn F’ = f auf [a,b] C R, dann gilt

b
/ f(s)ds = F(b) — F(a).

Beim Riemann-Integral haben wir schon gesehen, dass sich ein n-dimensionales Integral
umformen lésst zu einem n-fachen eindimensionalen Integral:

by bn
/ f(x)dx:/ f(z, ..., x,)dx, ... dzy.
[al,bl}x---x[an,bn} al Qan

Fiir diese eindimensionalen Integrale kann es moglich sein, den oben genannten Satz zu
verwenden und so einen expliziten Wert zu bekommen. Es sollte einem aber bewusst
sein, dass nur die wenigsten Integrale explizit zu losen sind. Das bedeutet, dass man sich
meistens beschriankt auf einen Beweis der Beschranktheit und vielleicht sogar versucht,
eine Abschétzung fiir die Grofle zu finden.

Manchmal ist es hilfreich die Symmetrie des Gebietes zu benutzen und Pol- oder
Kugelkoordinaten zu verwenden. In diesem Fall braucht man auch noch einen Transfor-
mationssatz. Die drei Hauptbestandteile fiir das Berechnen eines Integrals kann man so
wie folgt zusammenfassen:

e Der Hauptsatz der (eindimensionalen) Integralrechnung.

e Der Satz von Fubini-Tonelli, um mehrdimensionale Integrale auf mehrfache eindi-
mensionale Integrale zuriickzufiihren.

e Der Transformationssatz, um Integrationsgebiet und Funktion besser passend zu
gestalten.

Beispiel 9.1 Sei f, : R" — R definiert durch f(z) = (1+ ||a:||2)_a. Wir wollen uns die
folgende Frage anschauen:

Fiir welche a € Rt gilt f € LP(R™)?

73
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Indem man f approximiert mit kreisformig definierten einfachen Funktionen,

(L4 Ellzl /e + 1)) " < fl@) < (1L + el /e)*)
kann man sich davon tiberzeugen, dass die Frage umformuliert werden kann zu:
Wann ist [~ (1+72) """ r""dr endlich?

Ubrigens ist -] wiederum die Ganzzahlfunktion und der Faktor r™~' taucht auf durch die
Skalierung:

Vol (B, (0\B,(0)) = 0, (r + )" — ") = gper™ 1 (1 + O (¢)).
Statt dieses Integral genau zu berechnen, verwenden wir eine der Abschdtzungen
9-pap—2patn—l < (1 + r2)_pa Pt < pmatnel g e >,

Weil [ (14 r2)"""r"~Ydr endlich ist genaw dann, wenn [~ (1+7%)"""r"~tdr endlich
ist, bleibt noch herauszufinden, wann

)
/ T—Zpa+n—1dr
1

endlich ist. Hier ldsst sich jetzt der Hauptsatz verwenden:

/M apatnr [ o (M7 = 1) falls n o 2pa,
1 log (M) falls n = 2pa.

Man sieht, dass man fiir M — oo nur einen endlichen Wert bekommt, wenn 2pa > n.
Die Antwort auf die Frage lautet also: fir a > 2%.

Ubrigens war Cavalier einer der ersten, der Volumen berechnete, indem er die Flédchen-
inhalte von infinitesimal diinnen Scheiben addierte. Diese Prozedur ist bekannt als das
Cavalierische Prinzip.

9.2 Fubini und Tonelli

Wir haben bei der Riemann-Integation die technischen Schwierigkeiten gesehen, die man
bekommt, wenn man den Satz von Fubini-Tonelli anwenden méchte auf ein nicht recht-
eckiges Gebiet. Beim Lebesgue-Integral von f : X C R™ — R auf einer Lebesgue-
messbaren Menge X kann man ohne weiteres f auf R™\ X erweitern durch 0. Man braucht
sich keine Sorgen zu machen, ob eine mogliche Unstetigkeit am Rande Probleme macht,
denn das Lebesgue-Integral braucht keine Stetigkeit. Wir kénnen uns also beschranken
auf eine Formulierung der Sétze von Fubini und Tonelli auf ganz R™.

!Bonaventura Francesco Cavalieri, italienischer Mathematiker, lebte von 1598 bis 1647.
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Abbildung 9.1: Der Ansatz von Cavalieri: mit Scheiben zum Volumen.

Satz 9.2 (Tonelli) Fir eine E(n+m)—AT—messbareE| Funktion f : R™™™ — [0, 00| gilt:

1. x— f(x,y) : R* = [0,00] ist Liny-Ar-messbar fiir A, -fast alle y € R™ und
y = f(z,y) : R™ — [0, 00] ist Limy-Ar-messbar fiir A\,y-fast alle x € R";

2. Yy [oemn F(@,y) dAy : R™ — [0, 00] st Ln)-Az-messbar und
T [oepn F(@,y) dAgny : R™ — [0, 00] dst Ln)-Az-messbar;

/ F(@ry) Ao =
(z,y)eRTM

-/ ( o) dA<n>) Do = | ( [ s dA<m>) M.
yeR™ zeR? zeR” yeR™

Satz 9.3 (Fubini) Fir eine L1y -integrierbare Funktion f : R"™ — R gilt:

3. und

1.z f(x,y) : R" — R ist Ln)-integrierbar fiir Aoy -fast alle y € R™ und
y f(z,y) : R™ — R ist Liy)-integrierbar fir Ap)-fast alle x € R";

2.y fa:eR" f(x,y) dA, : R™ — R ist Ly)-integrierbar und
€= fyeRn f(z,y) dAy, : R" — R st Ly,)-integrierbar;

/ F(@ry) e =
(z,y)eRP+m

= / ( f(x,y) d)‘(n)> d\m) = / (/ f(z,y) d)\(m)) A\ (n)-
yER™ zeR? zeR” yeR™

Ein erster Schritt zum Beweis von Tonelli als auch von Fubini ist der folgende Satz:

3. und

2Wir haben L 1)-Ar-messbar definiert fiir Funktionen von R* — R. Hier muss man diese Definition
erweitern fiir Funktionen die co werden kénnen. Dazu erweitert man die Basis fiir 7 der offenen Intervalle
{(a,b);a,b € R, a < b} mit {(¢,00]},. als offene Umgebungen von oco.

Der Index in L) und A ist angebracht um deutlich zu machen, dass es Lebesgue-Messbarkeit und
Lebesgue-Ma8 in R betrifft.



76 Woche 9, Berechnen der Integrale

Abbildung 9.2: Cavalieri, Tonelli, Fubini und Murphy hatten Schnéuzer und mit Integra-
tion zu tun.

Satz 9.4 Fiir jede Menge A € L(y1m) gilt:
1. Ay = {y € R™; (x,y) € A} € Ly fiir Any-fast alle x € R™;
2. T Aoy (Az) ist Liny-Ar-messbar;
3. Amtn) (A) = Jgu Am) (Az) dAn).
Bemerkung 9.4.1 Dieser Satz ist eine Erweiterung des Cavalierischen Prinzips.

Der zweite Schritt besteht aus der Anwendung des letzten Satzes auf elementare Funk-
tionen, um so das Ergebnis von Fubini und Tonelli fiir elementare Funktionen zu bekom-
men.

Der letzte Schritt verwendet die Limessidtze (Fatou und Folgen) um zu zeigen, dass
man auch allgemeinere Funktionen zulassen kann.

9.3 Transformationen

Beim Riemann-Integral hat man schon, sowohl Polar- und Zylinderkoordinaten als auch
allgemeine Koordinatensysteme verwendet, um bestimmte Integrale explizit berechnen zu
konnen. Einzelne Stellen, an denen die auftauchenden Transformationfaktoren singulér
werden, hat man lokal mit einem Limesverfahren bewéaltigen kénnen. Wir werden sehen,
dass sich auch da das Lebesgue-Integral grofiziigiger verhéalt. Wir werden die Beweise nur
in groben Ziigen erkldren.

Die ersten Schritte sind &hnlich wie beim Riemann-Integral:

Schritt 1. Sei A:R™ — R" eine invertierbare lineare Abbildung und R = [ay, by] X
- X [ap, by]. Dann gilt
Vol (A (R)) = |det A| Vol (R) .

In zwei Dimensionen gilt fiir den Flécheninhalt Ip des Parallelogramms P mit den
Ecken (0,0), (a1, az), (a1 + b1, a2 + by) und (by, b2):

ay bl
det(a2 b2>‘.

Ip =
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In drei Dimensionen gilt fiir das Volumen Vp des Parallelepipeds, aufgespannt durch
die Vektoren a, b und ¢ mit

3] by (&1
a= (05} s g: b2 und ¢ = (&) s
as b3 C3
dass
a b a
Vp = |det (45} bg Co
as bg Cs

Abbildung 9.3: Das Volumen vom Parallelepiped kann man mit einer Determinante be-
rechnen.

Schritt 2. Sei A : R® — R" eine invertierbare lineare Abbildung und 2 € £ (R™).
Dann gilt A(Q) € £ (R") und falls A\(Q2) < oo gilt

AMA(Q)) = |det A| A(€2).
Schritt 3. Als nédchstes ersetzen wir invertierbare lineare Abbildungen durch Diffeo-
morphismen. Wir erinnern uns an die Definition:

Definition 9.5 Seien X,Y C R" offen. Eine bijektive Abbildung ® : X — Y mit ® und
o Cr-Abbildungen (differenzierbar mit stetiger Ableitung), nennt man ein Diffeomor-
phismus von X aufY .

Fiir einen solchen Diffeomorphismus finden wir, dass der n x n-Matrix

0P (z) . 0P (z)

o0x1 Oxn
' (r) = : . :

0D, () 0, (x)

ox e Oxy
invertierbar ist und dass
0®1(z) . 9Pi(x) \ !
4 , o0x1 Oxn
(@) (y) = : L

8x1 T Ozn, r=>qinv (y)
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0.8

06

0.4

0.2 04 06 08 10

Abbildung 9.4: Darstellung eines Diffeomorphismus von (0,1)? zu (0, 1)2.

Weil eine Matrix dann und genau dann invertierbar ist wenn ihre Determinante ungleich
0 ist, folgt det (9’ (z)) # 0. AuBerdem finden wir fiir y = ® (x), dass

det ((®)' (y)) = det (@' (2)) ") = m.

Lemma 9.6 Sei X,Y C R” und sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus, dann gilt fiir
jedes R = [ay,by] X -+ X [an, b,] mit R C X, dass

M@ (R)) = /R det (/)] dA.

Um dieses Lemma zu beweisen, verwendet man, dass lokal eine differenzierbare Ab-
bildung fast eine lineare Abbildung ist. Das heifit, fiir jedes € > 0 kann man R in kleine
Teilblécke verteilen und zahlt dafiir wie folgt mit ein extra e:

M@ (R) = i AP (Rq)) <
a=1
(Differenzierbarkeit) < i AP (24) + P (24) (Ro — 1)) + € =
a=1
(Verschiebungsinvarianz) = Em: AP (za) (Ra — ) + €=
a=1
(Schritt 2) = Zm: |det (P'(20))| A (Ra — o) + €=
a=1
(Verschiebungsinvarianz) = i |det (@' (24))| A (Ry) +€ =
a=1
(Definition Integral) = in:/R |det (' (z4))] dN + € <
a=1 o
(Differenzierbarkeit) < i/ |det (®'(+))|dA + 2e = /R |det (D'(+))] dA + 2.
a=1 o

Auf dhnliche Art hat man >, wenn man mit —e bezahlt.
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Schritt 4.

Lemma 9.7 Sei X,Y und ® wie oben beschrieben, dann gilt fir jedes 2 € L (R™) mit
QC X, dass

M@ (Q) = / (det (/)] dA. (9.1)
Q
Man kann ©Q mit abzahlbar vielen Blocken iiberdecken. Fiir endlich viele verwendet

man das letzte Lemma. Fiir den Limes verwendet man den Satz fiir majorisierte Konver-
genz,

lim A(cb (UZO Ri)> = lim " A(@(R)) = lim /X S A, [det (@] dA =

Es folgt
A (cp (UZO Ri>> - /U-°° ldet (@) dA

und wenn J;° ) R; die Menge € approximiert, folgt (9.1)).

Schritt 5. Sei jetzt f : Y — [0,00) eine einfache Funktion. Wenn f = " ¢;14,
kann man sofort das Ergebnis aus dem letzten Schritt anwenden. Wenn man aber m nach
unendlich gehen la8t, folgt nur fiir nichtnegative, denn da gilt monotoner Konvergenz,
dass

/ fdx = / lim Y "¢l dA = lim / > eila, dr =
Y L SRS g

= lim ch/ 14, dX\ = lim ch/ Lo-1(4,) [det (D) dX =

_ / lim > cilgog, |det (@) dA = / ( 0 ) |det ()] dA.
Bemerke, dass wenn f = ), ¢;14, mit A; disjunkt, dann gilt fo® = 3" _cile-1(4,).

Schritt 6. Schlussendlich soll man zeigen, dass das folgende Diagramm stimmt fiir
eine Folge von elementaren Funktion {fi},.y, die nach f konvergieren:

/de)\<—/yfk d)\:/X(fkofbﬂdet(CD’)]d)\—>/X(fo<I>)|det(<I>’)]d>\.
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Satz 9.8 (Transformationssatz) Seien X,Y C R"™ und sei ® : X — Y ein C'-
Diffeomorphismus. Wenn f Y — [0,00) L-Ar-messbar ist, dann gilt

/f d)\:/ (f o ®)|det @'| dA. (9.2)

Bemerkung 9.8.1 Also ist die Funktion f Lebesque-integrierbar aufY genau dann, wenn
(f o ®)|det ®'| integrierbar ist auf X. Dies gilt auch fir Funktionen f :Y — R mit
Vorzeichenwechsel und es folgt dann, dass auch gilt fiir L-integrierbare Funktionen.

Man kann sogar einige Stellen zulassen, an denen ® lokal nicht bijektiv ist.

Satz 9.9 (Erweiterter Transformationssatz) Seien X,Y C R" und sei & : X — Y
eine C-Abbildung. Falls Q € L(R™) mit Q C X derart ist, dass Pg : Q — @ (Q) ein
CL-Diffeomorphismus ist, dann gilt fiir jede L-Ar-messbare Funktion f : Q — [0,00) ,
dass

f d)\:/(foCI)) |det ®'| d\.

B(Q) Q

Bemerkung 9.9.1 Fir L-integrierbare Funktionen gilt dies auch, wenn sie das Vorzei-
chen wechseln.

9.4 Kugeln und Zylinder

Definition 9.10 Kugelkoordinaten in R" kann man beschreiben durch (r, D1y Poy - - v s <p,n_1)
mit

1 7 SIN (P SIN Yy SIN 3. one. .. sin,,_;
T 7 COS P SINPySIN g ... sinp,,_;
T3 T COSPeSINPg...ooouu. .. sin ,,_;
Tp—2 T COS P, _5SIN @, osinp, ;
Tp—1 7 COS p,,_oSINp,
T T COS ©,_1

mit € [07 OO)> Y1 S [07 27T) und ©Ooy vy Pp_1 S [07 7T);
oder auch durch
T=7rw

mit r € [0,00) und w € 0B1(0) := {w € R"; |w| = 1}.
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Die Umkehrabbildung kann man grob wie folgt konstruieren:

2 2 2
rTo= x1+---+x,,
T2
oty =
1
xs
by, = —m—s,
r1 + x5
Xyq
cot sy = 5 5 >
VI + x5+ 23
t n
COt ¥y, 1 .
VTt

Dabei ist ¢, durch cot ¢y = 22 nicht eindeutig festgelegt, sondern man nimmt ¢, € (0, ),
falls o > 0 und ¢, € (m,2m) falls x5 < 0. Falls 9 = 0 oder x; = 0 ist cot ¢; = 22 auch

o x1
nicht definiert. Ahnliches passiert bei ¢, bis ¢, _;.

Verallgemeinerte Zylinderkoordinaten bekommt man, indem man Kugelkoordina-
ten nur auf eine ‘Teildimension’ anwendet: R"” = R" x R"™™ und man nimmt Koordinaten

<T7 Prs- s Pm—15Tm+1y - - - ,%n).

Lemma 9.11 Das Volumen der Einheitskugel in R™ ist gleich —F(”nﬂ

1+n/2)
Der Flicheninhalt der Oberfliche der Einheitskugel in R™ ist gleich F?%Z//Z)
n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
/2, 4 1.2 82 1.3 16_3 1 _4 32 4 1 _5 _64 _5
T(1in/2) * T 3™ ST BT 5T 105 4T 9™ 120 10395 "

Die Gammafunktion I' : RT — R ist definiert durch

['(z)= /OO t" e tdt.
0
Man hat
o I'(z+ 1) =2zl(x) fir > 0,
e I'(1)=1 und
T - VR

Aus den ersten beiden Ergebnissen folgt n! =T" (n + 1).
Man beweist dies wie folgt:

o0 M
Fz+1) = / t" et dt = A}im ([—tx e_t}éw +/ et dt) =
0 e 0

= x/ t"letdt=2T ().
0

Weiter gilt

F(l):/ etdt=1 und F(%):/ t_1/2e_tdt:2/ e_“/’?dx:\/%.
0 0 0
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Beweis. Wir setzen 0,, = Vol {z € R";|z| < 1} und verwenden die vollstandige Induktion
getrennt fiir gerade und ungerade Indizes. Man kennt o1 = 2 und o9 = 7. Weiter gilt

on = AeR”ldxzﬁeRQ/yeRn_Q 1ldy dz=
|lz|<1 2l<1 7 Jy|<y/1-]2?

n—2
N /ERQ Ona (1= 2°) 7 dz=
l2<1
1 2 n_q
= O'n_g/ 1 —7’2)57 rdpdr =
r=0J0
1 n 2
= 27T0n_2 |:—— (1 — 2) /2:| = _7'('0”_2
0
Es folgt
(2m)F ! * m*
g — Oy —= — —= —8MM—
o 2% (2k—2)...4 > kKl T(1+k)
(2n)* BN L

O2k+1 01 = =

(2k+1)(2k—1)...3 F'(2+k) T(E+k)

an/2
T(1+n/2)"
Vom Volumen zum Oberflicheninhalt der n-dimensionalen Sphére (wenn wir mal an-

nehmen, wir wissen wie er definiert wire) kommt man durch

Vol (B,(0)) = Vol (Br(0) _ - ( 0 ) o,

ET

Die beiden Formeln kann man zusammenfassen zu o,, =

lim
rll r—1
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Mannigfaltigkeiten I I W

10.1 Definition einer Mannigfaltigkeit

Die Definition einer Mannigfaltigkeit braucht den Begriff Diffeomorphismus, den wir in
Definition festgelegt haben. Seien U,V C R™ offene Gebiete, dann nennt man eine
Funktion f : U — V einen Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und stetig differenzierbar
ist, und auch " stetig differenzierbar ist.

Beispiel 10.1 f:(0,1) x (0,7) — {(z,9);]|z| <1 und 0 <y < v1— 2%} mit
[ (r, ) = (rcos g, rsing)

ist ein Diffeomorphismus.

N

l

0 : 1
2

Abbildung 10.1: Das Bild zu Beispiel

Beispiel 10.2 f:(—1,1) — (—1,1) mit f (x) = a® ist kein Diffeomorphismus. Man sieht
sofort, dass f bijektiv und stetig differenzierbar ist. Jedoch ist f™° nicht differenzierbar
i 0.

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Tatsache alleine, dass f bijektiv und stetig differen-
zierbar ist, nicht impliziert, dass auch ™ differenzierbar ist. Jedoch, wenn f und fi"
stetig differenzierbar sind und f hat eine héhere Differenzierbarkeit, dann folgt dies auch
fiir finv,

83
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Lemma 10.3 Seien U,V C R" offene Gebiete. Wenn f : U — V ein Diffeomorphismus
ist und f € C* (U) mit k > 2, dann gilt auch f° € C* (V).

Beweis. Wenn f und [ stetig differenzierbar sind, gilt
(finv)/ <y> _ (f/)—l (fmv <y)) )

Sei 1 < m < k. Mit Hilfe der Kettenregel, kann man jede Ableitung m-ter Ordnung von
[ zuriickfithren auf Zusammenstellungen von (f')”™" mit m; < m, von Ableitungen
hochstens m-ter Ordnung von f und Ableitungen hochstens (m — 1)-ter Ordnung von
f™v. Mit Induktion nach m folgt die Behauptung fiir m € {2,...,k}. |

Definition 10.4 FEine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale Mannigfaltigheit
i R™, wenn zu jedem x € M

o cine offene Umgebung U, C R™ von z existiert,
e cine offene Menge V' C R" existiert und
e es einem Ct-Diffeomorphismus f : U, — V gibt derart, dass

FUNM) =V (R™x{0,...,0}). (10.1)

Bemerkung 10.4.1 Kurzgefasst kann man sagen: Zu jedem x € M gibt es lokal (auf
U,) einen Diffeomorphismus f von U, auf V' mit .

Bemerkung 10.4.2 Wenn man fiir jedes x so einen Diffeomorphismus f finden kann,
fiir den sogar f € C* gilt, nennt man M eine CF-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 10.5 Die Sphire S* = {x € R3;|x| = 1} ist eine Mannigfaltigkeit. Die Abbil-
dung f : R® — R3 definiert durch

f(xlax%x?)) = (x17$27 1 - ﬂf% - x% - .’17%)

ist fiir x mit x3 # 0 lokal ein Diffeomorphismus und f (S?) C R?* x {0}.

Die Differenzierbarkeit von f ist hoffentlich klar. Dann braucht man bloff noch die
Invertierbarkeit zu kontrollieren. Nach dem Satz tiber inverse Funktionen reicht es zu

zeigen, dass det ((%) ) #0:
J ’Lj

8f 10 —21’1
det ((8 Z) ) =det| 0 1 —2z5 | =—2x5#0.
T3/ i 0 0 —2z4

Fir x mit x3 = 0 und x5 # 0 nimmt man stattdessen:

f(xlax27$3) = ('Z'bx?n 1 - x% - x% - .’L'%) :
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Fiir x mit x5 = x9 = 0 kann man

f (l’l,IQ,xg) - (‘7;27‘7;37 ]- - l’% - ZU; - x%)

nehmen.
Beispiel 10.6 Der Kegel K = {x € R3; 2% + 23 = 13} ist keine Mannigfaltigkeit. In ei-

ner Ungebung von (0,0,0) gibt es keinen C'-Diffeomorphismus, der K auf nette Art platt-
schlagt. Wenn man (0,0,0) aus dem Kegel entfernt, hat man eine Mannigfaltigkeit.

Lemma 10.7 Sei X eine offene Menge in R™ und g : X C R™ — R* eine C'-Funktion.

Dann ist der Graph G = {(x,g(x));x € X} eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R™+k,

Beweis. Man nehme f : X x RF ¢ R™*F — R™ mit
flay) = (z,y —g(x)) firz e X,y € R".
Dann gilt f(G) = X x {0,...,0} und

det ((ajfmj) - det( _Ig‘_g 2 ) =1.

ox;

10.2 Heuristik und Mathematik

Eindimensionales. Den einfachsten Mannigfaltigkeiten sind wir schon begegnet:
den stetig differenzierbaren Kurven. Wenn man eine Kurve beschrieben hat, ist eine der
ersten Fragen, die aufkommt, wie lang sie ist. Und wenn die Kurve einen Weg beschreibt,
entlang welchen man einer Kraft ausgesetzt ist, méchte man die Arbeit berechnen kénnen.

Wir haben uns eine Formel fiir die Lénge einer Kurve gebastelt, die fiir glatte Bogen
das Ergebnis brachte, das man im alltdglichen Leben haben mochte.

Definition 10.8 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion x : [0,T] — R™ definiert man
die Linge als

() = /0 /(1)) dt.

Man mochte, dass diese Lénge fiir eine Gerade [a,b] = {z; 2 = ta + (1 — ¢) b mit ¢ € [0, 1]}
iibereinstimmt mit der iiblichen eindimensionalen Lénge:

I, ([a,0]) = |a — b].

Approximieren wir eine Kurve mit Geraden dann kommt man bei einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve tatséchlich im Limes zu einer verniinftigen Antwort. Setze

m—1

U () = Z L [# (tpg1) — 2 ()]

k=0

mit £, = %T und Schrittweite At = %T . Wenn z differenzierbar ist, dann gilt fiir jede
Komponente von x:

x; (tk-i-l) —Z; (tk) = .’E; (tk + (917143) At + O(At)
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(0 ist das kleine Grbﬁenordnungssymbo]ﬂ von Landau) und

3
L
3
L

bn(@) = ) L) =z ()] = )l (ter) — 2 (t)] =

e
Il
o
e

i

3
L

= (|2 (tx + 0: )| AL + O(AL)) =

e
Il
o

3
L

k

Il
o

Weil x und also auch die Komponenten stetig differenzierbar sind, gilt

m—0o0

Tim £, (z) = lim (Z | (b, + 054)| At + 0(1 )) :/0 2/ (£)] dt = £(x).

Beispiel 10.9 Die Linge der Normalparabel y = x* zwischen (—1,1) und (1,1) findet
man dann wie folgt: Die Kurve kann man beschreiben durch k : [—1,1] — R?* mit k(z) =
(z,2%). Man hat

l(x)

/_11 k()| da = /_11 \/ 12+ (22)%dx

%1n<\/5+2>—}11n<\/3—2>+\/3.

Zweidimensionales. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten in R? sind zum Beispiel
die Sphére oder das Paraboloid. Beide lassen sich noch relativ einfach beschreiben. Man
kann sich aber auch fragen, wie gross der Oberflicheninhalt (eines Teils) ist. Auch hier
mochten wir zu einer Definition kommen, die zu unserer Vorstellung passt.

Dazu werden wir eine Formel ableiten fiir die Oberfliche des zweidimensionalen Par-
allellogramms in drei Dimensionen, aufgespannt durch zwei Vektoren.

!Das kleine Gréfenordnungssymbol von Landau: Man schreibt f(z) = o(2™) bei x = 0, wenn
limg oz~ " f(z) = 0. Es gibt auch das grofie GréBenordnungssymbol von Landau. Man schreibt f(z) =
O (2™) bei z =0, wenn es M € R gibt mit [z7" f(x)| < M in einer Umgebung von = = 0. Beide Symbole
werden dhnlich auch fiir z — oo benutzt

2Mit der Substitution 2z = sinht = 3 (e — e™") folgt

1 In(v5+2)
/ 12 + (22)°da / (sinh t) cosht dt
—1 In

1 In(v5+2)
= 7/ (cosht)®dt = 7/
2 Jin(v5-2) 8 Jin

In(v5+2)

1 1 1 1

:[ e’ + t—‘zt] =-Vh+-
16 4 16 In(V5—2) 2 4

-2)
\(/52)) (e +2+e ) dt =

1n(\/5+2) —iln(\/f)—?)—i—%\/g.

_
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N

=<

Definition 10.10 Seien «, § € R™. Dann definieren wir den Fldcheninhalt von
P={x eR"z=ta+ sf mit s,t € [0,1]}

durch

L(P) = /(0 a) (5 5) (e B)" (10.2)

Wenn das Zweibein einen senkrechten Winkel bilden wiirde, dann wiirde man Iy(P) =
|a| | 8| erwarten. Fiir nicht rechtwinkelige Zweibeine, kann man (3 ersetzen durch

Man erinnere sich, dass %a die Projektion von 3 auf « ist. Dann ist (a, B) ein recht-

winkeliges Zweibein, und P = {m e R": z = ta + sf mit s,t € [0, 1]} hat den gleichen
Fldacheninhalt. Es gilt

P) = 1L(P) = Jo || = lal | - ©Za =
a-p (- )° _
Ia!\/ﬁ B2 (e )+ () =

—J-a) 3-8 - (@ B (10.3)

Wenn wir explizite Koordinaten in R? verwenden, folgt

IS))(P) = \/(0‘% + a3 + a3) (5% + 65+ 5:23) — (B + agfy + 06353)2 =
= \/04263 + a3 + Biag + aif + alf + a36] — 200030505 — 201 810305 — 200000, 0, =

— /(0285 — 38,0 + (@3) — a1Bo)’ + (a1By — n8,)”

Das letzte kann man auch wie folgt schreiben:

X ar By e
IP(P)=|det | an By e ||=]axgl.
az (3 e
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Definition 10.11 Fir eine stetig differenzierbare zweidimensionale Kurve (auch Fliche
genannt) x : D C R? — R" definiert man den Oberflicheninhalt durch

oz 9z Oz Oz
volf (o) = [ (Jaee (B8 EE ) aeo.
D s ot Os  Os
Bemerkung 10.11.1 Firn =2 gilt
9z 9z Qdz Oz
\/det( g g ;)z
9s ot Os  0s
dz1  dxa dz1 Iz
(B E)(E 5))-
Os Os ot Os
dz1  dxa dz1 Iz
= det<£ﬂ a%)det(a% é)z
s Os ot os

Oz1  Ozy
t t
Os Os

und wir erhalten die bekannte Jacobi-Determinante.

Beispiel 10.12 Das Paraboloid z = x* + y? abgeschnitten bei z = 1. Man beschreibt es
zum Beispiel durch k : B1(0) — R3 mit k (x,y) = (z,y, 2% + y?).

Weil
Ok L ok [ °
8_ = und a— = ]. s
& 2z Y 2y
hat man
1 1 1 0
0 0 1
2 2 2 2
Volé?’)(k;) = / det ’ v v Y d(z,y) =
B1(0) 0 1 0 0
1 0 1 1
\ 2y 2z 2y 2y
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14422 4day )
= det d(z,y) =
/Bl(O) \/ ( 4a:y 1+ 4y2 ( y)

1 21
= / Var? + 42 + 1 d(x,y):/ / Var2 +1 r dedr =
B1(0) r=0 J =0
b
= on (5\/5 - 1) .

_ i 2 3/2
= 27{12(@ +1) L

Beispiel 10.13 Die Sphire S? = {x € R3; |z| = 1} kann man parametrisieren durch
s (p, 1) = (cos psin 1, sin @ sin 1, cos )

mit ¢ € [0,2m) und ¢ € [0, 7). Man findet mit

3}

£ = (—sinysiniy,cospsiniy,0),

0s . :

90 = (cospcos,sinpcost), —sin)) ,

dass

Vol(s) = / det(%_f.%_f %_f'%_f)d(w,w):
[0,27) x[0,7) oy Op O O

_ / \/det< (sin)” 0 ) d (o) =
[0,27) x[0,7) 0 1

27 T
= / / sindipdy = 2w [cos Y] = 4.
o Jo

Dieses Ergebnis hat man erwartet.

10.3 Integral iiber eine Mannigfaltigkeit

Wie man bei einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit die Lénge und allgemeinere Grofien
auf dieser Mannigfaltigkeit durch kleine Geraden approximiert, werden auf zwei-(und
mehr-)dimensionale Mannigfaltigkeiten definiert durch eine Riemann-Summe, die mit Hil-
fe von kleinen ebenen Fldchen (Parallelepipede) und mit stiickweise stetigen Funktionen
gebildet werden:

Pn  Qn
[ 5@ = i S5 gty (e = o) - (s - o)) =
M i=0 j=0
~ Tim_ (ZO ZO f(x(g))\/det (&Clk (x(g)) Ok (x(g)))i7jﬁtn7iﬁsn7j + O(Dty) + o(Asn,j)) _
=0 j=

:/D(fok:) (v) \/det ((aik-ajk:),.) (y) dy+ lim (o(1)+o(1)) =

Aty ;—0
Asy, j—0

:/D(fok) (%) \/det ((aik:-ajk)i) (y) dy.
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Definition 10.14 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™, die man mit der
C'-Funktion k : D C R™ — R" eindeutig beschreiben kann:

M=Fk(D)={x=k(y) e R";ye DCR"}.

Dann setzt man

/M (@) Vi = /D (F o k) (1) \/det (0k-0,8),,) (v) dy.

Die Funktion k ist eine Parametrisierung von M. Die Matriz (0;k (y) - 0k (y))u
nennt man die (erste) Fundamentalmatrix zu der Parametrisierung k an der Stelle

p=Fk(y).

Bemerkung 10.14.1 Eine Mannigfaltigkeit, die man nicht mit einer Funktion k be-
schreiben kann, teilt man auf in Teilmannigfaltigkeiten, die mit einer Funktion zu be-
schreiben sind und addiert diese Integrale fir [,, f(x) dV,.

Bemerkung 10.14.2 Man soll noch zeigen, dass diese Definition nicht von der Para-
metrisierung abhdingt. Wenn man zwei verschiedene Parametrisierungen k und h hat, fiir
die es ein Diffeomorphismus ® gibt derart, dass

h=koo,

so folgt das gewiinschte Ergebnis aus den Transformationssatz. Denn an der Stelle y gilt:

det ((&-h : ajh)ij)l = det ((Vh)T (Vh)> —

ly

:det((V(ko(I)))T (V(ko@))) _

ly

(wegen des Kettenregels)

— det ((((Vk) o) @’)T (((vk)oo) @’)) _

ly
(denn fiir Matrizen gilt (AB)" = BTAT und (AB)C = A(BC) )

— det ((cp')T ((7k)o @)T (Vo @) c1>') _

ly

(fir quadratische Matrizen gilt det (AB) = det (A) det (B) )
= det ((@)") det (((Vk) o @)T (Vo @) ) det (@), =

v '
= (det (@' (y)))” det ((&"f ' aj“m’)

\/ det ((ai/% 0k ) ])

folgt der Term |det (¥ (y))|, welcher nach dem Transformationssatz die beiden Integrale
iibereinstimmen lisst. Fiir beliebige C1-Parametrisierungen h und k von M ist die Funk-
tion ® wohldefiniert durch

ly

e (y)

Weil

— [det (&' (1)) \/det (@ik- 25h),)

ly |‘1>(y)

q):kinvoh

aber nicht unbedingt ein Diffeomorphismus.
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Mannigfaltigkeiten 11 I W

11.1 Immersionen

Definition 11.1 Seim < n € N und X C R™ offen. Eine Abbildung f € C'(X;R")
heifft Immersion, wenn fir jedes x € X die Matriz V f(z) injektiv ist.

Bemerkung 11.1.1 Man hat

Vfi(z) Ny - 2h(x)
vie=| =]
V fulz) L@y o ()

und V f(z) € M™™ mit n > m. Wenn eine Matriz in M™*™ injektiv ist, muss gelten
n > m. Ubrigens kann man statt V f auch f' schreiben.

Satz 11.2 Sei X C R™ offen und sei f € C* (X;R") mit k > 1 eine Immersion. Dann
existiert fir jedes x € X eine Umgebung U, C R™ derart, dass f(U,) eine m-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit von R™ ist.

Beweis. Sei zp € X und setze zy = f(x). Ohne Verlust der Allgemeinheit diirfen wir
annchmen, dass die ersten m Zeilen von V f(xg) eine injektive Matrix liefern:

0 0
hwo) -+ P(wo)
M = : . :
Ofm 0fm
a%l(xo) e ﬁ(%)

Wir betrachten die Abbildung g € C' (X x R*™™;R"), definiert fiir + € X C R" und
y € R"™™ durch
g9(x,y) = f(z)+(0,9).

Es folgt
M O

a0 (4,0 )

und det (Vg (z0,0)) = det (M) # 0. Der Satz tiber Umkehrfunktionen liefert offene Umge-
bungen Uy, o) in X x R"™™ und U, in R™ und eine Umkehrfunktion g™ : U, — Uy, 0)-
Insbesondere gilt g™ (U,, N f(U,,)) C X x {0,...,0}. |

91
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F= “
— f
Satz [11.2] =

p=

Abbildung 11.1: Zu der lokalen Definition einer Mannigfaltigkeit: links mit Hilfe eines
Diffeomorphismus und rechts mit einer Immersion.

Bemerkung 11.2.1 Dieser Satz bedeutet nicht, dass f(X) eine C*-Mannigfaltigkeit ist.
Er sagt nur aus, dass f(U,) (lokal) eine C*-Mannigfaltigkeit ist. Siehe nichstes Beispiel.

Beispiel 11.3 Fiir a > 0 liefern die Abbildungen f, : (0,27) — R? mit

falz) = ( (1+ acosx)cosx )

(14 acosx)sinx
die sogenannten Limagons von Pascal. Sie werden auch Pascalsche Schnecken genannt.

2r 2r 2 2r

I W Y (W
VARRNDARRNIAR O/

2t
2
1

2

(Y

2t 2t

Abbildung 11.2: Limagon von Pascal mit a = k/4 und k£ =0,1,2,....

Weil ( )
—(1+2acosz)sinx
Viaz) = ( —a+ (14 2acosx)cosz )
folgt ||V fu(x)|]| = 0 nur, wenn sinxz = 0. Denn wenn 1 4+ 2acosx = 0, ist die zweite

Komponente nur dann auch gleich 0, wenn a = 0 qilt, und wir haben einen Widerspruch.
Also muf sinx = 0 gelten, und das heifit x = km mit k € Z. Dann gilt cosx = (—1)k und
die zweite Komponente ist 0, wenn

—a+(—1)"+2a=0.

Weil a nicht negativ ist, folgt dass k ungerade ist und a = 1. Das heifst, fira # 1 ist f, eine
Immersion und f, (xo — €, x0 + €) ist fir geniigend kleines € eine Mannigfaltigkeit. Fiir
a € [0,1) ist fo(R) sogar eine Mannigfaltigkeit. Fira > 1 gibt es Selbstdurchschneidungen.
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Beispiel 11.4 Die Sphdre S? in R3:
S?={z e R®|z|| =1}

kann man, mit Ausnahme von (0,0,1), mit Hilfe einer stereographischen Projektion be-
schreiben:
1 2z
2 o) = ( 12_ﬁ > )
T3 1—xz3

oder genauer gesagt, mit der Inverse zu dieser Projektion. Man vergleiche dazu die dhnlichen
Dreiecke

AN [(Oa 1) ’ (xla 373) ) (Oa $3)] und Ny = [(07 1) ) (yla O) s (O> _1)]

und findet so & = - Auch findet man so £ = 22—,
2 l—z3

2 l—x3 "

0-1 (Y1,—1

Abbildung 11.3: Die stereographische Projektion aus dem Nordpol auf die tragende Ebene.

mnvers . . .
) soll eine Immersion sein.

Diese Abbildung ¢ ist Ct fiir x3 < 1 und ¢ = (90‘52
Man kann 1 wie folgt berechnen:

Aus%zlf—ég, 2= 2= und 2+ 23+ 22 =1 folgt
x? + a2 1 — a2 1+ 25 8
y%+y§:4 : 22:4 32:4 = —4
(1 —x3) (1—x3) l—2z3 1-—ua3
und x3 =1— m. Auch folgt

4y, 4o

Also hat man

L
4+y7+y35
¢ yl . 4y2
— 4 2 2
Yo +y7 +g2

1

A3
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Man kann direkt kontrollieren, dass 1 eine Immersion ist, denn

16-4yi+4ys Sy
2 2
(4+y3+13) (4+yf+y§2
V’Qb _ - 8y1y2 16+4y%—4y2
- dty2402)2 dty2402)?
( +yl+y2) ( +y1+y2)
16y1 16y2
2 2
(4+y3+13) (4+y3+13)
und dividiert man durch den Faktor ﬁ, so findet man
(4+y3+v3)
2 2
4 — Y1 +Y; —212
2 2
=212 A4y — Y5
4y 4yo

Fiir y; # 0 folgt

2y A+yi—ys 2, 9
det( s 1 = —4dy (4+ 7 +43) #0,

fir y2 # 0 folgt

4—y2+y2 =211 o 2 2
det ( 4y, 4o = 492 (yl T 4) 70

und fiir y3 + y3 # 4 folgt

4d—yi4+ys =21y ) 2
det 17T 92 = (P +yi—4 0.
( —2y1y2 Aty - v i+w: -4 #

Weil diese drei Ausnahmen einen leeren Durchschnitt haben ist ¢ : R* — S\ {0,0,1}
eine Immersion.

Beispiel 11.5 Sei 0 < r < a. Die C®-Abbildung ¢, : R* — R® mit

(a+rcost)coss
Gayr (s,t) = | (a+rcost)sins
rsint

liefert fir alle 0 < r < a einen Torus.

Abbildung 11.4: Graphische Darstellungen zu g2 und g 5.
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11.2 Lokale Karten und Parametrisierungen

Nicht alle Mannigfaltigkeiten lassen sich so leicht durch eine Parametrisierung definieren.
Auch wollen wir abstraktere Definitionen von Mannigfaltigkeiten zulassen, die nicht von
vornherein in einen euklidischen Raum R"™ eingebettet sind.

Beispiel 11.6 Wir definieren M = [0,27] x R, wobei wir wie folgt Randpunkte identifi-
zieren:

(0,t) = (2m, —t) firt € R.

Versucht man M als Oberfliche in R? darzustellen, findet man das Mébiusband. Ein
Streifen von M, das heifst (s,t) € M mit |t| < to, ldft sich in R® als ein Band darstellen,
das man am FEnde verdreht zusammengeklebt hat.

Abbildung 11.5: Ein Streifen aus dem Mobiusband. Das Mébiusband ist nicht orientier-
bar: es gibt keinen stetigen Normalenvektor auf dem Md6biusband.

Abbildung 11.6: Wenn man mehr vom Mobiusband zeigt, wird es uniibersichtlich. Hier
findet man das Bild, wenn man das Band in Abbildung fortsetzt innerhalb eines
Wiirfels um O.
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Definition 11.7 Sei M C R" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Man nennt {(¢,,Us);a € A} mit o, € C* (Uy; R™) und U, C R™ offen einen Atlas

fiir M, wenn U Uy D M (M wird iiberdeckt von den U, ) und fir jede a, B € A gilt:

acA
® Pouanm St ingektiv;

) mnvers

. (S%|UamM Vo= M mit V, = ¢, (U, N M) ist eine Immersion.

Bemerkung 11.7.1 ¢, it die Einschrinkung von ¢, auf U, 0 M, das heifst,
ajvanmr - Ua MM — R™ st definiert durch @, v (2) = @, () fiir v € Uy N M.

Abbildung 11.7: Einige der Funktionen ¢, ~as- Die Funktion ¢, ist definiert auf Ul,.

Bemerkung 11.7.2 Das Paar (S%|UomM7 Us N M) nennt man Karte.

) invers

Die Funktion (gpaw&m M ist eine lokale Parametrisierung.

Bemerkung 11.7.3 Um die ganze Mannigfaltigkeit betrachten zu konnen, reicht eine
Karte meistens nicht aus. Denn wandert man zum Beispiel iber den Torus, dann muss
man wahrscheinlich gelegentlich die Karte wechseln. Fine Mannigfaltigkeit kann tibrigens
auch durch mehrere Atlanten beschrieben werden.

Bemerkung 11.7.4 Die Definition von Mannigfaltigkeit sagt uns, dass zu jedem x € M
lokal eine Karte existiert.

Beispiel 11.8 Die Sphére S? in R3:
S? = {:B c R ||z| = 1}

kann man mit zwei Karten beschreiben. Man nehme zum Beispiel fiir ¢, die stereographi-
sche Projektion aus dem Nordpol auf die Fliche x5 = —1 und fiir @, die stereographische
Projektion aus dem Stidpol auf die Fliche x3 = 1.

11.3 Vektorfelder und Pfaffsche Formen

Wir wollen Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten definieren und benutzen koénnen. Das
heiflt, wir wollen Vektorfelder definieren, die an jeder Stelle der Mannigfaltigkeit tan-
gential zur Oberfliche zeigen. Wenn wir als Beispiel die n-dimensionale Sphére S™ in
R™*1 betrachten, dann kann man in jedem Punkt p tangential einen Vektor in R™*!
anhédngen. Tangential bedeutet aber, dass man diese Vektoren nur wéahlen darf aus einem
n-dimensionalen Unterraum von R"*,
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Abbildung 11.8: Ein Vektorfeld auf der Sphére.

11.3.1 Der Tangentialraum

Definition 11.9 Sei M ecine m-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n)
und sei p € M. Sei v eine Immersion mit 1¥(0) = p, die M lokal parametrisiert, und sei
R der Bildraum (Spaltenraum) von V1 (0).

Man nennt T,M = (p, R) den Tangentialraum an M im Punkt p.

T,M ist ein Vektorraum mit der folgenden Vektorraumstruktur:
s(p,v) +t(p,u) = (p,sv+tu) fir s,t € R und u,v € R.

Definition 11.10 Ein Element (p,v) € T,M nennt man Tangentialvektor.
Die Vereinigung T'M = Upe v IyM nennt man das Tangentialbiindel zu M.

Bemerkung 11.10.1 Man kann zeigen, dass der Tangentialraum unabhdngig ist von der
gewdhlten lokalen Parametrisierung 1, wenn diese nur eine Immersion ist.

Bemerkung 11.10.2 T,M ist ein m-dimensionaler Untervektorraum von T,R™ = (p,R").

Satz 11.11 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n) und sei
pe M.

e Fiir jede (p,v) € T,M gibt es eine Kurve v € C* ((—¢,e);R"™) mit v (—e,e) C M,
7(0) = p und v'(0) = v.
o Wenn es eine Kurve v € C' ((—e,e);R"™) gibt mit v (—e,e) C M und v(0) = p,
dann gilt (p,~'(0)) € T,,M.
Beweis. Sei (p,,U,) ecine Karte. Wir diirfen annchmen, dass ¢,(p) = 0. Wir nchmen

(URES (90p|UpmM) (R — M.

o Sei T,M = (p,R). Setzen wir y(t) = ¢ (t£) mit £ € R™. Es folgt, dass v(0) =
¥ (0) = p und 7/(0) = (V(0)) & Weil ¢ eine Immersion ist, ist (V¢(0)) : R™ - R
bijektiv und wir kénnen £ € R™ finden mit (V(0)) & = v.
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e Wenn es eine Kurve v € C' ((—¢,¢);R") gibt mit vy (—¢,¢) € M und v(0) = p,
dann gilt ¢ (¢, (7(t))) = 7(t) und die Kettenregel liefert
7(0) = Ve (0) (T, () 7'(0)) € R,

denn V¢ (0) : R™ — R.

Fiir Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten kommt man zur folgenden Definition.

Definition 11.12 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n). Fine
Abbildung v : M — TM mit v(p) = (p,v(p)) € T,M nennt man Vektorfeld auf M.

11.3.2 Der Kotangentialraum

Wenn V ein Vektorraum ist, dann definiert man den dualen Vektorraum V* als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen L : V' — R. Ist V endlich dimensional, dann ist jede
lineare Abbildung stetig. Hat man V' als Unterraum von R™ mit Basis {v1, ..., v, }, dann
kann man jedes Element L € V* definieren, indem man es festlegt auf die Basiselemente:

Lv; = a; € R.
Fir v = Zzl c;v; folgt dann aus der Linearitét
Lv=1L (Z civi) = Z c; Lv; = Zcz-ozi.
i=1 j

Nimmt man das Standardskalarprodukt zur Hilfe, kann man L in Matrixform schreiben
mit der Matrix zusammengestellt aus den Basisvektoren

Vi1 0 Uma
’lj . .. vm
v=| " " (11.1)
Uin -+ Umn
als )
L=(ay,....,an) (VV) V" (11.2)
Denn so gilt
m C1 €1 m
L (Z civi> =L |V : = (a1,..., Q) (VTV)_1 %% : = Zciai
Man soll bemerken, dass die Unabhéngigkeit von {vy,...,v,} impliziert, dass die

m x m-Matrix VTV invertierbar ist, denn aus diese Unabhiingigkeit folgt die Injektivitiit
von V und dann auch, dass V7V positiv definit ist

- VIVz = |Vz||> > 0 fir z € R™\ {0}.

Dann sind alle Eigenwerte von VIV strickt positiv und es folgt det (V'V) > 0.
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Definition 11.13 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und seip € M.
Den Dualraum T; M zu T, M nennt man den Kotangentialraum an M im Punkt p.

Genauer gesagt, wenn T,M = (p, V'), dann setzt man Ty M = (p, V™).

Definition 11.14 Ein Element (p,v) € Ty M nennt man Kotangentialvektor.
Die Vereinigung T*M = UPGM Ty M nennt man das Kotangentialbiindel zu M.

Dual zum Vektorfeld definiert man anschlieSend die Pfaffsche Form. Sie wird auch
Differentialform von Grad 1 genannt.

Definition 11.15 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n). Fine
Abbildung o : M — T*M mit o(p) = (p,a(p)) € T; M nennt man Pfaffsche Form auf
M.

11.3.3 Dualitat

Fiir eine lokale Parametrisierung ¢ : U,, C R™ — M C R"™ mit ¢(xy) = p € M findet
man eine Basis fiir 7,M durch {v;},",, oder genauer {(p,v;)};-,, mit

i=1)
v; = (SZ) (x9) € R™

Eine duale Basis fiir 7y M ist dann {(p, v})};",, wobei v} definiert ist durch

=1

(vi, v3), = 0ij.
Die Dualitat von Vektorfeldern und Pfaffschen Formen an der Stelle p wird bezeichnet
mit
() TyM X T,M — R.
Es folgt aus l} mit e; = (0,...,0,1,0,... ,O)T der i-te Basisvektor in R™ und 1}

dass fiir w = Vx mit

V= V'QD (ZL‘Q) ’
also gilt (p,w) € T,M, dass
(v, w), = ef (VTV)_1 Viw.

Will man diese Dualitét global definieren, dann ist es notwendig die Stetigkeit oder diffe-
renzierbare Abhéngigkeit der Ortsvariablen ins Spiel zu bringen. Man sagt f : M — R”
liegt in C'7 (M;R”), wenn fiir jede lokale Parametrisierung ¢ : U, — M, die eine Immer-
sion ist, gilt f o € C?(U,;RY).

Definition 11.16 Sei M eine mannigfaltigkeit.

o Die Vektorfelder v : M — TM mit v(p) = (p,v(p)) € T,M und p — v(p) €
C9(M;R"™) bezeichnet man mit V4 (M).

e Die Pfaffschen Formen o : M — T*M mit a(p) = (p,a(p)) € T,M und p —
a(p) € C1(M;R™) bezeichnet man mit Q, (M).
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Bemerkung 11.16.1 Auf V(M) und Q, (M) kann man eine skalare Multiplikation mit
C9(M;R"™)-Funktionen definieren:

(fv)(p) = (b, f(p)v(p)) und (fa)(p) = (p, f(p)x(p)).

Sei ¢ : Uy C R™ — M C R™ eine lokale Parametrisierung mit ¢(0) = p, und sei

{e1,...,en} die Standardbasis fiir R”™. Dann findet man
0 0 0
{0 b0 500

als Basis fiir 7,,M. Lasst man die lokale Parametrisierung weg und behélt man nur ¢(0) =
p, dann kann man verstehen, dass man oft

9, 90, .9

als Basis fiir T, M schreibt. Ein Tangentialvektor an der Stelle p wird dann

(b )4+ o))
Fir die zugehorige Basis fiir 77 M schreibt man
{dxq,...,dzx,}.
Eine Pfaffsche Form wird an der Stelle p dann beschrieben durch

dg = gi(p)dzy + - -+ + g, (p)dTsm,

oder formell
(p, g (p)dz1 + - + g (p)dxy)

und man findet so

<dg, fl(p)ai%p + -+ fm(p)a%p> = Z 9; (p) fi(p)-



Analysis 3, Woche 12 A 1
——

Differentialformen I -

12.1 Multilineare Algebra

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Dann definiert man V* als den Vektorraum der steti-
gen linearen Abbildungen L : V — R. Allgemeiner kann man multilineare Abbildungen
w:VXxVx-.-xV — R definieren. Im Zusammenhang mit Mannigfaltigkeiten spie-
len insbesondere die antisymmetrischen, multilinearen Abbildungen eine wichtige
Rolle.

Definition 12.1 Sei V' ein Vektorraum iiber R und k € N*. Eine Abbildung

W l/xqu-xV/ — R

~
k x

1. heifft multilinear, wenn fir jedes 1 € {1,...,k} die Abbildung
vin(vl,...,vi,...,vk)
linear ist;
2. heifit antisymmetrisch, wenn fir jedesi,j € {1,... k} mit i # j gilt:
w(vl,...,v",...,vj,...,vk) = —w(Ul,...,vj,...,vi,...,vk).

(Die Vertauschung zweier Vektoren liefert ein extra Minuszeichen.)

So eine Abbildung w nennt man eine dufere Form von Grad k. Die Menge aller
duferen k-Formen bezeichnet man mit A*(V*).

Lemma 12.2 Definiert man Addition und Multiplikation mit Skalaren wie diblich:

(w1+w2)(vl,...,vk) = wl(vl,...,vk)+w2(vl,...,vk),
(Aw)(vl,...,vk) = /\w(vl,...,vk),

dann ist A*(V*) ein Vektorraum diber R.
Bemerkung 12.2.1 Man setzt A°(V*) = R. Es folgt direkt, dass A'(V*) = V*.
Beweis. Direktes Ausschreiben zeigt die Multilinearitéit und die Antisymmetrie von wq +

wo und Aw, wenn wi,ws und w diese Eigenschaften haben. [ |

101
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Lemma 12.3 Fir dimV = n hat man dim (A*(V*)) = ().

Beweis. Sei {ey,...,e,} eine Basis fiir V. Dann ist L € V* durch die Werte auf den
Basiselementen festgelegt. Dies bedeutet

dim (A'(V*)) = dim V* = dimV = n.

Aus der Multilinearitat folgt, dass jede k-multilineare Abbildung durch die Werte ange-

nommen auf {ej,... ,en}k festgelegt ist. Die Antisymmetrie sorgt dafiir, dass der Wert
unter Permutationen festliegt. Das heiBt, fiir w € A¥(V*) kann man genau (}) Koeffizien-
ten frei wahlen. [

Definition 12.4 Seien w € A*(V*) und n € A™(V*). Man definiert w An € A™*(V*)
durch

(w A\ 77) (Ul, ce ,Uker) _ ﬁ Z sgn (o’) w (Uo(l)’ o ’Ua(k)) n (Uo(kJrl)’ o ,Ug(ker)) ‘
T o€Permyim

Hier sind Permy.., alle Permutationen von {1,... k+m} und nimmt man

1 ber einer geraden Permutation o,
—1 ber einer ungeraden Permutation o.

sqn (o) = {
Man nennt w A n das duflere Produkt von w und 1.
Beispiel 12.5 Fiir w,n € AY(V*) folgt
(wnm) (01 ?) = () 1 (0?) —w () 0 ().
Fir w e AY(V*) und n € A2(V*) folgt
(wAn) (' 0% 0°) =w (v') 1 (V7 0°) —w (V%) (v, 0°) +w (V¥) n (v',0?).

Satz 12.6 (Rechenregel fiir das duflere Produkt) Sei w;, € AF(V*), n € AYV™)
und v € AN™(V*). Es gilt:

1. (wytwo) An=wi An+wy An;
2. wAnp=(—D"nAw;
3. (wAn)Av=wA(nAv).
Beispiel 12.7 Fiir wy,wy,ws € A(V*) hat man
1 wi (V) wy (7)) wy (

(w1 Aws Aws) (v!, 0%, 0%) =det | wa (v!) w2 (v?) ws (vP)
wsz (V') ws(

<
[\
~—

&

w

—

<
w
~—

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition. Fiir die zweite soll man
bemerken, dass

(mAw) (v, 0 0 TR = (w A (0o R et )
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und dass man mit k¢ Vertauschungen (vl, . ,ve) vor (U”l, e ,v”k) bekommt:

(wAn) (v“l, vttt 7?}4) = (—1)“ (wAn) (vl, oot et ,v”k) )

Um die letzte Behauptung zu beweisen, mufl man ein guter Buchhalter sein. Wenn man
bedenkt, dass

LS agnlo)w (70, ®) (o005, g
T o€Permp4m
- Z sgn (o) w (v”(l), . ,v"(k)) n (Ud(kﬂ)’ o 7U0(k+m)) ’
oc€EPermyym

o(l)<o(2)<<o(k)
o(k+1)<o(k+2)<--<o(k+m)
bemerkt man, dass die Definition nur davon abhéngt, welche £ Kugeln sich in dem w-
Beutel und welche m-Kugeln sich in dem 7-Beutel befinden. Es wird iiber diese Verteilun-
gen summiert und nicht iiber die Folge in jedem Beutel. Weil es fiir die Verteilung egal
ist, ob man erst in Haufchen mit k+ ¢ und m Kugeln verteilt und dann das k+ ¢ Haufchen
nochmals in ein k£ und in ein ¢ H&iufchen aufteilt, oder gleich in drei Haufchen mit k, ¢
und m Kugeln, gilt

(wAn) Av) (vt .. 0P ™) =

— Z sgn (0_) W (’1)0(1), o ’Ua(k)) n (,Uc(kJrl), o 7,Uo(k+€)) v (,Ua(chrZJrl)7 o 7v(;’(l~c+£+m))

cEPermyo4m
o(l)<o(2)<- <o (k)
o(k+1)<o(k+2)<---<o(k+L)
o(k+l+1)<o(k+L4+2)<--<o(k+L+m)

= (WA (AY)) (v, ... o™y
|
Wir kénnen sogar eine Basis fiir A*(V*) konstruieren. Sei {ey,...,e,} eine Basis fiir
V. Dann kann man eine duale Basis fiir VV* definieren durch {e,...,¢,} mit

E; (0161 + -+ cnen) = C;.

Sei jetzt I = {iy,is,...,ix} ein geordneter k-Tupel aus {1,...,n}. Das heiit 1 < i; <
iy < - < 4 < n. Wir definieren

Er =6y N€Eiy Ao+ A€y (12.1)
Satz 12.8 {c; I geordneter k-Tupel} mit e; definiert in (m ist eine Basis fiir AF(V*).

Beweis. Man betrachte die Uberlegungen bei Lemma [12.3] ]

Seien V und W Vektorrdume {iber R und sei L : W — V eine lineare Abbildung.
Mit dieser linearen Abbildung L lisst sich eine lineare Abbildung L* : A*(V*) — A*(W*)
konstruieren:

(L'w) (w', ... ,wk) =w (Lw',... ,ka) :

Notation 12.9 Man sagt, eine duflere Form w auf V' Gt sich mit einer linearen Abbil-
dung L : W — V' zuriickziehen zu einer dufferen Form L*w in W.
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w5 v

L*

ARW) = AK(V)
Schlussendlich wollen wir noch zeigen, dass ein inneres Produkt von einem Vektor
v € V mit einer k-Form w eine (k — 1)-Form liefert:

Definition 12.10 Seiv € V und w € A*(V*) mit k > 1. Dann setzt man
(v Jw) (vl,...,vk_l) :w(v,vl,...,vk_l).

Man findet, dass v o w € A*"1(V*), denn die Multilinearitit und die Antisymmetrie
von v 1 w folgt aus der von w.

12.2 Determinante

Die bekannteste duflere Form ist die Determinante. Fiir V' = R" ist
{Ul,...,v”} — det (vl,...,v”)

eine dufere n-Form, oder formell det € A"((R™)"). Man sieht sofort, dass diese Abbildung
multilinear und anti-symmetrisch ist. Man hat

det() =1 Aea A+ Aey.
Wir haben schon mal gesehen, dass det (v, ...,v™) das Volumen von dem Parallelepiped
P={0v' +--+ 6,00, €[0,1]}

ergibt.

12.3 Skalarprodukt und Orientierung

Bis jetzt sind wir nur dem Standardskalarprodukt begegnet. Wenn wir Mannigfaltigkeiten
betrachten, dann gibt es meistens kein natiirliches Standardskalarprodukt.

Definition 12.11 g: V XV — R nennt man ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt, wenn
1. vl — g (v v?) und v — g (v, v?) linear sind;
2. g symmetrisch ist: g (v',v?) = g (v? vl);

8. fir die Matrizv Mp(g) = (g (ei, €;));;, mit B ={e1,...,e,} eine Basis fir V, gilt

det (Mp(g)) # 0.

Weil g symmetrisch ist, ist Mp(g) auch symmetrisch und darum diagonalisierbar.
Nennen wir die Zahl der positiven Eigenwerte p und die Zahl der negativen ¢, dann ist
das Paar (p, q) die Signatur des Skalarproduktes g.

Fiir das Standardskalarprodukt g, definiert auf der Standardbasis durch g (v!,v?) =
(vt v?), ist Mp(g) positiv definit. Man mochte hier auch Skalarprodukte zulassen, die auf
Produktvektorrdume V' x W definiert sind durch

o((n)-(02 ) = 6hoth =ty
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Ein Skalarprodukt g auf V' x V liefert ein zugehoriges Skalarprodukt g auf V* x V*
durch

g(a,8) =Y g ale) B(e) (12.2)

i=1 j=1
mit
(¢7),, = Ms(g)™". (12.3)
Auf diese Art héngt g nicht von der Wahl der Basis ab, sondern nur von g selbst, denn
wenn B = {fi,..., fn} eine andere Basis ist, sagen wir

fi= Z Fiey
k=1

dann gilt, dass

3
3

Fiijzg <€k7€€)> =F MB(Q) FTr

k=1 ¢=1 ij

und es folgt

a(f1) B(f1)
Mp(9)™" : =
a(fn) B(fn)
a(ey) g B (e1)
— | F (F Mg(g) FO)"'F| —
a(ey) B (en)
a (e1) B (e1)
= : - Mp(g)™ :
a(ey) B (en)

Dieser letzte Formel ist genau g (a, 8) wie in ((12.2)) und man sieht, dass die Definition in
(12.2) nicht von der Basis abhéngt.

Dieses Skalarprodukt wird wie folgt erweitert auf die Riume A*(V*):

Definition 12.12 Sei g : V x V. — R ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt und B =
{e1,...,e,} eine Basis fir V. Dann definiert man g : A*(V*) x AF(V*) — R, mit g¥ wie

in (12.9), wie folgt:

g (w1, ws) = Z GGt gikde gy (€iyy-v-s€ip) wal€jy,-..,€5)

1<) <ig < <ip<n
1<j1<ja<-+<jr<n

fiir wy,wy € AK(V*). NB: Auch hier hingt g nicht von der Basis ab.

In R? und R3 kénnen wir uns eine Vorstellung davon machen, was wir unter einer
rechts oder links orientierten Basis verstehen. In hoheren Dimensionen haben wir keine
Vorstellung, die uns dabei helfen wiirde, links oder rechts zu unterscheiden. Wir kénnen
aber schon alle Basen in zwei Klassen aufteilen. Wenn By = {ej,...,e,} und By =
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{fi,..., fn} zwei verschiedene Basen sind, dann gibt es eine Matrix A = (a;;), die B;
iiberfithrt in B, :

fi=aner + -+ apen.

Wenn det (A) > 0 sagen wir, dass By und B, gleich orientiert sind; wenn det (4) < 0
nennt man B; und B, entgegengesetzt orientiert.

Lemma 12.13 Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgeartetem Skalarprodukt g.
Dann kann man eine Basis B definieren derart, dass

O O |
0
o1 e :
Mgp(g)=| _ o e (12.4)
S
0 0 -1

Beweis. Weil g symmetrisch ist, kann man eine orthonormale Basis B finden, die M 5(9)

diagonal macht. Skaliert man das i-te Basiselement von B durch (M B(g))“|1/ ? und nimmt
man dies als neues Basiselement, wird der dazugehorige Diagonaleintrag zu £1. ]

Definition 12.14 Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g
und sei B = {ey,...,e,} eine Basis mit Mg(g) wie in . Dann nennt man dV €
A™ (V*), definiert durch

1 n

gvhe) -+ g e)
dv (vl,...,v") = det : : ,

g (U17 en) e g (/Unv en)

die Volumenform zu g.

Bemerkung 12.14.1 Diese Volumenform ist nicht ganz unabhdngig von der gewdhlten
Basis. Fiir alle Basen die gleich orientiert sind bekommt man die gleiche Form. Ist eine
Basis gegengesetzt orientiert, so findet man zusdtzlich ein Minus-Zeichen. Wenn man zum
Beispiel ey und ey vertauscht, passiert dies schon.

Wenn {¢1,...,e,} die duale Basis auf V* zu B ist, das heiit ¢; (¢;) = ¢;;, dann gilt
dV = (—1)"e; Nea A+ Ney. (12.5)
Um ([12.5) zu zeigen bemerke man, dass es reicht, wenn man (12.5)) fiir Basisvektoren

beweist. Weil dim (A™ (V*)) = 1 gilt, hat eine Basis fiir A" (V*) genau ein Element und
das kann zum Beispiel das n-Tupel (eq, ..., e,) sein. Es gilt

dv (e1,...,e,) = det (g (ei,ej)ij) =(-DI=(-1)"(e1NeaA---Nep) (e1,..., ).
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12.4 Hodge-Operator

Fiir den n-dimensionalen Vektorraum gilt

dim (A™ (V*)) = <”) - ( " > = dim (A" (V7)) .

m n—m

Definition 12.15 Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g
und sei B = {ey,..., ey} eine Basis mit Mp(g), wie in (12.4]). Man definiert den Hodge-
Operator % : A™ (V*) — A"™(V*) wie folgt. Fir w € A™ (V*) ist xw € A"~ (V*) die

eindeutige (n — m)-Form derart, dass
wAn=g(xw,n)dV firalene A" (V*).
Fir w e A™(V*) und n € A»™ (V*) gilt w An € A" (V*). Die Abbildung
(= wAn) € LA™ (V) ;A" (V"))

ist linear. Weil A (V*) eindimensional ist, und die Volumenform dV" eine Basis fiir A™ (V*)
liefert, gibt es ¢ € (A"™™ (V*))" mit

wAn=c(n)dV fir alle n € A" (V).

Weil g ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt auf A"~™ (V*) ist, gibt es genau eine Form
v e A" (V*) mit
c(n)=g(v,n) fur allen € A" (V*).

So sieht man, dass *w := v wohldefiniert ist.

Lemma 12.16 Sei V ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g und
sei B={ey,...,e,} eine Basis mit Mg(g), wie in . Sei w,n € A" (V*). Dann gilt

1. fiir eine Permutation

J:(.l 2 e m m'—i—l " ) (12.6)

(S lm  J1 oo Jnem
mit 1p < ig < -+ <ty und j1 < Jo < < Jn_m:

*(gi, Neiy, N~ Neg,) = (=1)sgn (o) g9t ... gin-min=m (5j1 Nejy N A ajn_m) :

2. xxw = (—1)"TmTe,.

3.9 (*wv *77) = (_1)qg (w’ 77) .

Beweis. (1) Wenn {i1, 42, ..., %m, j1,- - -, Jn_m keine Permutation von {1, ... n} ist, dann
gibt es zweimal die gleiche Zahl und es folgt

Eip /\51'2 /\"'/\Eim/\gﬁ /\€j2 /\"'/\Sjn_m =0.
Wenn {i1,42,...,%m,j1,-- -, jn—m} schon eine Permutation von {1,...,n} ist, dann gilt

Eiy /\81'2 /\"‘/\é?im/\éfjl /\8j2 /\"'/\gjn_m =
=sgn (o) esNer A+ Nep = (=1)Tsgn (o) dV. (12.7)
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Man kann daraus schlieffen, dass
*(€iy N€ig No+-Neg ) =cejy Nejy, N+ Nej, .
Weil
Gy Nejy Aee s Neju € Nejy Nees Neg ) = giotgh2 o glnminem
und g7+ € {—1,+1} gilt, folgt fiir
e= (~1)7sgn (o) g g ghminn,

dass

G(x(en New Ao New) e Ny A Nej, ) dV =

=cg (5j1 NEjg Nov - NEj_ € NEjy Nv v /\ejn_m) dv =

= (—=1)?sgn (o) (g"7 g’ .. .gj"*"‘j"*”‘)2 dV = (=1)?sgn (o) dV =
=sgn(o) egNea N+ Ney =
=€y Ny N- NEj, NEj; NEj, N+ NEj, .

(2) Fiirw =er =g Ay Ao+ - Agy, mit I = {iq,ig,... 03}, 1 <i3 <ig < -+ <ip<n
und J das Komplement zu I, mit der Standardanordnung so wie es auch in definiert
ist, und mit

5— ( 1 2 ... n'—m n—m+1 een )

jl jg c. In—m 71 c. Zm

gilt, dass
xxep =x ((=1)"sgn (o) g1 g/ .. gInmInme ) =
= (1) sgn (0) sgn (&) g9 g7 .. ghn-minomghin g gimimg ) —
= (=)™ (1) e

(—1)"=™™ ynd

Man verwendet, dass sgn (o) sgn (6) =
gjljlgj2j2 . gjnfmjnfmgililgiZiQ . gzm’Lm — 177 (_1)‘1 .

Weil {e; I geordneter m-Tupel} eine Basis fiir A™(V*) bildet, ist der Beweis fast kom-

plett. Man muss sich nur noch iiberlegen, dass mit zuséitzliche Funktionen f; gilt:

* Z frer | = Z fr (xe1).

= =
(3) Sei w,n € A™(V*). Dann gilt mit dem zweiten Ergebnis oben, dass
g(xw,*xn)dV = w A (xn) = (—1)("_m)m (xn) Nw =
= (=)™ g xm,w)dV = (=1)7 g(n, w)dV = (=1)7 g(w, n)dV.
|
Beispiel 12.17 Fir M = R™ mat Standardbasen und dem standard skalaren Produkt ist
dieser Hodge-Operator nur halb so schlimm. Fiir
w=dx; Ndxy N Ndx;,, mit [ = {iy,is,... 0y}
und 1 < iy <ig < -+ <1y, <n findet man
«w=(=1)""Vdg; Ndxy, A Ndxj,
mit o wie in . Dann folgt auch sofort, weil sign (o) = sign (o), dass
ok W= W. (12.8)
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12.5 Differentialformen zuriickziehen und ableiten

Fiir die Standardbasis {ey,...,e,} in R" definiert man dz; € A ((R")") fiir v = vie; +
-+ + vpe, durch

dz; (v) = v;.
Eine Basis fiir A® ((R")") ist dann

{dxy Ndxig N+ Ndzy ;1 <y <idg < -+ < i <n}.
Das wiederum heifit, dass jede duflere k-Form w die Gestalt

1<) <o < <ip<n

hat. Wenn wj,;, ;, € CYU) fiir U C R", nennt man w eine k-Form der Klasse C* und
schreibt w € QF(U).

Definition 12.18 Das Differential von f € C*Y(U) mit k > 1 fiir offenes U C R®
definiert man durch
_of of

df = 214
If O+ r1 + +6xn

dzx,,.

Es folgt df € Q.(U) und fiir v = viey + - - + vye, gilt

df (v) =Vf-w.
Genauer wére es, wenn man schreiben wiirde df (p,v) = V f(p) - v.

Definition 12.19 Sei U C R" offen und f € C“T1(U;R™). Man definiert fir w €
QF(R™) die von f zuriickgezogene k-Form f*(w) € QF(R"™) durch

Frw ..o =w(f v, [ p)").

Bemerkung 12.19.1 Wenn man die Abhdngigkeit von der Stelle nach beibehalten mdéchte,
dann misste man eigentlich schreiben f* (w), (v, ) =wipey (F ()0 (p) V),
denn die Differentialform w an der Stelle f (p) hdngt zusammen mit der Differentialform

f*(w) an der Stelle p. Deshalb sagt man auch ,,zuriickziehen .

Hier ist f’ (p) die Ableitung von f an der Stelle p, anders gesagt, die lineare Abbildung
f'(p) : R* — R™_ ist also als eine m x n-Matrix darstellbar, mit

lim 1f(x) — f(p) — [ (p) (x — )|l

== Iz — pll

=0.

Es folgt, dass

I (dag) (v) = das (' () 0) = D

n
J=1

0fip) N~ 0filp)

; ; . 12.1
a UJ 8$J’ dZU] (U) ( O)

=1
Lemma 12.20 Sei U C R" offen und f € C*** (U;R™). Dann gilt:

1 f*(w+n) = f*(w)+ f*(n) firwmneQf(R™);
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2. [ (gw) = (g0 f) [*(w) firwe Q(R™) und g € CO(R™);
3. [ wAn) = f (W) A f* () firwe QH(R™) und n € GP(R™).
Beweis. Diese Aussagen folgen sofort aus der Definition. [ ]
Aus der letzten Aussage und folgt fiir den speziellen Fall m = n, dass
f(dxy A d:BQ ARERWN da:n) = f* (d:z:l) A fr(dxg) N N fF (day) =
5 5

— j=1

df1(p) 0fa( Ofn
_ 5 A 0h0) 04

0r,, O0xy, Oz,

dr,, Ndxg, \--- Ndz,, =
ocE€Pert

af1 p)0f2(p)  Ofu(p)
B Z 8:601 0r,,  Ox,,

=det (f' (p)) dxy Adzy A+ ANdxy,.

drxy Ndxg N\ --- Ndx, =

o€ Pert

Definition 12.21 Seiw € Qf(U) mit £ > 1 wie in (12.9):

w = Z wilizmikdl‘il AN d.fL'iQ A A dl’ik, (1211)
1< <ta< - <ip<n
Das duflere Differential dw definiert man durch

dw = Z dwimmik A dl’il A deiQ VANRRIVAY dl’lk =

1<t <9< < <n

0wz 2.0
= E E 2 kdxj/\dl'zl/\dl‘lz/\/\dl'zk
Oz,

1<y <ip << <n j=1
Es folgt dw € Q5T1(U). Das heift, d ist ein linearer Operator von QF(U) zu Q5H(U).
Lemma 12.22 FEs gilt:
1. d(w+n)=dw+dn firwmneQU) mit £ > 1;
2. d(wAn)=doAn+ (=1)" wAdy firwe QN U) und n € QU mit £ > 1;
3. ddw =0 fiirw e Q§(U) mit £ > 2;
4. f*(dw) = d(f*w) fir f € CY(U;R™) und w € QF(U) mit £ > 1

Beweis. Das erste Ergebnis zeigt man sofort mit Hilfe der Definition.
Nehmen wir Teilmengen 7, .J C {1,...,n} und schreiben

dey =dx;, N---Ndzy, fur T ={iy,... i},
diJ:delA"'Adee fiir J:{jl,...,jg},
dann bemerke man fiir das zweite Ergebnis, dass
d(fdxy A gdry) =d(fgdey Ndxy) =
= (gdf + fdg) Ndxy Ndx; =
= df Ndxy A gdry + (=) fdxg Adg A day =
= d(fdz;) A gdry+ (=1)F fdz; A d(gday) .
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Fiir das dritte Ergebnis bemerke man, dass

n n 82
d(d(fder)=>"Y" ag;'éfx dz; A dx; A dxp =
. jil I3 j

n 1—1 02 82f

1 j=1

,Ym} die Koordinaten auf R™

Das letztere folgt aus der Definition. Nennen wir {y, . ..
und sei w = g dy;, A\ --- ANdy;,. Es gilt

dw = dg N dyj, N --- N dyj,
und weil

Fr@)y (W 0h) = wyen (F ) v' o f (p) oY)
= gy (dys A= Adyg,) (F ()v's . f (p) oF)

d <f* (w)[p]) (Ulv"'vvkakarl) = d(g[f(p)] dyj1 AREN /\dyjk) (f/ (p) ’Ul7...,f/ (p) vk7f/ (p) vk+1)

" /0 af; ) ,
=( > 85_)”( ; (ajj)[]dxjwyjlof<p>>A~-~A<dyjkof<p>>> RN
i=1 v P P

= (Z (W){ ]dacj A (dyj, o f' () A+ A (dyj, o f (p))) (v', .. o oM

— Ox;
- d(gof)[pmdyjlof'( DA A (dys, o f'( >)(v, 0¥, 0k
= (dgispn A dyj, A Adyjk)( (p) v, [ (p) 0%, f () V")
= dwiziy (f (P)v', ... f (p)v", ' (p) oY)
=(f" (dw))[p]( 1,...,1}’“,1}’”1). .

12.6 Wieso?

Warum all dieses? Wir mochten das Werkzeug bereitlegen, um auch bei Mannigfaltigkeiten
zugehorende Integrale auf passende Weise festzulegen und gegebenfalls auch zu berechnen.
Verwendet man Differentialformen, dann sieht die allgemeine Form des Satzes von Stokes

harmlos aus:
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Hier ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ mit (m — 1)-dimensionalem
Rand OM und w € Q)" (M). In einer Dimension sieht dieser Satz iibrigens wie folgt aus:

/abdw—w(b)—w(a).

12.7 Gradient, Divergenz und Rotation in R"

Bevor wir uns auf Mannigfaltigkeiten begeben, erinnern wir nochmal an einige Differen-
tialoperatoren in R".

Definition 12.23 e Der Gradient fir f € C* (R"):

of
s
grad f = Vf = [ o
of
OTn
e Die Divergenz fiir v e V! (R"):
i ov ov ov
lev:v-v:_1+_2+...+ n'
6171 6@ axn
e Die Rotation fir v e V! (R3):
0 ov. Ov
rot v =V x v = det 3oy U2 €2 = 8—;;—8—;’3
9 . e Ovy _ vy
Ox3 3 3 0x1 Oxa

Auf englisch: rot v = curlv.
e Der Laplace-Operator fir f € C*(R"):
9\’ 9\’ 0 \?
Af=divgradf =V -Vf=|—) f+|5— ) f++ |5 [
(9:1:'1 8:52 axn

12.8 Die klassischen Satze von Gaufl und Stokes

Der allgemeine Satz von Stokes liefert einige Spezialfille, die wir hier betrachten werden.
Man nennt das Dreibein {a, b, c} C R? positiv orientiert, wenn (a x b) - ¢ > 0.

Lemma 12.24 Wenn ¢ : A C R*> — R3 eine Immersion ist, M = (A) eindeutig
parametrisiert ist, und wenn v ein Vektorfeld auf M ist und do das Oberflichendifferential,

dann gilt
0 0
//v~nda://(vow)(x,y)- ((‘%) X 8_Z)> dxdy.
M A
Das Dreibein {n, g—f, g—;ﬁ} soll positiv orientiert sein; n ist ein stetiger Normaleneinheits-

vektor auf M.
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Das Oberflachendifferential gehért zu der positiven Volumenform auf M, die wir spéter
noch genau definieren wollen.

Satz 12.25 (Gz}ufﬂin 3 Dimensionen) Sei U C R3 offen und beschrinkt und sei OU €
Cl. Seiv € VYHU) und sei n der auswirts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und
do das Oberflichendifferential. Dann gilt

/U/ V-vd)\:a/U/v-nda.

Satz 12.26 (GauB in n Dimensionen) SeiU C R" offen und beschrinkt und sei OU €
Cl. Seiv € VY(U) und sei n der auswirts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und
do das Oberflichendifferential. Dann gilt

/V'vd)\—/v-nda.

U ou

Korollar 12.27 Sei U C R™ offen und beschrinkt und sei OU € C'. Sei f,g € C*(U)
und sei n der auswdrts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do das Ober-
flichendifferential. Dann gilt

U/ (19— 1 (g) ir= | (g—ﬁg— fg—fl) io.

ouU
N.B. 8L =Vf.n.
Bemerkung 12.27.1 Dieses Korollar ist auch bekannt als ein Satz von Green)

Abbildung 12.1: Gauf}, die Miihle von Green und Stokes.

Satz 12.28 (Stoked’| klassisch) Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R®. Sei
v € VYU) und sei n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und do das Ober-
flichendifferential. Dann gilt

//(V xv(x))-nda:/an(J:)-‘rds,

wobei der Tangentialvektor T sich zu n links herum dreht. N.B. V X v = rot v.
Siehe auch Abbildung

LCarl Friedrich GauB, 1777 — 1855
2George Green, 1793 — 1841
3George Gabriel Stokes, 1819 — 1903
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N
N

1.0
0.5
0.0

-05

-1.0

Abbildung 12.2: Eine Abbildung zu Satz [12.28} M als graues Haarnetz, O0M und 7 in rot

und ein n in griin.
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Differentialformen 11 /I W

13.1 Geschlossene und exakte Differentialformen

Definition 13.1 Eine k-Form w € Q(U) heifit geschlossen, wenn dw = 0.
Eine k-Form w € Q¥(U) heifit exakt, wenn n € Q5 (U) existiert mit dn = w.

Weil ddw = 0 gilt, ist jede exakte k-Form in QF(U) auch geschlossen.

Satz 13.2 (Das Lemma von Poincaré) Sei U C R" sternférmig und offen. Fiir jede
geschlossene k-Form w € Q¥ (U) gibt es eine (k + 1)-Form n € Q¥HU) mit dn = w.

Bemerkung 13.2.1 FEin Gebiet U heift sternformig, wenn es a € U gibt derart, dass
fir jedes x € U gilt, dass [a,z] C U.

Abbildung 13.1: Ein sternférmiges Gebiet.

Beweis. Sei
W = Z Witig...ig dl’il A dl’Z'Q A A d(L’zk

1<) <o < <ip<n

Wir definieren

k 1
pw = Z Z (_1)6_1 (/ tkilwh’iz...ik (tzx) dt) T, dxy, A ...
/= 0

1< <t << <n 1
A dxi£71 A dl‘i£+1 VANRERIVAY dﬂfzk

115
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Bemerke, dass hier angenommen wird, dass das Intervall [0, z]| innerhalb U liegt. Das
heifit, U ist sternférmig mit 0 als Zentrum. Nur so ist fol t* 1w i, 4, (tz) dt wohldefiniert.
Bei einem anderen Zentrum benutze man eine zusétzliche Verschiebung.

Es folgt

d(pw) =

k
= Z Z </1 tk_lwilig...ik (tl’) dt) d$i1 A

1<i1 <ia < <ip<n =1

k
+ > = (/0 t’“&dg—;j”“(:c)dt) i, d; A dag, A

1<) <ig < <ip<n j=1 (=1

3

o Ndz, | N dﬂ%_l A ANdxy, . (13.2)
Ahnlich gilt fiir
dw = Z Zawlm Y da A dag, Adxg, A - A dag
8£C J 11 12 1k
1< <ig<-<ip<n j=1 J
dass
p(dw) =
n 1
a 1112...7
= Z (/ M (tz) dt) T dwg, N Ndwg,  Ndxg, Ndzg, N A dag A
1<i1 <9< <ip<n j=1 0 l‘]

k n
Ow;
6—12 : k 1189...1)

1<dy <ig << <n (=1 j=1
SRV dxi[71 N dl‘ie+1 VANERIVA dl’lk (133)

Addiert man ((13.2) und ((13.3), dann findet man
d (pw) + p (dw) =

j=1

1<y <ig<-<ip<n J

1

1<d <ig << <n

- Z Wiig.ip () dxiy N Ndxy, = w.

1< <o << <n

Wenn w geschlossen ist, hat man dw = 0, es folgt p (dw) = 0 und auch w = d (pw). |

13.2 Standardvolumen

Wir haben schon zu einem Skalarprodukt g auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M in R” die Volumenform dV € A™ (T, M) an jeder Stelle x € M definiert. Wenn man
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das Standardskalarprodukt nimmt, das heifit fiir eine Basis {ey,...,e,} C T.M C R" gilt
g (ei,ej) = € - e; = d;, schreibt man dM fiir diese Volumenformyl}

Hier ist g das Skalarprodukt auf 7T, M und - das Standardskalarprodukt auf R". Das
m-~dimensionale Volumen vom Parallelepiped

1<i<m

ist, mit den Koordinaten [v], auf e-Basis:
Vol (P) = |det ([0'],.---. [v™],)| = |det

WEeil eine Differentialform multilinear ist, und wir diese Struktur erhalten wollen, werden
wir den Betrag nicht einschliefen und wir setzen:

Ul - €1 . o o™ €1
dM(vl,...,vm):det : : ,
Ul . em ) vm . em
anders gesagt, wenn {e1,...,&,} dual zu {ey, ..., e,} ist:
dM =1 Neg A+ Ney,.
Man bemerke, dass dM so nur definiert ist an der Stelle x, weil {e,...,e,} eine Basis

fiir T, M bildet. An jeder Stelle x konnte man beliebig eine Basis definieren und beliebi-
ge Vorzeichenwechsel bei der Determinante bekommen. Das wére nicht sehr schon. Wir
werden uns bemiihen, dass die Abbildung x — dM, eine stetige Funktion ist.

Wenn ¢ : U C R™ — R™ mit M = 9 (U) eine reguldre Parametrisierung ist, kann
man dM zuriickziehen auf U und bekommt

(M) = (erod)A(e20Y) A+ A(emot)
= [dR™ = fdxy Ndeg N - Ndzyy, (13.4)

wo man sich nur noch iiberlegen sollte, wie die Funktion f zu definieren wire. Siehe
Abbildung [13.2]

Um eine passende m-Form in (13.4)) zu bekommen, anders gesagt, um die Funktion
f zu bestimmen, gehen wir voran wie bei Definition . Da findet man, dass f(y) =
det ([¢],) passt, mit [¢'], die Vektoren 2% ... i—i in e-Koordinaten geschrieben:

Bar
o L. Oy
Oz 61 O0Tm 61
f(y) = det ([¢/],) = det : : =
o o
% . em P % . em
o ol o, R <L
8_1'1'61 “ e a_xl.em 8_331 61 axm 61
=+ |det : : det : : =
o o Kol .. Oy
dzm €1 Dz Em oz,  Em Dz €M

!Die Notation dM ist so iiblich und bedeutet nicht, dass dM die Ableitung einer (m — 1)-Form M ist.
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Abbildung 13.2: In rot eine Basis {e1,es} fiir T,M und in grin der Standardbasis in R?;
W geht hinauf und " zieht der Differentialform e A g9 zuriick zu f dxy A dxs.

e) zn;l(a_we) (aa—‘ie)

D
S
N———
/N
Qo
§|~s

d
>in (B_;l)l

==+ |det : :
m oY o0y m oY el
S () (Be) o Sh(@a) (3 0e)
op oy O Oy
ox1 ox1 oz Oxm
==+ |det : :
oy o 0y Oy
Orm Ox:q Orm  Oxm
., eém }. Das Vorzeichen

Diese letzte Formel ist unabhéngig von der lokalen Basis {ey,
héngt ab von der Orientierung der Parametrisierung. Nehmen wir an f > 0, und setzen

fiir Standardkoordinaten
/ F(x)dxy Ndzg N+ Ndxy, == / F(x)dzidzs . . .dx,
U U

dann kann man das Integral von ¢ iiber die Mannigfaltigkeit M durch zuriickziehen defi-

nieren:
/MngZ/U(gozb) V" (dM)

oy . EM}) )dazldxg oo dxy,.
ij

- [wow) det((amz. o
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Lemma 13.3 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ und sei dM die Vo-
lumenform. Set N C M eine (m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nehme an n(x) €
T.M ist ein Normaleneinheitsvektor zu T, N, das heifft n(x)-v =0 fir alle v € T, N und
n(z) -n(x)=1. Dann ist

dN = (Il M| dM)|TN

eine Volumenform auf N.

Bemerkung 13.3.1 Wenn man eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M einschrankt,
bekommt man meistens einen Rand, der eine m — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Dieses Lemma gibt eine Moglichkeit beide zugehdrige Volumenformen zu vergleichen.

Bemerkung 13.3.2 Auch —n (x) hat die gleichen Figenschaften und die zugehirige Vo-
lumenform wire — (n dM)‘TM. Wenn man keine Orientierung festlegt, hat man a-priori
genau diese zwei Maglichkeiten. Eigentlich gibt es immer zwei Volumenformen, die sich
dann aber auch nur unterscheiden durch das Vorzeichen.

Bemerkung 13.3.3 Wenn N C M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist mit k < m,
dann gibt es m — k Vektoren ny (z),...,n,_x (x), die eine orthogonale Basis fir T,N
erweitern zu einer Basis fir T,M und dN = (ny sny 4 ... 3Ny p 2 dM)|TN.

Beweis. Sei {e1,€s,...,€,_1} eine orthonormale Basis fiir 7, N. Dann kann man diese
Basis mit n (z) erweitern und findet mit {n (z),eq,...,e,_1} eine orthonormale Basis fiir
T,N. Es gilt fiir v* € T,N mit i =1,...,m — 1, dass

(HJ dM) (,Ul’.”’,vmfl) =dM (n,’ul,...,vmfl) =

1 m—1

n-n vlen - W n
n-e; vleey oo w™ligg
= det ] =
n-ep1 v'en e
1 0
0 ovloeg - v ey
= det ) ) =
1 -1
0 v -en_1 ™ Crm—1
vl e v ey
= det : : :dN(vl,...,vmfl).
vl e v e,

13.3 Grad, Div und Rot auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Paragraph ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™.

Definition 13.4 Fiir ein Vektorfeld v : M — TM wird die zum Vektorfeld duale
Differentialform w, vom Grad 1 definiert durch

xw, =v 12 dM. (13.5)
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Bemerkung 13.4.1 Weil der Hodge-Operator bijektiv ist, ist diese Definition eindeutig.
Umgekehrt gilt auch, dass es zu jeder 1-Form w genau ein Vektorfeld v : M — TM gibt
derart, dass v 5 dM = x w gilt.

Fir M = R™ mit der Standardbasis {ey,...,e,} und mit {dzi,...,dz,} als der
dazugehorigen Dualbasis, findet man

v 1 dM = (vieg + -+ vpen) adry A Aday,
:vld:vg/\---/\dxm—vgdxl/\dxg/\-~-/\dxm+--~—|—(—1)m_1vmdx1/\---/\dxm_1

= Z (—1)1'_l vidrgye mit drgye = dog A - Adxi_y Adzgg A -+ - ANday,
i=1

und weil hier * dzgye = (=1)"" da; gilt, folgt

Wy = %% wy =% (v 2 dM) = vdxy + vodzs + -+ - + UV dxy,. (13.6)

Definition 13.5 Fiir f € C'(M;R) wird der Gradient grad f : M — TM definiert
durch
Werad f = df

Die Form df hat Grad 1. Fiir den Standardfall M = R™, wie auch oben, folgt
o

und mit (13.6)) findet man den Gradienten fiir den Standardfall wie in Definition |12.23]
namlich
of of of )

Oxy Oxy’ " Oxyy,

grad f = (

Definition 13.6 Fir v € C'(M;TM) wird die Divergenz divv : M — R definiert
durch
d(v o dM) = (dive)dM.

Weil dM eine m-Form ist, ist v 1 dM eine (m — 1)-Form und d (v 5 dM) wieder eine
m-Form. Weil die &ufleren m-Formen auf 77y M mit m-dimensionalem )M an sich ein ein-
dimensionaler Raum bilden, gibt es genau eine Funktion f : M — R mit d(v 1 dM) =
fdM und diese Funktion nennt man div v.

Definition 13.7 Sei m = 3 (also M ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit) und
v e CH(M;TM). Dann wird die Rotation rot v: M — TM definiert durch

*Wrot o = dW,.
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Nehme M = R? mit der Standardbasis {e;, ez, e3} und M* mit der Standardbasis
{dxy,dzs,dxs}. Dann folgt via (13.6) fiir v = vie; + voeg + v3es, dass

dw, = d (vidzy + vadxe + v3drs) = dvy A dxy + dvg A dxg + dvz A dxz =

. 87}1 (91)1 81}2 81}2 (%3 81)3

= (8332 dl’z + 81‘3 dl‘g) A d!Bl + (8%1 dl"l + axg d$3> A dl’g + (8:)51 del + axQ d.’BQ) AN dl‘g
. 8’03 81}2 8’01 (%3 8112 8’01
= (8:1:2 8953) dxe A dxs (8:1:3 891;1) dri N dzrs + (8:1:'1 81:2) dxi A dxs.

Mit Beispiel findet man

Wrot v = X} Wrot v = *dwv =
. c%g 81)2 c%l 81}3 81;2 82}1
B <8.T2 81’3) dxl * (a$3 6.771) dl’2 + (8x1 8952) dl’g

und folgt rot v wie in Definition [12.23]

Lemma 13.8 Sei m = 3 (also M ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit) und f €
C? (M;R) und v e C*(M;TM). Dann gilt

1. div (rot v) = 0;
2. rot (grad f) = (0,0,0).
Beweis. Man verwende das dritte Ergebnis von Lemma und findet:
div (rot v) dM = d (rot v 3 dM) = d (*wyet ») = ddw, = 0.

Das zweite Ergebnis folgt aus *wiot(grad ) = dweraa f = ddf = 0. m

Lemma 13.9 Sei U eine sternformige offene Menge von R® und v € C*' (R3;R3).

1. Wenn ot v =0, dann existiert f € C' (R3;R) mit v = grad f;

2. Wenn divv = 0, dann ezistiert w € C' (R* R3) mit v = rot w.

Beweis. 1. Wenn rot v = 0, hat man dw, = 0 und w,, ist geschlossen. Poincaré sagt, dass
eine Funktion f existiert mit df = w,. Es gilt v = grad f.
2. Wegen der Annahme folgt d (v o dM) = (divv)dM = 0. Dann ist die 2-Form
v 1 dM geschlossen und mit Poincaré ist v o dM exakt und es gibt eine 1-Form w derart,
dass dw = v 4 dM. Fiir eine differenzierbare 1-Form gibt es w € C' (R3; R?) derart, dass
W = Wy. Weil
*Wrot w = AWy =V 2 dM = x w,

gilt, folgt wyot w = w, und v = rot w. [ |
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Gaufl und Stokes /I W

14.1 Integration von Differentialformen
Wir nennen (¢, U) mit U C R™ und ¢ : U — M eine reguldre Parametrisierung

der m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R", wenn ¢ € C* (U;R"™), (U) = M, ¢ im
Innern von U eindeutig ist und ;. eine Immersion ist.

Definition 14.1 Sei B := [ay,bi] X -+ X [ag, by] C R¥ ein Block und sei 1 € C' (B;R")
eine requlire Parametrisierung von M. Fir w € QF (M) gibt es genau ein f € C (B) mit

P (w) = fdoy ANdzg A -+ - Aday,

/M,ww:/Bf ).

und man setzt

2/

" 7
E /)
LT TS /7 "'
LT T 17 []
ST

[]

Abbildung 14.1: Das Integral von w € QF (M) auf M (rechts) wird definiert durch das
Zuriickziehen auf B (links).

Bemerkung 14.1.1 Dieses Integral hingt ab von der Parametrisierung . Man kann
aber zeigen, dass fiir jede andere zuldssige Parametrisierung 1 qilt

/ w= j:/ w. (14.1)
My Mpp

123
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Setzen wir ¢ = 1 o ™, dann gilt ndmlich, dass

*

(W) = (o) (W) =¢" (¥ (W) =

= ¢ (fdoy Ndxg N+ Ndxy) =

= fo¢ ¢"(dry Ndxg N--- Ndxy,) =

= fo¢ det (Do) dxy ANdxg A --- Adxy,

und

/M,g,“’:/éfw det (Dg) dy

Wegen der Transformationsformel gilt

/fdAk=/f0¢ det (D&)] .
B B

und weil det (D) ein festes Vorzeichen hat, folgt )
Wenn 1 und ¢ eine dhnliche Orientierung haben, das heifit sgn (det (D¢)) = 1, dann

hat man
/ o= / o,
M M9

Wenn M k-dimensional ist, und durch v wie in Definition [14.1| parametrisiert wird,
also ¢ (B) = M, dann ist ¢ (0B) eine (m — 1)-dimensionale Menge. Wir wollen fiir w €
Q71 (M) ein ‘orientiertes’ Randintegral definieren.

Definition 14.2 Sei B := [a1,b1] X - - X [ag, by] C R¥ ein Block und sei 1 € C' (B;R")

eine requlire Parametrisierung von M. Man setzt

B(i,O) = [(11,51] X X [aiflvbifl] X {ai} X [ai+17bi+1] X X [Gk,bk]>
Biy = lar, ba] x -+ X [ai—1, bi—1] X {bi} X [@ip1, biga] X -+ X [ag, bg] .

Sei v ) = wlB(m) und Mg ;) = (B(i,j)). Dann definiert man fiir w € Q’f’l (M)

k
/ cuzX:(—l)iJrl / w—/ wl.
A(M ) M1y, M 0)%,1)

i=1

¥ )
/777
777/ ]
ey

Abbildung 14.2: Das Integral von w € Q' (M) auf ‘OM’ wird mit Vorzeichen definiert.

Fiir mehr allgemeine k-dimensionale Mannigfaltigkeiten M, die sich parametrisieren
lassen durch endlich viele {(v;,U;);1 <i < N} mit U; C R”* offen und derart, dass es
abgeschlossenen Blocke B; C U; gibt mit
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e Y, (BY)N @Z)j (B]O) disjunkt;

. U Y, (B;) = M, und

1<i<N

o und wenn 1, (U;)N; (U;) # 0, dann soll fiir ¢ = 1h,00)"™" gelten, dass sgn (det (D¢?)) =
L

dann definiert man fiir w € QF (M) mit M; = ¢, (B;)

N
w= w. (14.2)

Diese letzte Bedingung erfordert, dass M orientierbar ist:

Definition 14.3 Fine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M heift orientierbar, wenn sie
eine stetige Differentialform vom Grad m besitzt, die nirgends verschwindet.

Ein Integral wie in ([14.2)) iiber das Mobiusband ist nicht wohldefiniert.
Fiir w € QF ' (M) definiert man

N

/8(M7{wi}) o7 Z

/ o (14.3)
i=1 JO(Miy)

Man soll bemerken, dass bei anliegenden M; und M; das Integral iiber den gemeinsamen
Rand wegfillt, da dieses Randteil mit entgegengesetzten Vorzeichen aufgefiihrt wird.

T N
L SRS
7":;
N
"""..‘
b A IS

Abbildung 14.3: Gemeinsame Rénder von M; und M; liefern keinen Beitrag im Randin-
tegral, weil sie entgegengesetzte Vorzeichen haben.

14.2 Beweis des Stokeschen Satzes

Satz 14.4 (Stokes (fast) allgemein) Seiw € Q%1 (M*) und sei {(v;, B;);1 <i < N}
eine eindeutige Parametrisierung fir die k-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit

M = U Y, (B;). Dann gilt
/ dw :/ w.
M {4} M {¢;})

1<i<N
Bemerkung 14.4.1 Eigentlich sollte man fa(M (v, WiTM statt f@(M (v, W schreiben.
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Beweis. Es reicht, wenn wir diesen Satz beweisen fiir eine Mannigfaltigkeit M, die sich
durch eine (1, B) parametrisieren liit. Fiir die Form w gibt es fi,..., fr € C' (B;R)
derart, dass

k
=1

Man erhilt sofort:
K 1 Of;
¥ (dw) = d (4" (W) = (Z (—1) a—) day A+ A da.
Setzen wir B = [a, b1] X « -+ X [ag, bg],
Bi = [ahbl] X oo X [ai—hbz’—l] X [ai-l—l»bi—l-l] e X [ak,bk]

und dz}, = dzy ... dz;_1dx;i; .. . dvg. Es folgt mit Fubini und dem Hauptsatz der Integral-
rechnung, dass

/de_/<z Mgi)dk’f—/(/i(é lHafz)da:Z)dx;:

k
= Z (—1)”1/ (f (o1, @i, b3, Tigr, o) — (21,00 B0, @3y Tigs -, Tg)) dl‘g =

k
- Z (™ / W — / wl| = / w.
i M 1) M0y (M )

=1
Da wir eine eindeutige Parametrisierung M = U ¥, (B;) angenommen haben, ist man
1<i<N
fertig, wenn man die Idee in Abbildung verstanden hat. ]

Der Satz gilt auch fiir nette Mannigfaltigkeiten, die sich nicht unbedingt mit Blocken
parametrisieren lassen. Meistens reichen jedoch Blocke.

Abbildung 14.4: Eine halbe Sphére kann man mit 5 Rechtecken eindeutig Parametrisieren.
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14.3 Beweis und Beispiel zum Integralsatz von Gauf

Der Satz von Gauf} in R" (Satz [12.26]) sagt folgendes:

Sei U C R" offen und beschrinkt und sei OU € C*. Sei v € V(U) und sei
n der auswérts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do = d (0U)
das Oberflichendifferential. Dann gilt

/V-vdR":/v-nda.
U

oU
Beweis des Satzes [12.26. Fassen wir U C R" auf als Mannigfaltigkeit. Weil

n

dexl/\-~~/\dacn:Z(—1)i+1vi dey N -+ Ndx;_y Ndxigy N - Ndxy,
i=1

gilt, findet man

d(v adxy N+ Ndzy,) =

n ) n 87,
:Z(—l)Z—HZ U‘ d(L’]/\d.Tl/\/\dl‘l_l/\dl’z_;,_l/\/\ddfn:

Oy
= (—1)Z+16—; dl’z/\dI1A/\diﬂz_l/\d$1+1/\/\dl’n:

=(V.-v) dey A--- ANdx,.

Es folgt mit Stokes, dass

/V-vd)\ = /V~vdRm:/ d(v sdxy AN+ Ndxy,) =
U U,I vl

= / (v 2 dacl/\-~-/\dasn)|Tz(8U).
aU,I)

Wenn man den auswirtigen Normaleneinheitsvektor an der Stelle = mit n (z) bezeichnet,
hat man
v=(v-n)n+w

mit w tangential an OU. Es folgt
(v adzy A ANden) g gy = (0-m) (o dzy A AN dx) g oy -

Fiir w tangential folgt aus der Antisymmetrie, dass (w u dxy A -+ A dxn)mc(aU) = 0. Man
findet

aw,I)

- /3(U71) (U . n) (Il adxy Ao A d‘rn)|Tx(8U) = /BU (U . n)d(aU)_ (14‘4)

Mehr allgemeiner zeigt man:

/ div v dU:/ (v-m)d(0U).
(U) o(Uy)
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Hier kann U sogar eine Mannigfaltigkeit sein. ]

Fiir Korollar bemerke man, dass
div (ggrad f — fgradg) = (Af) g — f (Ag).
Es folgt, dass

/ (Af)g— f(Ag) dAr = / div (ggrad f — f grad g) dR, —

U

/U(ggradf — [gradg) - nd (9U) = / (

ou

0

/ —f )d(aU).

Beispiel 14.5 Ses .
{K=(2,9,2);0<2<1,0<y<lund0<z<1}

und v (z,y, z) = (3z, vy, 22z2) .

Wir berechnen

1 gl
/(V-v)dV:/ / / 3+ 2 + 2zx) dzdydx =
K =0 Jy=0 J z=0
1 1
:/ / (3+3x)dyd$:/ (34 3z) dv =43
=0 Jy=0 =0

/ (v-n)daz(/ +/ +/ +/ +/ +/ >(U-l’l)d0:
0K Links Vorne Rechts Hinten Oben Unten
1 1 3x
:/ / O . —1 dacdz—i—/ / dydz+
=0 J z=0 Tz y=0 J 2=0

Le(2) <;>m+/;0/;<g> (W
L) (e (5] ()

1,1 1 1 1 1 1
:/ / 3dydz+/ / xdxdz—l—/ / 2mdxdy=3+—+1=4%.
2
y=0 J2=0 =0 J2=0 =0 Jy=0

Der Satz von Gauf$ hat es also richtig vorhergesagt.

und

=}
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14.4 Beweis und Beispiel zum klassischen Stokes

Die klassische Formulierung des Satzes von Stokes lautet:

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R. Sei v € VY(U) und sei
n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und do das Oberflichendifferential.

Dann gilt
//(va)-nda:/ v-Tds,
). oM

wobei der Tangentialvektor T sich zu n links herum dreht.

Abbildung 14.5: In der klassischen Fassung des Stokeschen Satzes verhalten sich der Nor-
malenvektor (in grin) und die tangentiale Richtung (in rot) wie Daumen und Finger der

rechten Hand. Siehe auch Abbildung[12.2

Beweis von Satz [12.28. Man hat

Jug _ Ovg

T

_ ovy _ Ov3
Vxuv= Ox3 ox1
Ova _ Jvug

dr1  Oxo

Definieren wir die Differentialform w von Grad 1 durch

w = v1dxy + vodxs + vdrs (14.5)
dann folgt
dw = %d@ Adzy + a_dl’g Adzy + a—dxl A dzo+
(%2 ox T3 8
ov 0vs (9
+(9_.1‘de3 VAN d.ﬂ?g + a—d.lfl VAN dﬂfg + a—dxg N dl’g
6U3 81)2 6@1 8’03
=(=—-=—1d d — ——)d d
<8!E2 81‘3) T2 A T3+ <8CE3 8x1 3 Ayt

Jdvy Oy
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Wie in (14.4) hat man fiir ein Vektorfeld z = (21, z, 23)" , dass

//z-ndaz/ 21 dxg N dxs + 2o dxs A dxy + 23 dxg A dxs.
M
M

So findet man fiir w aus ([14.5)) mit dem allgemeinen Satz von Stokes, dass mit passender

Parametrisierung
//(va)-ndaz/ dw:/ w=
iy M O(Myp)

= / vidry + vodxs + v3drs = / v - Tds.
(M 1)) OM

Die Parametrisierung fiir den zweiten Schritt fithrt dazu, dass der Normaleneinheits-
vektor n und der tangentiale Vektor 7 eine feste Orientierung haben. ]

Beispiel 14.6 Sei v (r,y,2) = (y?, z, 2%) und
M = {(z,y,2);z =2 +y> < 1}.

Wir nehmen n nach oben gerichtet und berechnen

//(va)-ndo und/ v-Tds.
) oM

Zum ersten Integral brauchen wir

Gu _ Gn 0—0
V xov= 29— —% )= 0-0
o on 1-2y
T
und n. Parametrisieren wir M durch ¢ (z,y) = Yy folgt
2% 42
8 1 8 0 8y O —2x
t 2 Y 2y ro9y 1

g—i X g—z ist ein Vektor orthonormal auf OM. Normalisieren und die richtige Richtung

nehmen fiihrt einen zu

o, —2
n:i%xa_y = ! —25
o B 2 2
‘%Xa—y Va2 + 42+ 1\
Esfolgﬂ
0—0 1 —2x

V xv)-ndo = 0—-0 . —2y | do =
( /12 2

1
!Beim Normalisieren fanden wir («/43:2 + 4y? + 1) und bei do den Faktor \/4x2 + 4y2 + 1. Das so
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1-2 2
_ // y dot 1+4x 4a:y2 ddy —
Var? +4y2 +1 dzy 144y

r2+y2<1
= // (1 —2y)dxdy = 7.
r24+y2<1
Wir finden auch mit (x,y,z) = (cos p,sinp, 1), dass

or [ (sing)” —sinp
/ v-Tds = / cos : cos dy =
oM =0 1 0

= / ' (— (sin ©)® + (cos @)2) dp = .

=0

Stokes hdtte nur einmal gerechnet.

131

etwas kein Zufall ist, sieht man, wenn man zuriick geht zu der Ableitung von \/ det <( g;f’_

ist dann auch einfacher ndo gemeinsam zu berechnen:

[ 87,1/) %
ndo “=" + <8$ X ay)dmdy.

1
. 8%)U> Es

(14.6)

Die Génsefiiichen stehen da, weil man ein Integral iiber eine Mannigfaltigkeit dabei zuriickzieht auf das

Parametrisierungsgebiet. Genauer wiére

_ o (2%, 9
/M_w(U)v-ndU—:I:/U(v U (z,y)) (&E X ay)dncdy

fiir ein Vektorfeld v auf M.



	Teilmengen und Strukturen
	Topologie, Metrik und Norm
	Basis und Produkt bei Topologien
	0=x"011B-Algebra
	Topologie und 0=x"011B-Algebra

	Maße I
	Stetige Funktionen
	Messbare Funktionen
	Definition eines Maßes
	Nullmengen und Vollständigkeit

	Maße II
	Äußeres Maß
	Das äußere Lebesgue-Maß
	Äußere Hausdorff-Maße

	Vom äußeren Maß zum Maß

	Lebesgue-Maß
	Lebesgue-Maß und Borel-Mengen
	Approximieren von Aussen und von Innen
	Nicht alles ist Lebesgue-messbar

	Lebesgue-Integral
	Definition des Lebesgue-Integrals
	Für einfache Funktionen
	Für allgemeinere Funktionen

	Von stetig zu integrierbar
	Kombinationen messbarer Funktionen
	Von integrierbar zu fast stetig
	Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

	Konvergenz in Sorten
	Lebesgue-Klassen
	Konvergenz bei messbaren Funktionen
	Egoroff's Konvergenzsatz
	Integrale mit Werten in [ 0,] 

	Limes und Integral
	Das Lemma von Fatou
	Monoton oder majorisiert
	Vollständigkeit von L1( X) 
	Der Vektorraum Lp( X) 
	Die Ungleichung von Hölder

	Die Lebesgue-Räume
	Der Lebesgue-Raum Lp( X) 
	Der Lebesgue-Raum L( X) 
	Der Lebesgue-Raum L2( X) 
	Stetige lineare Abbildungen
	Der Darstellungssatz von Riesz

	Berechnen der Integrale
	Einleitung
	Fubini und Tonelli
	Transformationen
	Kugeln und Zylinder

	Mannigfaltigkeiten I
	Definition einer Mannigfaltigkeit
	Heuristik und Mathematik
	Integral über eine Mannigfaltigkeit

	Mannigfaltigkeiten II
	Immersionen
	Lokale Karten und Parametrisierungen
	Vektorfelder und Pfaffsche Formen
	Der Tangentialraum
	Der Kotangentialraum
	Dualität


	Differentialformen I
	Multilineare Algebra
	Determinante
	Skalarprodukt und Orientierung
	Hodge-Operator
	Differentialformen zurückziehen und ableiten
	Wieso?
	Gradient, Divergenz und Rotation in Rn
	Die klassischen Sätze von Gauß und Stokes

	Differentialformen II
	Geschlossene und exakte Differentialformen
	Standardvolumen
	Grad, Div und Rot auf Mannigfaltigkeiten

	Gauß und Stokes
	Integration von Differentialformen
	Beweis des Stokeschen Satzes
	Beweis und Beispiel zum Integralsatz von Gauß
	Beweis und Beispiel zum klassischen Stokes


