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Diese Hausaufgaben werden am Montag, den 29.10.07 um 13:00 Uhr eingesammelt. Bitte schreiben Sie
auf Ihre L̈osung Ihren Namen und Ihre Gruppennummer und werfen Sie sie in den Briefkasten im Keller
des Mathematischen Instituts.

Aufgabe 1. Seien(X,T ) und (Y,S) zwei topologische R̈aume. Eine Funktionf : X → Y heißtT -S -
stetig, wenn f̈ur jedesS∈ S gilt, dassf−1(S) ∈ T .
SeienAT und AS die zugeḧorigen σ-Algebren. Zeigen Sie, dass jedeT -S -stetige FunktionAT -AS -
messbar ist.

Aufgabe 2. Wir betrachtenR mit der Standardtopologie. Geben Sie eine Funktionf : R→ R an, die
folgendes erf̈ullt:

1. f ist Borel-messbar;

2. f ist unstetig in jedem Punkta∈ R.

Aufgabe 3. Sei (X,A) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktionµ : A → [0,∞] heißtσ-subadditiv,
wenn f̈ur jede Folge{An}n∈N ⊂ A gilt

µ(
⋃

n∈N
An)≤∑n∈N µ(An).

Ähnlich nennt manµ subadditiv, wenn f̈ur endlich vieleA1, . . . ,Ak ∈ A gilt

µ(
⋃k

n=1
An)≤∑k

n=1µ(An).

Beweisen oder widerlegen Sie die einzelnen Behauptungen für eine Mengenfunktionµ : A → [0,∞] mit
µ( /0) = 0:

µ ist σ-additiv ⇒ µ ist σ-subadditiv
⇓ ⇓

µ ist additiv ⇒ µ ist subadditiv

Aufgabe 4. Sei(X,A ,µ) ein Maßraum. Zeigen Sie, dass dann für A1, . . . ,An ∈ A gilt:

µ(
⋃n

k=1
Ak) = ∑n

k=1(−1)k+1 ∑
1≤n1<n2<···<nk≤n

µ(
⋂k

`=1
An`)

Aufgabe 5. Sei(X,A ,µ) ein Maßraum undB∈ A . Zeigen Sie, dassµB definiert durch

µB(A) = µ(A∩B)

ein Maß ist f̈ur (X,A).


