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Diese Hausaufgaben werden am 18.11.2010 um 13:00 Uhr eingesammelt. Bitte schreiben Sie auf IThre
Losung Thren Namen und Thre Gruppennummer und werfen Sie sie in einen der Briefkédsten im Keller des
Mathematischen Instituts.

Aufgabe 1.  In Analysis I haben Sie Funktionen f kennengelernt, die zum Beispiel auf dem Intervall
[0, 1] nicht Riemann-integrierbar sind, weil sie eine Singularitiit bei O besitzen, fiir die man aber ein
uneigentliches Riemann-Integral definieren kann, indem man zuerst den Integrationsbereich auf [€, 1] ein-
schrénkt und dann limg_,¢ fgl f(x)dx berechnet.

In Analysis 1l wurde die Definition des Riemann-Integrals auf zwei und mehr Dimensionen iibertragen.
Kann man auch hier so etwas wie ein ,uneigentliches Riemann-Integral in hoherer Dimension* einfiihren?
Zum Beispiel konnte man so ein uneigentliches Riemann-Integral auf D C R? definieren durch

lim [ f(x,y)d(x,y),

n—oo D

wobei Dy C Dy C ... C Dund D =J,,_ D, gilt.
Um zu zeigen, dass sich so etwas nicht sinnvoll definieren lisst, betrachten wir die Funktion

FiD=(0,1)x(0,1) =R,  flxy)=—>"
(x24y2)2
1. Wir definieren
D, =D\ ((0,3) % (0,3))-
Es gilt Dy C D, C ... C Dund D = J,,_; D,. Zeigen Sie, dass

lim [ f(x,y)d(x,y) =0.
Dy

n—oo

2. Wir definieren
£, =D\ ((0.) % (0.2).
Es gilt Ey CE> C ... C Dund D = J,_; E,,. Zeigen Sie, dass es ein ¢ > 0 gibt mit

liminf [ f(x,y)d(x,y) =c.

—00
n Ey,

Aufgabe 2.  Es seien f1, f> : X C R” — R Lebesgue-integrierbar iiber X und f; < f>. Zeigen Sie, dass

gilt:
/ﬁﬁﬁ/ﬁﬁ
X X

ST

Die folgenden unbewerteten Zusatzaufgaben dienen der weiteren Vertiefung:

Aufgabe 3.  Sei (X, 4,u) ein MaBiraum und f : X — R eine 4-Az-messbare Funktion. Zeigen Sie: Ist
f(x) # 0 fiir alle x € X, so ist auch % A-Ar-messbar.

(bitte wenden)



Aufgabe 4.  Wir betrachten

. L fallslez
l. fi:R—Rmit fj(x) =
0 sonst
1
- fallsx € 0
2. fzz]R—>]Rmitf2(x): * @\{ }
0 sonst

3
“2sin (1) fall 0
3. fyiR—Rmit () = § M n(z) fallsx#
0 sonst

Beantworten Sie folgende Fragen und begriinden Sie Ihre Antworten:
i. Ist f; (uneigentlich) Riemann-integrierbar iiber [0, 1]?
ii. Ist f; Lebesgue-integrierbar iiber [0, 1]?

Hinweis zu f3: Betrachten Sie || (1(2n ! f3(x)dxund [ (IZM), 1 f3(x)dx fiirn € NT.

Aufgabe 5. Sei f: X CR" — R" eine L-A;-messbare Funktion. Fiir n € N definiere man

(o)

fn = Z N, l{xGX;k-Z’”Sf(x)} und fn = fn 427",
k=1

Zeigen Sie:
1. f, und f, sind einfach und £-L-messbar.
2. fa <<
3. Wenn f beschrénkt ist und A(X) < oo, ist f Lebesgue-integrierbar.

4. Eine stetige Funktion f : X C R” — R™ auf einer kompakten Menge ist Lebesgue-integrierbar.



