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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 1

Einfiihrung

1.1 Modelle

Eine gewdchnliche Differentialgleichung gibt eine Relation zwischen einer unbekannten
Funktion und deren Ableitung(en). Nun kann man unendlich viele solcher Gleichungen
hinschreiben und um einigermaflen Struktur anzubringen, betrachtet man einfache Glei-
chungen die helfen, die auftretenden Phénomene zu verstehen. Andererseits betrachtet
man auch Gleichungen, die ihre Bedeutung aufgrund der Anwendungen bekommen. Die
Aufgabe eines Mathematikers ist es, aus der Differentialgleichung und Nebenbedingun-
gen wie Rand- oder Anfangswerte die Eigenschaften der Losungen herauszufinden. Eine
Losung ist zu verstehen als eine Funktion, welche die Gleichung und Nebenbedingung
erfiillt. Nur relativ selten ldsst sich eine explizite geschlossene Formel fiir die Losung(en)
herleiten.

Bemerkung 1.0.1 Differentialgleichungen bilden die Sprache fiir viele Prozesse aus der
Physik, Mechanik, Biologie, Wirtschaft etc. Die Herleitung einer Gleichung, die einen
derartigen Prozess bescheiben soll, ist ein Fach fir sich. Das bedeutet nicht, dass diese
Modellierung unabhdngig ist von den mathematischen Grundlagen. Nur wenn die Lisung
die Figenschaften hat, die in der Anwendung beobachtet werden, kann das Modell richtig
sein.

Wir geben einige einfache Beispiele.
Beispiel 1.1 Ein fallender Apfel:
R'(t) = —g.

Die Gleichung trifft zu wenn man die Reibung vernachlissigt und nur solange der Apfel
den Boden nicht berihrt. Zusdtzliche Bedingungen sind, wenn man den Apfel am Zeit-
punkt toy in Héhe hg > 0 fallen lGfit: h(ty) = ho und h'(ty) = 0. Die Losung zu diesem
Anfangswertproblem ist leicht zu finden:

h(t) =ho—1g (t —ty)*.

Wenn der Boden die Héhe O hat, dann gilt t € [to,to + \/Qho/g} )

1



2 Woche 1, Einfiihrung

Beispiel 1.2 FEin Fahrzeug bei Vollbremsung:
2"(t) = —c sign(2/(t)) .

Auch hierzu gibt es Anfangswerte wie zum Beispiel: ©(0) = 0 und 2/(0) = vy. Wenn
die Geschwindigkeit positiv ist, hat man x"(t) = —c und es folgt 2'(t) = vy — ¢ t und
z(t) = vy t — 3¢ 2. Fiirt =ty := vo/c gilt 2/ (t;) = 0 und fir t > t; kann man eigentlich
nur @' (t) = 0 und x(t) = vy t; — 3¢ 3 = 203 /c als verniinftige Fortsetzung nehmen. Die
Funktion
vo t — e t? firte(0,t],
o(t) = Luge fiirt >t
2 0 1

ist nicht zweimal differenzierbar.

Abbildung 1.1: Profil der Geschwindigkeit v(t) bei einer Vollbremsung. Beim ,Knick” ist
v nicht differenzierbar.

Beispiel 1.3 Lineares Wachstum
Y (t) =cy(t).
Diese Differentialgleichung ist so ungefihr die einfachste. Fiir beliebige o € R ist
y(t) =a et mitt eR
eine Ldsung.

Beispiel 1.4 Die logistische Gleichung (Wachstum mit Beschrinkung)

Lésungen sind

y(r) =1 fir x € R,
y(x) =—-1  firz eR,
a<0: y(z)=_-t= firzeR,
a>0: y(z)=_t= firze (tna,o0),

a>0: y(z)=_t= firze (—oo,tlna).

e’ —q

Es st diblich als Losung nur Funktionen zuzulassen, die auf einem Interval definiert sind.
Die letzten zwei Funktionen werden als unterschiedliche Lésungen betrachtet.
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Abbildung 1.2: Skizze einiger Losungen der logistischen Gleichung. Nur nicht-negative
Losungen entsprechen Grdfien die physikalisch verniinftig sind.

Beispiel 1.5 Ein durchbiegender Balken:

y' () )H B
5/2 - f(l')
((1 + (' (@)?)”

Nimmt man an, dass der Balken fast horizontal liegt, approximiert man das Model mit
der Vereinfachung

y"' (@) = f(z).
Hierist f die Kraftdichte und y die Auslenkung. Ist der Balken eingemauert an den Stellen
0 und ¢, dann hat man als Randbedingungen

y(0) =y'(0) = y(£) = y'(¢) = 0.
Liegt der Balken an beiden Seiten auf, dann passt
y(0) = y"(0) = y(€) = y"(¢) = 0.
Ist es ein Springbrett im Schwimmbad, dann hat man
y(0) =y'(0) =y"(0) = y" () = 0.
Beispiel 1.6 Wasser in einem Eimer mit Loch:
h'(t) = —c\/h(t). (1.1)

Der physikalische Satz von Torricelli besagt, dass die Geschwindigkeit mit dem das Wasser
herausstromt, proportional zur Quadratwurzel der Héhe ist. Man findet die Losungen

niey = { (Vo= 5e (t=10)" fiirt € [to.to + 2v/Fo]
0 fiir t € (to+ 2v/hg, 00) .
Auch h(t) =0 fir alle t € R ist eine Lisung.

Beispiel 1.7 Die Léisungen von
K'(t) = —c k(t) (1.2)

sind k(t) = koe=<t=t0) . Wenn man nun vegleicht mit dem letzten Beispiel, dann soll einem
auffallen, dass wenn man (t1,k(t1)) kennt, man die Vergangenheit konstruieren kann.
Die Differentialgleichung ist in positiver und negativer Zeitrichtung eindeutig losbar. Die

Lésungen von sind es nicht.
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Abbildung 1.3: Skizze zu Beispiel[1.0. In endlicher Zeit ist der Eimer leer. Zwei Losungen
sind identisch firt gentigend grofs.

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel[1.7]. Wenn positiv gestartet wird, wird die Losung zwar
klein aber nie gleich 0. Unterschiedliche Losungen treffen sich nicht.

1.2 Explizite L6sungen
Erstens definieren wir eine Losung.

Definition 1.8 Sei f : [a,b] X [c,d] C R? — R gegeben und sei (xo,yo) € (a,b) X (¢, d).
Eine Lésung vom Anfangswertproblem

[yl

ist eine stetige Funktion y : I — R mit I ein Intervall derart, dass xo € I C |a,b]. Die
Funktion y erfillt aufSerdem

1. y(xo) =yo € y(I) C [c,d], und

2.y ist auf I differenzierbar und y'(x) = f(z,y(x)) fir x € I mit Ausnahme von
hdchstens isolierten Stelllen.

I heifit das FExistenzintervall der Losung. Das grofit mogliche Existenzintervall
nennt man das maximale Existenzintervall der Losung.

Bemerkung 1.8.1 Wenn f stetig ist, kann man zeigen, dass eine Lésung stetig diffe-
renzierbar ist und die Differentialgleichung fiir jedes x € 1° erfiillt ist.

Wir stellen einige der explizit l6sbaren Typen von Gewdhnliche Differentialgleichungen
Vor.



1.2 Explizite Lésungen D

1.2.1 Trennbar
Definition 1.9 FEine Differentialgleichung der Form
2(8) = £ (@(6)) g (1
heifit trennbar.
Trennbar wird auch separierbar genannt.
Algorithmus 1.10 [Fir die Losung einer trennbaren Dgl.]

0. Nullstellen von f sind konstante Losungen: Wenn f(xy) =0 dann ist z(t) =
xo fir t € R eine Losung.

1. Wenn f(xy) # 0 trennt man durch
1
f (=)

2. Formale Integration und Substitution z = z(s):

z(t) t 1 / B t
RB”‘/fW@W@“‘/g@*

3. Man suche eine Stammfunktio H zu z — ——= und eine Stammfunktion G

20 =g(t).

f(=)
zu s+ ¢(s) und es folgt

mit ¢ eine Konstante.

4. Wenn moglich invertiert man H:
z(t) = H™ (G(t) + ¢)

Die Losung ist erst vollstandig wenn auch das Existenzintervall
beschrieben wird.

Beispiel 1.11 Man finde die Losungen zu
y(r) =1+y(x)”
Diese Differentialgleichung ist trennbar, denn man kann sie schreiben als
1 /
— =y (z) = 1.
1+ y(w)Qy (z)

Stammfunktionen zu y — 5 L und x — 1 ergeben

T2
arctan (y(z)) =z + ¢

und nach invertieren folgen die Losungen fir c € R

y(r) = tan (z + ¢).

Die zugehorige Fxistenz-Intervalle findet man durch x + ¢ = ﬂ:%ﬂ'.’

c 1 1
T 27T 0,27r cl.

IStammfunktionen finden ist eine Arbeit, die Computer-Algebra Programme wie Maple oder Mathe-
matica sehr schnell ausfithren kénnen. Das heifit, wenn es eine explizite Stammfunktion gibt, dann wird
sie schnell gefunden. Mathematica hat sogar eine online Integrator: http://integrals.wolfram.com/
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1.2.2 Linear erster Ordnung

Definition 1.12 Fine Differentialgleichung der Form
2(t) = f(t) (1) +g(t)
heifsit linear erster Ordnung.
Algorithmus 1.13 [Fiir die Losung einer linearen Dgl. erster Ordnung]
1. Man 16st die reduzierte Differentialgleichung
2'(t) = f(t) =(t).

Diese ist trennbar und die Losungen sind z(t) = C ef® mit C € R und
F' eine Stammfunktion von f.

2. Man substituiert z(t) = C(t) ef® (dieser Trick heift Variation der
Konstanten). Die Differentialgleichung wird

C'(t) "D C(t) "Df(t)y=f(t) Ct) "D +g(1).
und vereinfacht zu C'(t) = g (t) e ¥,

3. Man suche eine Stammfunktion

1.2.3 Homogen
Definition 1.14 Fine Differentialgleichung der Form

v =1 (")

heifst homogen .
Algorithmus 1.15 [Fir die Losung einer homogenen Dgl.]
1. Man substituiert u(t) = z(t)/t und findet

tu'(t) +u(t) = f(u(t)).

2. Diese Differentialgleichung lasst sich trennen,

und wird weiter als trennbar gelodst.

3. Nach 16sen u(t) wieder ersetzen durch x(t)/t.
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1.2.4 Bernoulli und Riccati
Definition 1.16 Fine Differentialgleichung der Form
2(t) = f(t) x(t) + g (t) x(t)"
mit m ¢ {0, 1} ist nach Bernoulli benannt.
Algorithmus 1.17 [Fir die Losung einer Dgl. von Bernoulli]
1. Man substituiert z(t) = u(t)®, findet
a u'(tu(t)* " = f(t) u®)® +g(t) ult)™,
und vereinfacht zu

a u'(t) = f(t) ult) +g(t) ult) " U

2. Nimmt man «(m —1)+1 =0 wird die Differentialgleichung linear erster
Ordnung.

Definition 1.18 Fine Differentialgleichung der Form
@'(t) = h(t) + f(t) x(t) + g (1) =(t)”
i1st nach Ricecati benannt.
Algorithmus 1.19 [Fir die Losung einer Dgl von Riccati]

1. Diese Differentialgleichung kann man explizit l0sen, wenn man das Gliick
hat eine Ldsung zu sehen. Sei Z(t) diese eine Ldsung. Man substituiere
x(t) = Z(t) + y(t) und finde

F() +y/(t) =h () + f() (@) +y(®) + () (3() +y(0)’
und weil 7 eine Losung ist, folgt nach Vereinfachung

2. eine Bernoulli Differentialgleichung:

y'(t) = (29(t) 2(t) + f(1) y(t) + g(t) y(t).

1.2.5 Exakt

Definition 1.20 FEine Differentialgleichung der Form
d
—F(x(t),t) =
CF (a(t).1) = 0

heifit exakt.
Eine solche Differentialgleichung hat also die Form
O F (x(t),t) 2/ (t) + OoF (x(t),t) = 0.

Man sieht nicht F' sondern die beiden partiellen Ableitungen.
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Algorithmus 1.21 [Fir die Losung einer exakten Dgl.]

1. Losungen sind F'(z(t),t) = c mit c € R.

2. Wenn mdglich 18se man x(t).

Das Problem bei exakten Differentialgleichungen ist wie man sie erkennt. Man be-
kommt sie selten in der Form wie oben, sondern hat eine Gleichung wie

G (x(t),t) 2 (t) + H (z(t), ) = 0. (1.3)

Lemma 1.22 (eine notwendige Bedingung fiir eine exakte Dgl.) Nehme an, dass
G und H stetig differenzierbar sind. Wenn die Differentialgleichung exakt ist, dann
qgilt
0 0
—G(z,t) = —H (z,t). 1.4
G (0,t) = o H (1,1) (1.4

Beweis. Es soll gelten

%F (x,t) = G (z,t) und %F (x,t) = H (z,t).
Sind die Funktionen G und H stetig differenzierbar, dann folgt mit dem Vertauschungs-

satz von Schwarz, dass

0 0 0 0

Ist das Gebiet einfach zusamenhéngend, dann kann man zeigen, dass ((1.4]) nicht nur
notwendig sondern auch ausreichend fiir die Exaktheit ist.
Ist diese Bedingung erfiillt, dann findet man F' (z,t) als eine Stammfunktion von x —

G(z,1):
F(x,t) = / G(&, t)dE + C(t).
Die Funktion C findet man durch

% (/ G(g,t)dg) + C'(t) = H (z,t).

Wenn eine Differentialgleichung nicht exakt ist, kann man versuchen, sie exakt zu ma-
chen, indem man sie mit einer geschickt gewahlten Funktion multipliziert. So eine geschickt
gewihlte Funktion heifit ein integrierenden Faktor. Die Suche nach einer solchen Funk-
tion ist meistens hoffnungslos. Versucht man némlich fiir ein integrierenden Faktor
i (x,t) zu finden, dann soll nach gelten, dass

0

a <,u, (x,t) G(m,t)) = 2 (,U, (l‘,t) H(l‘,t))

ox

und das wird
pe G+ p Gy =p, H+p Hy,

eine partielle Differentialgleichung.



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 2

Erste Qualitative Uberlegungen

2.1 Erster Ordnung

Die expliziten Methoden der letzten Woche hatten alle Differentialgleichungen erster Ord-
nung im Visier.

Definition 2.1 Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die Zahl der hochsten Ab-
leitung.

Beispiel 2.2 Die Differentialgleichung " = —c sign(z') hat Ordnung 2. Wenn man
jedoch v = ' setzt, findet man v' = —c sign (v) mit Ordnung 1.

Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es einige spezielle Methoden um auf
eine Idee zu kommen, wie die Losungen ausfallen. Viele Uberlegungen fangen an, indem
man versucht sich eine graphische Vorstellung zu machen.

2.1.1 Richtungsfeld

Definition 2.3 Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung:

y(x) = f(z,y(x)) (2.1)

mit f eine Funktion von R C R? — R. Das Richtungsfeld fiir diese Differentialgleichung
ist definiert durch v : R — R? mit

o= t)

Das Richtungsfeld ist ein Vektorfeld und dieses Vektorfeld ist derartig, das eine Losung
der Differentialgleichung mit y(z¢) = yo an der Stelle xy genau v (z¢,yo) als Tangential-
richtung hat. Anders gesagt: man kann eine Skizze einer Losung anfertigen, indem man
die Vektoren vom Vektorfeld verfolgt.
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x2— -
Beispiel 2.4 Die Differentialgleichung y'(x) = %ﬁgw kann man héchstwahrschein-

lich nicht mit einer expliziten Formel losen. Wenn man das Richtungsfeld anschaut kann
man vermuten, dass die Losung mit y(0) = 1 ganz R als Ezistenzintervall hat und dass
auflerdem gilt tlim y(t) =0 und tlim y(t) = 2. Eine Losung mit y(1) = —1 scheint eher

ein Ezistenzintervall vom Typ (—oo,T) zu haben.

- A A A -
U Y T T L LT TN
VUL T TET T T o 000 N L
== al O G (GGG
A A . A A G " . A . A A 4
//////”'*k\*”"//////
AAAA AT ¥ oy o =TT AN AT
E AT U NS JiF SN JiF G2 U I s NS N diF S G <
B A A _Za A A _Sh h A B A h oA A A 1A A A gk
L W W W U U U N N N U W W W W W
AT N N T W W T Y et Y Y W W W O W N TR
AT T TR T O TR TR T WO WO WO O N N TR TR R B

Abbildung 2.1: Das Vektorfeld aus Beispiel [2. Aus praktischen Griinden sind die Vek-
toren normalisiert, das heifst, statt v ist v/ ||v|| eingezeichnet.

2.1.2 Orthogonale Trajektorien

Differentialgleichung fiir eine Kurvenschar Eine Kurvenschar in R? ist eine Fami-
lie von (unterschiedlichen) Kurvenﬂ Zum Beispiel ist F = {(z,y) € R%y = ca®} . die
Familie aller Parabeln mit Minimum/Maximum in (0,0) mit zusétzlich auch noch der
z-Achse. Diese Kurvenschar hat die besondere Eigenschaft, dass R?\ ({0} x R) eindeutig
tiberdeckt wird: durch jeden Punkt (x,y) mit x # 0 geht genau eine Kurve. In diesem Fall
werden die Kurven parametrisiert durch

Yy =yc(x) mit z € R
wobei y. : R — R definiert ist durch y.(z) = cx?. Schreibt man dies als

Ye(T) _

)

dann sieht man, dass diese Kurven die folgende Differentialgleichung erfiillen:

()

Diese exakte Differentialgleichung kann man auch schreiben als

V@) o)

=0
2 3

'Eine Kurve in R? kann man auffassen als eine Abbildung k : I — R? wobei I ein Intervall in R ist
und k eine stetige Funktion. Oft wird auch nur die Bildmenge {k(t);t € I} als Kurve benannt.
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oder als

Orthogonale Kurvenschare Wenn man eine derartige Kurvenschar hat, kann man
sich fragen, ob es moglich ist eine zweite Kurvenschar zu finden, deren Kurven die aus der
ersten Familie senkrecht schneiden.

Sei nun die Kurvenschar gegeben durch

flz,y) =c
Wenn man z +— y(z) lokal so eine Kurve beschreiben 1afit, also f(x,y(z)) = ¢, dann folgt
_d _of of /
0 ——zzgf(xay(w))-—-Ei;(x,y(ﬁ))*-zi;($7y($))1/($) (2.2)

Parametrisieren wir die senkrecht schneidenden Kurven durch z +— Y (z), dann gilt wenn
y =y(z) und y = Y (z) sich schneiden in (z,y), dass

y(x) =y =Y(x)

< /o) > | ( Vi) ) -0

Diese letzte Gleichung liefert y'(z) = Yf—ég) und besagt, dass die betreffenden Tangen-
tialvektoren senkrecht aufeinander stehen. Kombinieren wir die letzten 3 Gleichungen,

folgt
_of
- Ox

und

of 1

(%W@H"—WY@»WQ)

0
oy

oder anders geschrieben:

0 0

oY () V(o) = (@Y ().
Definition 2.5 Sei F = {(z,y); f (z,y) = ¢}, eine Kurvenschar die R* (oder einen
Teil von R?) diberdeckt. Man nennt die Kurvenschar G = {(z,y);9(x,y) = c}.cp die
Familie der orthogonalen Trajektorien zu F, wenn die Kurven aus G die aus F
senkrecht schneiden.

Beispiel 2.6 Wir suchen die orthogonale Trajektorien zu {(x,y);y = ce*} 5.

1. Man lose nach c;

ye 2 = c.

2. Man nehme an y = y(x) (oder x = x(y)) und schreibe die Differentialgleichung fiir

diese Kurven: y

0= . (y(x)e ") = o (x)e > — 2y(x)e ",

3. Man ersetze y(z) durch Y (z) und y'(x) durch —1/Y'(z):

~1
Y(x)

e ¥ — 2V (x)e .
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4. Man lost

und findet

Abbildung 2.2: In Blau die Kurven F = {y = ce**},p; in Rot G = {y* +x = ¢}, 5.
Siehe Beispiel [2.0,

2.2 Losungen mit mehr Regularitat

Mit der Regularitét einer Funktion ist gemeint wie oft sie differenzierbar ist. Um Differ-
entialgleichungen

y'(x) = f (2,y(z)) (2.3)
betrachten zu kénnen wo f nicht unbedingt stetig sein muss, haben wir Losungen definiert

als stetige Funktionen, die mit Ausnahme von isolierten Stellen differenzierbar sind und
die Differentialgleichung erfiillen.

Lemma 2.7 Betrachte . Wenn f stetig ist, ist jede Losung stetig differenzierbar.
Wenn [ stetige n-te Ableitungen hat (n € NT), hat jede Ldsung stetige n + 1-te
Ableitungen.

Beweis. Sei f stetig und y : (a,b) — R eine Losung. Nennen wir die isolierten Aus-
nahmestellen A. Wenn (¢, d) N A = (), dann ist x — f(z,y(x)) eine stetige Funktion als
Zusammensetzung stetiger Funktionen und ist = +— y/(x) stetig, dass heifit, y ist stetig
differenzierbar auf (¢, d).

Wenn a; € A dann gilt

vy e Ylai +h) —y(a)
yr(a;) = lim T :
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Weil die Funktion y stetig ist auf [a;, a; + €] und differenzierbar in (a;, a; + ¢), liefert der
Mittelwertsatz, dass es & € (a;, a; + h) gibt mit

D=0 _ ey = plewe))

Weil glim_ (& y(€)) = f(as,y(a;)) existiert die rechte Ableitung von % in a;. Ahnlich exis-

tiert auch die linke Ableitung und weil sie gleich sind existiert y'(a;) und es gilt sogar

y'(ai) = flai,y(ai)),

ein Widerspruch zu der Annahme, dass a; eine Ausnahmestelle war.
Die zweite Aussage folgt mit vollstdndiger Induktion nach n. ]

2.3 Aus autonom folgt monoton
Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung ¢/(z) = f (z, y(z)).

Definition 2.8 Die Differentialgleichung heifit autonom, wenn f (x,y) unabhdn-
gig von x 1st, also

Lemma 2.9 Stiickweise stetig differenzierbare Lisungerf| einer autonomen Differential-
gleichung erster Ordnung sind monoton.

Beweis. Sei I 5 x — y;(x) eine nicht monotone Losung von ¢/ () = f (y(z)). Dann gibt es
a,b,c € I mit a < b < cund entweder max (y(a), y(c)) < y(b) oder min (y(a),y(c)) > y(b).
Nehmen wir an max (y(a),y(c)) < y(b). Weil y stetig ist, kann man den Zwischenwertsatz
verwenden um @ oder ¢ so zu ersetzen, dass wir annehmen diirfen y(a) = y(c). Wir haben
erlaubt, dass eine Losung isolierte Stellen hat, wo die Differentialgleichung nicht erfiillt
ist. Weil [a, c] beschrénkt ist, kann dieses Intervall hochsten endlich vieler solcher Stellen
haben. Den Zwischenwertsatz erlaubt es uns a; € (a,b) und ¢; € (b, ¢) zu finden derart,
dass
y(a) +y(0)

5 .
Dieses Aufteilen kénnen wir so oft wiederholen, dass es Intervalle [a,, b.] und [b*, ¢*| gibt
mit

y(ar) = y(er) =

y(a.) = y(c") # y(bs) = y(0")
und die keine Problemstelle enthalten.
Der Mittelwertsatz ergibt ein x, € [a., b,] mit

/ y(0:) — y(ax)
Ty) = —F"———= > 0.
y () —
Benutzen wir wiederum der Zwischenwertsatz um eine Losung von y(z.) = y(z*) mit
x* € [b*,c¢*] zu finden, und nehmen wir die maximale (entweder gibt es endlich viele

2Eine stetige Funktion & : [a,b] — R heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn man [a, b] in endlich
viele Teilintervalle aufteilen kann:

la,b] = [a = ap,a1] U [a1,a2] U---Ulag, ax41 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;+1] gibt es eine stetige Funktion g; mit g; = b’ auf (a;, a;41).
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Losungen und man nimmt den gréfiten, oder es gibt unendlich viele, man nimmt eine
Maximalfolge, verwendet den Satz von Bolzano-Weiertrass und die Stetigkeit von y) folgt

* h _

y(z")
< 0.
hl0 h <0

Die Differentialgleichung liefert

einen Widerspruch. [

Abbildung 2.3: So kann der Graphen der Losung einer autonomen Differentialgleichung
erster Ordnung also nicht sein.

’ Y AYAAAAAASAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAS
6/ 1’ L5 VA AVAVAAAAAAAAAA A A A A A A A A A A A A A
1, / YV VAV VAV VAV VA XV ATV ATV AV VYA
. MM MMM MM OMMMMMMM MMM MMM MMM M N NN
sl y st

— e
s K ST TSN LTSI TN OIIIEIINY
RIS A I I TS I R e
R T TR e T T e ey

S e e e e
—Z5 /////////////////////////////
ISP I ISP I ISP I IV P I I I I I Y

Abbildung 2.4: Bild zu Beispiel [2.10 Ein Versuch, die Funktion y — f(y), das Rich-
tungsfeld und einige Losungen t — y(t) von ' = f(y) in einem Bild darzustellen.
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Beispiel 2.10 Betrachten wir die autonome Differentialgleichung

y'(t) =y(t) (L-y()).

Die Funktion f(y) = y (1 —y?) ist positiv fiir y € (—oo,—1) U (0,1) und negativ fiir
y € (—1,0)U(1,00). Das bedeutet, das Losungen mit Werten in (—oo, —1)U (0, 1) steigen
und mit Werten in (—1,0) U (1,00) fallen. Siehe auch Abbildung[2.4]

2.4 Vergleich von Lésungen

Wir haben einige Sorten Differentialgleichungen erster Ordnung gesehen die explizite Lo-
sungsalgorithmen haben. Die meisten kann man aber nicht explizit 16sen. Man kann aber
versuchen nicht-16sbare mit losbare zu vergleichen.

Beispiel 2.11 Betrachten wir das Anfangswertproblem

{ 2'(t) =12 + x(t)?,
z(0) = 0.

Die Differentialgleichung ist leider nicht [0sbar mit den elementaren Funktionen, denen
man in Analysis 1 oder 2 begegnet ist. Man kann versuchen die Losung zu vergleichen mit

der Losung von
{ y'(t) =t

y(0) = 0.

Wenn eine Losung t — x(t) existiert, dann gilt t* < t* + x(t)* und so auch y'(t) < z'(t).
Dann gilt auch

(z(t) = y(1)) = (2(0) = y(0)) = /0 («'(s) =4/ (s)) ds > 0 fiir t = 0

und folgt
1
z(t) > y(t) = g1t3.

Es folgt (wenn x(1) existiert), dass x(1) > 3.
Als ndachstes vergleichen wir mit

Firt>1 und x(t) > z(t) gilt
2+ a(t)? > 14 2(t)?

und es folgt x'(t) > 2'(t). Das wiirde bedeuten, dass x schneller wichst als z und also, dass
auch x > z erhalten bleibt. Diese Schlussfolgerung scheint etwas von einem Zirkelschluss
zu haben.

In dem folgenden Satz betrachten wir die Anfangswertprobleme

{ (1) = [t o), { y' (1) = g(t,y(1)), (24)
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Theorem 2.12 Nehme an es gibt Losungen x,y : [0,a) — R von die stiickweise
stetig differenzierbar sind. Seien f und g derartig, dass es L > 0 gibt mit

f(t,&) —g(t,n) > —L|§ —n| firte[0,a) und {,neR. (2.5)

Wenn xo > yo dann gilt

x(t) > y(t) firt € [0,a).
Wenn xq > yo dann gilt

x(t) > y(t) firt € 0,a).

Bemerkung 2.12.1 Schaut man den Beweis an, dann sieht man, dass es reicht wenn
wir annehmen, dass f und g die folgende Bedingung erfiillen: Fir jedes Intervall [—M, M]
gibt es Ly € R mat

f@t,€) —g(t,n) > =L 1§ —n| firte€[0,a) und §n € [-M, M].

Beweis. Nehmen wir an xy > y9. Wenn = — y eine Nullstelle in [0, a) hat, hat sie, weil x
und y stetige Funktionen sind, eine kleinste positive Nullstelle die wir ¢, nennen werden.
Fiir t € [0, to] gilt, mit moglicher Ausnahme von isolierten Stellen, dass

2'(t) —y'(t) = f(t,z(t) — g(t, y(t) > =L (x(t) — y(1))
und so auch

(e (2(t) — (1) = e (((0) — /(1) + L (a(t) — (1)) > 0.

Das liefert uns

An isolierten Stellen, wo x — y nicht differenzierbar ist, kommt man mit Stetigkeit vorbei.
Wir finden

z(to) — y(to) = e~ (w0 — yo) > 0,

einen Widerspruch.
Nun der Fall g = yo. Wenn es t; € [0,a) gibt mit z(¢t;) < y(t1), dann gibt es einen
Interval [to, 1] C [0, 1] mit x(ty) = y(to) und

z(t) < y(t) fir t € (to, t1].
In diesem Intervall gilt
2(t) —y'(t) = f(t,x(t) — gt y(t)) = =L (y(t) — (1))

und so auch

% (™ (2(t) —y(1))) = e (&' (t) — /(1) — L (x(t) — y(t))) > 0.

Das liefert uns
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und wiederum einen Widerspruch ]

Die Bedingung in (2.5 scheint vielleicht etwas mithsam. Einen Hinweis wie man so
etwas beweist, liefert die folgende Uberlegung:

f(tvé) - g(tﬂ?) = f(t7€> - f(t777> + f(t777> - g(tan)
e Wenn f stetig differenzierbar ist, kann man f(¢,€) — f (t,n) abschitzen:

f(t7£) B f (tﬂ?)

S8 = (t) = =g

(E—mn)>—L|E—n
WENI1 1Mman

L= max ‘g—i(t,y)‘

yE[*M,M]
setzt. Der Mittelwertsatz sagt aus: es gibt y € (£, 1) mit

f(t>€>_f<t777) _ g
§—n dy

e Die zweite Hilfte kann man direkt vergleichen, da wir nur noch mit ¢ und 7 zu tun
haben.

Diese Beobachtungen fithren zum folgenden Ergebnis.

Korollar 2.13 Nehme an, es gibt Losungen xz,y : [0,a) — R von , die stiickweise
stetig differenzierbar sind. Wenn entweder f oder g stetig differenzierbar ist und wenn
auflerdem gilt

f(t,n) = g(t,n) firt e [0,a) undn €R,

dann folgt:
ro >y — x(t) > y(t) fir allet € [0,a),

xo >y = x(t) >y(t) firallet € [0,a).

Bemerkung 2.13.1 Man kann dieses Ergebnis so beschreiben: wenn rechte Seiten und
Anfangswerte die gleiche Anordnung haben, dann bleibt diese Anordnung erhalten bei den
betreffenden Losungen.

Die Bedingung, dass mindestens eine der beiden rechten Seiten differenzierbar sein
muss, kann man ohne weiteres weglassen.

Man kann dieses Korollar verwenden um das Beispiel ohne Zirkelschluss weiter-
zufithren.

2.5 Eindeutigkeit

Beispiel 2.14 Wir betrachten die Differentialgleichung

y(t) = Vy(t).

Diese Differentialgleichung ist trennbar und man findet y(t) = 0 oder
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Diese letzte Moglichkeit liefert

und

0 firt <c
= 2.6
y(t) { (%(t—c)):g/2 fiirt > ¢, (2:6)
y(t) = 0 firteR,
0 firt <c
A 2.7
y() { —(2(t—0)"? firt>c, (2.7)
Man findet mehrere Ldosungen fir das Anfangswertproblem
y'(t) = /y(t), 9
.8
Vo Y 29

3 R [ RS U SR B! i R - /
b 2 3 4 6 7
-05F
_10F
_15F

Abbildung 2.5: Skizzen zu einigen Losungen des Anfangswertproblems (@

Ein Problem, dass mehrere Ldosungen bietet, ist ,physikalisch” nicht gewiinscht und
bedeutet meistens, dass das Model nicht das richtige ist.

FEine direkte Folge von Theorem fiir

y'(@t) = f(ty),
2.9
VO 29)
ist:

Korollar 2.15 (Eindeutigkeit) Sei f stetig und derart, dass es fir jedes M € R ein L

gibt mit
|f (8 = ftn)| <L —n| firtel0,a] und& ne[-M, M] (2.10)

Dann hat das Anfangswertproblem (@) hochstens eine Losung y : [0,a] — R.
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Beweis. Wenn es zwei verschiedene Losungen gibt, nennen wir sie y; und 3, mit y;(0) =
y2(0), dann gilt auch y;(0) > y2(0) und folgt es aus Theorem dass y1(t) > yo(t) fur
t €[0,a). Weil auch y2(0) > y;(0) gilt, folgt ebenso, dass y2(t) > y1(¢) fiir ¢ € [0,a). Also
hat man y; () = yo(t) fiir ¢ € [0,a) und gibt es hochstens eine Losung. n

Kriterium 2.16 Hadamard nannte ein Problem wohldefiniert, wenn es die folgende
Bedingungen erfillt:

e [s hat mindestens eine Lisung (Existenz).

e [s hat hichstens eine Lisung (Eindeutigkeit).

e Wenn man das Problem ein wenig stort, wird sich die Lésung auch nur ein wenig
andern (Stetige Abhdngigkeit der Parameter).

In dieses Licht ist das letzte Korollar ein sehr wichtiges Ergebnis: Wir haben ein Kri-
terium, das die Eindeutigkeit garantiert. Wenn wir die Existenz bewiesen haben, kénnen
wir sogar die stetige Abhéngigkeit der Anfangswerte folgern.

Korollar 2.17 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei f stetig und derart, dass
es fiir jedes M € R ein L gibt mit

F (68— (L S LIE—n| firte[0,a] und&neR. (2.11)
Seien yq,yp : [0,a] — R Losungen von mit Anfangswerte Yo 0,00 € R. Dann folgt
Yo (t) — y(t)] < €™ |ya0 — Yol firt €[0,a]. (2.12)
Beweis. Aus folgt fiir £ > n, dass
&8 = ftn)—L(E—n) <L|g—n[—L(E—-n)=0.

Wegen der Eindeutigkeit folgt aus y,(0) > (0) dass y,(t) > yp(t) fiir ¢ € [0, a]. Nehmen
wir an, dass y,(0) > y,(0). Dann folgt

d

e " (Yo (t) — yu(t)) — (ya(0) — 15(0)) = /0 7 (67" (Yals) — y(s))) ds

:/O 5 ((4(5) — (5)) — L (yals) — m(s))) ds =
_ / T ((f (5,9a(5)) = f (5.3(5))) = L (yal5) — w(5))) ds <0,

und es gilt
Ya(t) = us(t) < €™ (4a(0) = 45(0)) = €' (Ya0 — Yoo) -
Fiir y,(0) < y,(0) gilt dhnliches (man vertausche a und b) und wir finden ([2.12)). |
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 3

Gleichungen hoherer Ordnung
und Systeme

3.1 Gleichungen h6herer Ordnung als Systeme erster
Ordnung

Wir haben Bekanntschaft gemacht mit gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ord-
nung. Der néchste Schritt wére, ein etwas breiteres Spektrum zu betrachten. Man konnte
sich statt erster Ordnung mit hoherer Ordnung beschéftigen oder mit Systemen von Differ-
entialgleichungen. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung wire

y () =g (8 y(0),y'@),....y" V(@) (3.1)

Ein System von n gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung sieht wie folgt aus:
'y (t) fu(t 1 (2), 2a(t), - - wn(t))

x’Q(t) _ fo (t, 21 (), xg‘(t), c Zp (1)) | (32)
! (t) fo (t 21 (t), 22(t), ..., 2,(t))

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann man umformen in System erster Ord-
nung.: Setze y = 1, y' = x5 bis y™~ Y = z,,. Die Differentialgleichung in (3.1)) sndert sich

xh(t x3(t)
: = : : (3.3)
1 (1) T (1)
a0 g (t,21(8), 25(0), .., za(t))

Es ist also kein Verlust der Allgemeinheit, wenn wir uns auf Systeme erster Ordnung
konzentrieren. Wir kénnen soche Systeme schreiben als:

(t) = F (¢, ().

21
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Ein Anfangswertproblem fiir ein solches System ist dann

{ Z(t) = f (t,7(1)), (3.4)

7
Z(to) = .

Wenn F n Komponenten hat, hat auch © n Komponenten und der Angangswert 7 ist
durch n Werte festgelegt. Wir werden noch zeigen, dass ein solches Anfangswertproblem,
mit F eine geniigend nette Funktion, fiir jedes ¥y € R™ genau eine Losung hat.

Wir nennen 7 : (a,b) — R" eine Losung von (3.4), wenn Z(ty) = @, t — Z(t) € C (a,b)
und, mit Ausnahme von diskrete Stellen t;, differenzierbar ist und #(t) = F (¢, Z(t))
erfiillt. Wenn y = x; wie in ist, bedeutet das, dass y € C"! (a,b) gilt und dass
y™=1 differenzierbar ist mit Ausnahme von diskreten Stellen.

3.2 Lineare Gleichungen und Systeme

Ein Operator L auf einem realen Vektorraum V' nennt man linear, wenn
L (c1v1 + covg) = ¢ Lvy + co L fiir alle v; € V und ¢; € R. (3.5)
Definition 3.1 Fine Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form
2™ (1) = a1 ()" V() + ag ()2 () 4 -+ a1 (D)2 (1) + an(t)z(t) + f(2)
nennt man linear.

e Man sagt ‘mit konstanten Koeffizienten’, wenn a;(t) = a; € R fir jede i =
1.....,nundt eR.

o Man nennt diese lineare Gleichung homogen oder reduziert, wenn f = 0.

Definition 3.2 FEin System Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

—

7(t) = A(t) #(t) + f(t) (3.6)
mit A: I CR— M™"(R) (die n x n Matrizen) und f : I C R — R", nennt man linear.
o Man sagt ‘mit konstanten Koeffizienten’, wenn A(t) = A € M™"(R).
e Man nennt das System homogen oder reduziert, wenn f = 0.

Schreibt man das lineare System in (3.6|) wie folgt,

(% - A(t)> Z(t) = f(t), (3.7)

dann sieht man den Zusammenhang mit linearen Operatoren.

Wenn es aus dem Kontext klar ist, dass man mit mehreren Komponenten zu tun hat,
kann man das Vektorzeichen weglassen.

Aus der linearen Struktur folgt sofort das folgende Ergebnis.

Lemma 3.3 Seien t — x(t) und t — y(t) Losungen von
(1) = A(t) z(t) + f(t) und o (t) = A(t) y(t) + g(1),
dann ist t — z(t) := c1z(t) + coy(t) eine Losung von

Z(t) = A(t) 2(t) + e f(£) + c29(2).
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Beweis. Man hat sofort:

Z(t) = ar'(t) + ey (t) = e (Alt) =(t) + f(t) + 2 (A(t) y(t) +9(1)) =
A(t) (cr(t) + cay(t)) + erf (1) + cag(t) = A(t) 2(8) + cr f (1) + cag(t).

3.3 Eindeutigkeit fiir lineare Systeme

Lemma 3.4 (Eindeutigkeit) Wenn A(t) € M™"™(R) beschrdnkt ist, hat das Anfangs-

wertproblem
{ a'(t) = A(t) z(t) + f(t)
z(0) = xo

fir jedes xo € R™ hochstens eine stiickweise stetig differenzierbare Léosung.

Bemerkung 3.4.1 Ldsungen habe wir definiert als stetige Funktionen welche, mit Aus-
nahme von isolierten Stellen, differenzierbar sind und die Differentialgleichung erfiillen.
Wenn f und A stiickweise stetz’gﬂ sind, dann folgt aus der Gleichung, dass auch x’ stick-
weise stetig ist mit moglicher Ausnahme von isolierten Stellen. Genauer gesagt, wenn A,
f und x in einer Umgebung von tq stetig sind, ist auch x' stetig in dieser Umgebung; wenn
to so eine isolierte Ausnahmestelle ist, existieren immer noch die einseitigen Ableitungen:
Durch den Mittelwertsatz gibt es &, € (to,to + h) mit

x(to + h) — x(to)

i = 2'(&,) = Al&) (&) + f(n)-
Weil limg 4, A(€) und limg 4, f(€) existieren, folgt
i) = i MO 2O a6, afe,) + s160) =
-l (49 (9 + 1)

und limg o (A(E) (&) + f(€)) eistiert. Ahnlich existiert auch die linke Ableitung. Es folgt,
dass x stiickweise stetig differenzierbar ist.

Beweis. Seien t +— x(t) und ¢ — y(t) zwei verschiedene Losungen auf Existenzintervall
[a,b] 3 0. Dann ist s(t) := ||lz(t) — y(t)||* eine zahlenwertige Funktion auf [a, b]. AuBerdem
gilt mit Ausnahme von isolierten Stellen:

(1) = 2(a() —y(0) - (@) o' (1) =
= 2(alt) — (1) - AL (() — y(1)) <
< Ma(t) — y(®)|* = M s(0).

Weil A(t) € M™"(R) beschrinkt ist, gibt es M € R* mit & - A(t)¢ < M ||¢” fiir alle

¢ € R™. Wir finden 5
5 (€7s(t)) = 7 (' (1) = Ms(t)) < 0

!Eine Funktion f : [a, b] — R nennt man stiickweise stetig, wenn man [a, b] in endlich viele Teilintervalle
aufteilen kann:

[a,b] = [a = ag,a1] U [ay,as] U---Uak, ag+1 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;+1] gibt es eine stetige Funktion g; mit g; = f auf (a;, a;11).



24 Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

und fiir b >ty > t; > a folgt

e Mizg(ty) — e Mhig(t)) = /t 2 % (e™'s(t)) dt <0 (3.8)

wenn zwischen t; und ¢, keine isolierte Problemstellen liegen. An solchen Problemstellen
kommt man mit der Stetigkeit von s vorbei und es folgt, dass sogar fiir alle t = t5 > 0
und t; = 0 gilt:

e Ms(t) = e Mis(t) — e M05(0) < 0.

Weil s eine nicht-negative Funktion ist, folgt s(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, b]. Ein dhnliches Er-
gebnis kann man fiir t < 0 ableiten. Es gilt also, dass ||z(t) — y(t)|| = 0, ein Widerspruch.
u

3.4 Formelle Losungen linearer Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten

Das homogene Problem hat folgende Form:

7(t) = A Z(t) (3.9)
wobei A diese Matrix ist:
aip G2 - Qip
A — Q21 Q22 -+ Q2p
Anl Gpa -+ Qnp

Die Gleichung (3.9)) sieht sehr dhnlich aus wie
2 (t) = a z(t)

und ldsst sich sogar dhnlich mit der Exponentialfunktion l6sen.
Wir erinnern noch mal daran, dass die Exponentialfunktion als eine Potenzreihe defi-

niert ist:
4 - Zk
=) o (3.10)
k=0

und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius oo hat. Auflerdem gilt innerhalb des

Konvergenzradius, dass
!/
oo Zk oo Zk !/
(o) -2 (a)
k=0 k=0

Statt in (3.10) z € C, kénnte man auch z € M™*"(R) nehmen. Sogar komplexe Koeffizi-
enten kann man zulassen.

Definition 3.5 Sei A € M™"™(C). Man definiert

exp(A) =

| —

AF,

3

!
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Bemerkung 3.5.1 Statt exp(A) schreibt man auch e?.

Lemma 3.6 Fiir alle A € M™"(C) konvergiert Jim Sieo m A" in M™(C). Oder an-
ders gesagt: exp(A) ist wohldefiniert.

. . .. . . 4 . ..
Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Komponente ( k=0 %Ak) konvergiert fiir £ —
’ /L’]

00. Setzen wir
m = max {|A;;];1 <i,7 <n}.

Dann gilt fiir den i, j-Eintrag von %Ak, dass

k
m m m
1 1 m m m ko k—1
(—A’“) <|= _mmn
k! il k! oo e k!
m m m .
1'7‘7
Weil die Reihe
© o kpk—1
>
k=0

konvergiert, ndmlich nach %em”, ergibt das Majorantenkriterium, dass auch

> (1)

k=0 2y

konvergiert. ]

Lemma 3.7 Sei A € M"*"(R) und xo € R". Dann hat das Anfangswertproblem

(3.11)

{ 7'(t) = Ax(t) firt € R,
x(0) = xo, '

genau eine Ldosung, ndmlich die Funktion x : R — R"™ mat
x(t) = exp (At) zy.
Beweis. Durch Lemma wissen wir, dass jede Komponente von exp (At) Konvergenz-

radius oo hat. Auch wissen wir, dass man innerhalb des Konvergenzradius die Folge von
Summe und Ableitung &ndern darf, ohne dass sich das Ergebnis dndert. Das heifit:

(exp (At) m)" = (Z%(At)k:co> :Z(% (At)kx(]) -

k=0 k=0
= Z EAktk_IIO =A Z EAZZ&ZIEO = AeXp (At) Zg-
k=1 =0

Weil
(exp (At) zo),_y = e© zo=1 20 =20
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gihﬂ ist 2(t) := ey eine Losung von (3.11)).
Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma [3.4] n

Das allgemeine Problem in (3.6), bei dem man auch eine rechte Seite f : R — R”
zuldsst, wird

Z'(t) = Ax(t)+ f(t).

Dieses System kann man (fast) genau so 16sen wie eine gewohnliche lineare Differential-
gleichung erster Ordnung.

Theorem 3.8 Sei f : [a,b] — R"™ eine stetige Funktion, A € M™™(R) und xy € R".
Dann hat das Anfangswertproblem

{ /() = Ax(t) + f(t) firt € [a,0] (3.12)

z(a) = xg

genau eine Losung x : [a,b] — R™, ndmlich
t
z(t) = eV —|—/ A9 f(s)ds. (3.13)

Bemerkung 3.8.1 Das Integral tiber einer Vektorfunktion ist definiert als Vektor von
den Integralen der einzelnen Komponenten. Also fir g : [a,b] — R™ mit integrierbaren
Komponenten g;, 1 =1,....,n

fb g1(s)ds
abgg(s)ds

/ g(s)ds = Ja .
fabgn(s)ds

Auf der rechten Seite von steht so ein Integral.

Bemerkung 3.8.2 Das Definitionsgebiet [a, b] von f wird als Defintionsgebiet fiir x tiber-
nommen. Wenn f : R — R stetig ist, dann findet man fir die Differentialgleichung
2/ (t) = Ax(t) + f(t) die Losungen x : R — R mit

t
z(t) = eV +/ A9 f(5)ds. (3.14)

Dabei ist xg € R™ beliebig zu wdihlen. Die Tatsache, dass das Definitionsgebiet iibernom-
men wird, kann man so allgemein nur bei linearen Gleichungen annehmen.

2Hier ist I € M™ "(R) die Identititsmatrix und O € M™*"(R) die Nullmatrix:

1 0 -~ 0 o o0 --- 0
0 1
I=1 und O =
0
0 0 1 0 0
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Beweis. Der Anfangswert passt, denn
z(a) = ez + /“ A9 f(s)ds = Tzg = .
Weiter schreibe man
z(t) = ey + /t A9 f(5)ds =

t t
= ety + / ee™ 5 f(s)ds = e (:cg + / eAsf(s)ds)

a

0= (et (o [ 000 -
- (%em) (a:o + /: e_ASf(S)dS) + eAt% (960 + /at e‘Asf(S)ds) _

= Aet (xo + /t e_Asf(s)ds) +ete M f(t) =

a

= Ax(t) + f(1).

und differenziere:

Man achte darauf, dass man bei den Multiplikationen die Folge nicht ohne weiteres um-
ordnet: Es sind Matrizen. [
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 4

Lineare Systeme mit konstanten
Koeffizienten

4.1 Einige Eigenschaften des Exponenten einer Ma-
trix
Wir haben fiir A € M™*"(C) und ¢t € R die Matrix exp (tA) definiert:

exp (tA) = Z

Einige Eigenschaften sind die folgenden:

tA)"
(k') =T+ tA+ J1PA* + A+

Lemma 4.1 Seien A, B € M™"(C). Es gilt
o exp(0A4) =1.
o exp (tA)exp (sA) = exp ((t + s) A) fir alle s,t € R.
o Dexp(tA) = Aexp (tA) = exp (tA) A fiir alle t € R.
e AB=BA < exp(tA)exp (tB) =exp (t (A+ B)) fir allet € R.

4.2 Berechnung des Exponenten einer Matrix

Beispiel 4.2 Wenn man Maple fragt, bekommt man ziemlich schnell, dass

12 R IR ESVAE PLs RV PES S S
exp | ¢ = 2 > V. it ’
3 4 V33 V33454 /33 V3354 11-v/33 V335, + 114/33 Y3345,

11 (& 11 (& 29 € 22 €

Direkt von Hand so ein Ergebnis zu berechnen ist keine besonders erfreuliche Sache. Man
soll als (zukiinftiger) Mathematiker aber wissen, wie man es berechnen kann, beziehungs-
weise wieso der Rechner das so einfach schafft.

29
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Wir geben einige Ergebnisse, die man verwenden kann.
Lemma 4.3 Sei A € M™"(C) und t € R.
1. Fiir eine Ahnlichkeitstransformation B, T € M "(C) mat T invertierbar gilt:

A=TBT ' = exp(tA) =Texp (tB)T!

2. Fiir eine Blockmatriz A, mit B € M***(C) und C € M"=*)*=k)(C) gilt:

A= ( g g ) = exp (tA) = ( expo(tB) expO(tC) )

3. Fir eine Diagonalmatriz gilt:

MO0 - 0 eMt 0

0 A L 0 et :
A= . 2 = 4 =

R (] : 0

o --- 0 M, 0 0 et

Al o --- 0 eM e %tze)‘t (nil)gt”_leAt
A1 : 0 eM  teM . :
4 P N [N S T %tzext (4.1)
1 e)\t te/\t
0 0 X 0 0 e
Beweis.
1. Man findet sofort
=1
exp (tA) = exp (¢TI BT H (trBT!
k=0
1
- T( E(tB)’“) T'=Texp(tB)T .
=0
2. Auch hier
> 1 B 0\\"
et = wn(t( g 0))=2q((00)) -
B i 1 thk O \ [ exp(tB) O
- k! tkCk ) @) exp (tC) -

3. Das Ergebnis folgt als wiederholte Anwendung von 2.
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4. Wir schreiben

1 0 0
0 1
E=1|: - - 0
: 0 1
0 -+ -~ 0 0

und finden so A = A+ E. Weil \[E = A\E = EXI, das heifit, A\l und £ kommutie-
ren, folgt mit Lemma dass

exp (tA) = exp (tA\] +tE) = exp (t\]) exp (tE) = e exp (tE) . (4.2)

Weil E nilpotent ist (die Linie mit 1 schiebt sich jedesmal nach rechts in E? E?
usw.) und E" = O, gilt

o0 1 X t2 ) tn—l .
tE) = —(tE) =1+tE+ —-F"++---+ —F" O =
exp (tE) ;k!( ) HiE+ S B+ +(n—1)! +

142 1 n—

Lot gt o it 1
1 t :
: t
0 -+« v 0 1

und kombiniert man mit (4.2)), folgt so das gewiinschte Ergebnis. .

Ohne Beweis werden wir ein Ergebnis aus der Linearen Algebra verwenden, namlich
dass jede Matrix einer Jordan-Matrix dhnlich ist. Eine Jordan-Matrix ist wie folgt defi-
niert:

Definition 4.4 FEine Matriz J € M™"(C) ist eine Jordan-Matriz, wenn sie wie folgt
aus Blocken zusammengesetzt ist:

B, O O - - O
. \i 0 0
O B, O
0 N 1
O O Bs L
J=| _ mit Bp=| . . .0
5 o N1
' bl 0 0 N
O - v i O By

Jede Matrix ist ahnlich einer Jordan-Matrix heif3t:

Theorem 4.5 (Marie Ennemond Camille Jordan) Fir jede A € M™*"(C) gibt es
eine invertierbare Matriz T € M™*"(C) und eine Jordan-Matriz J € M™"(C) derart,

dass
A=TJT "

Einen Beweis sollte man in der Vorlesung Linearen Algebra bekommen. Die Skalaren
A, die in J erscheinen, sind die Eigenwerte von A.
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e Die algebraische Vielfachheit von \;, das heifit die Vielfachkeit von A; als Nullstelle
vom Polynom det (A — AI), liest man ab in J als die Anzahl der \; auf der Diago-
nalen von J.

e Die geometrische Vielfachheit von \; ist die Dimension vom Eigenraum
dim{¢ € C"; Ap = \;¢},

diese findet man wieder als die Anzahl der Jordan-Blocke B; mit A; auf der Diago-
nalen.

e Wenn die geometrische Vielfachheit von \; echt kleiner ist als die algebraische, dann
gibt es mindestens einen generalisierten Eigenvektor der ersten Ordnung:

— ¢ € C" ist ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung fiir A beim Ei-
genwert \;, wenn

(A=NDF ¢ =0und (A—X\ND)" ¢ +#0.
— wenn ¢ € C” ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung beim Eigenwert
Ai ist , dann ist (A — A1) ¢ ein generalisierter Eigenvektor der (k—1)-ten Ord-
nung beim Eigenwert )\;. Eigenvektoren soll man auffassen als generalisierter

Eigenvektor der 0-ten Ordnung.

e Jede Matrix hat eine Basis aus Eigenvektoren und generalisierten Eigenvektoren.

Wenn man eine Zerlegung der Form A = T JT~! gefunden hat, dann kann man mit
Hilfe von Lemma {.3| exp(tA) = T exp(¢t.J)T ! berechnen.

Beispiel 4.6 Fliir die Matriz, die wir vorhin benutzt haben, hat man

< 3 4 ) = ( 3-v/33  3+33 ) 0 54++/33 11-v33 233
4 4 2 22

und es folgt das Ergebnis von vorhin.

1 1
-1 1

1

Beispiel 4.7 Fiir A = ( Y

findet man durch det I=A =0, das heifst
—1

M —20\4+2=0,

die Eigenwerte \y =1 — 1 und Ay = 1 4+ 1. Zwei dazugehérende Eigenvektoren sind:

solz(_li) undg%:(;).

Es folgt
1 1\ _ (11 1—i 0 3 3
-11 ) \ —i i 0 141 5 —3i
und

1 1 =0t 0
exp (tA) = < —i g ) ( 0 6(1+i)t > <

i\ [ c'cost e'sint
—3i —elsint efcost )

N[0 | =
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Beispiel 4.8 Das Anfangswertproblem

B} (1 1 e’ cost 4 2e’sint
hat als Losung ( I;Etg ) = exp (tA) ( 5 ) = ( Cetsint 4+ 2t cost )

WY _ (12w ..
) ) = (4 3> <x2(t) ) firt e R,
( (1

w)-(1)

Die FEigenwerte A der Matrixz findet man aus

1-A\)(3-)\)—8=0,

ndmlich Ay = —1 und Ay = 5. Dazugehérende Eigenvektoren sind p, = < _11 ) und

Py = ( ; ) Man kann den formellen Weg gehen:
(12 (1 1N\ [et o 11\
P 43 - -1 2 0 et -12) =

und

zi(t) ) _ [ et g™ —get 4 g 1Y _
zo(t) —%e_t + §e5t %e‘t + %e‘ﬁt 1

Man kann sich auch tberlegen, dass x(0) = %gpl + %(pQ und deshalb

([ 2(t) -1 4 0 x1(t)
) =1 -1 -1 1 xo(t) | firt eR,
24 (1) 0 0 1)\ 20
21(0) 2

\ 3(0) g
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Abbildung 4.1: Links in rot die Spur der Lisung vom Beispiel[{.8. Rechts die Spur der Li-
sung vom Beispiel [{.9 Einige andere Lisungen zu diesen beiden Differentialgleichungen,
also mit anderen Anfangswerten, sind in griin dargestellt. Uberlegen Sie, in welcher Rich-
tung diese Spuren durchlaufen werden.

Die Figenwerte der Matrixz sind \y = 1, Ay = —1—2i und A3 = —1+2i und dazugehdrende
Ergenvektoren sind

2 21 —2i
11, 1 und 1
4 0 0

Man kann den FExponenten berechnen oder direkt den Anfangswert auf eine Basis von
FEigenvektoren zerlegen und bekommt schluflendlich die Losung:

x1(t) el + sse7tcos 2t 4 sse ' sin 2t
22(t) | = | e’ + g5e Fcos 2t — 5metsin 2t
x3(t) St

FEine Abbildung der Spur findet man in Abbildung [{.9

4.3 Lineare Stabilitiat

Sei A € M™"(R). Wir betrachten wiederum ein homogenes System gewohnlicher Differ-

entialgleichungen:
2 (t) = Ax(t). (4.3)

Definition 4.11 Das homogene lineare System in heifst
e stabil, wenn fiir jede Losung x gilt, es gibt M € R derart, dass
lx(t)|| < M fir alle t > 0;
e instabil, wenn es eine Losung x gibt derart, dass

lim [|z(t) || = oo;
t—o00
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4 \\\ \\

3

X3
2
h —_—
1 —_— 2
/ — | -1
0
0 1 X2
2 2
0
_2 3
X1

Abbildung 4.2: Die Spur der Lisung vom Beispiel. Uberlegen Sie, in welcher Richtung
diese Spur durchlaufen wird. Und was bedeutet die grime Linie, welche aus (0,0,0) nach
oben fiihrt?

e asymptotisch stabil, wenn fir alle Losungen x gilt

lim z(t) = 0;

t—o0
e neutral stabil, wenn das System stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist.

Bemerkung 4.11.1 Diese Klassifizierung gilt nur fir lineare Systeme. Bei homogenen
linearen Systemen ist 0 immer eine Gleichgewichtstelle (= konstante Losung). Bei Gleich-
gewichtstellen fir nichtlineare Differentialgleichungen werden diese globalen Bedingungen
ersetzt durch lokale Bedingungen fiir eine Umgebung der Gleichgewichtstelle.

In dem letzten Paragraph haben wir gesehen, dass das globale Verhalten bei linearen
Systemen mit konstanten Koeffizienten eigentlich nur von den Eigenwerten abhéngt. Wir
bekommen dann auch das folgende Ergebnis.

Lemma 4.12 Sei A € M™"*"(R) und sei {)\i}le die Menge der unterschiedlichen Eigen-
werte fiir A. Nennen wir m; die geometrische Vielfachheit von \;.
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1. Wenn Re\; <0 fir allei € {1,...,k} gilt, dann ist asymptotisch stabil.
2. Wenn Re \; > 0 fiir mindestens ein i € {1,... k} gilt, dann ist instabil.

3. Wenn ReX; < 0 fir alle i € {1,...,k} und die algebraische Vielfachheit fir alle
Jje{l,....k} mit ReX; =0 gleich m; ist, dann ist stabil.

4. Wenn Re\; > 0 fiir mindestens ein i € {1,...,k} gilt und es auflerdem ein j €
{1,...,k} gibt mit Re\; = 0, wo die algebraische Vielfachheit nicht m; gleicht,

dann st mstabil.

tmfl 6)\1t

Beweis. Die Losungstermen die erscheinen, sind mit m < m;.

1. Wenn Re \; < 0, dann gilt tlim tmletit =,

2. Wenn Re )\; > 0, dann gilt tlim et = oo.
3. Wenn Re \; = 0, dann gilt ‘6)‘”‘ = 1 und wenn die algebraische Vielfachheit m; fiir
solche )\; gleicht, dann kommt t*e)* mit k& > 0 nicht vor.

4. Wenn Re A\; = 0 und die algebraische Vielfachheit nicht m; gleicht fiir ein solchen

\;, dann gibt es te** und lim |te’\it = lim ¢t = oco.
t—00 t—o0

Bemerkung 4.12.1 Wenn also gefragt wird, ob alle Losungen von x'(t) = Ax(t) fir
t — oo nach 0 konvergieren, braucht man nur die Figenwerte und gegebenfalls die Viel-
fachheiten zu berechnen.

Beispiel 4.13 Das System
v [ —2 10
= (23 e
st asymptotisch stabil, denn \y = —1 — 3i und Ay = —1 + 3¢ und Re \; < 0.

Beispiel 4.14 Das System

1111

2 —2 2 2

=13 3 3 3 [*0
44 4

15t instabil, denn es gibt einen Eigenwerﬂ A~ 4.45087 und Re A > 0.

'Dieser Eigenwert ist numerisch approximiert. Statt numerisch vorzugehen, kann man auch das Po-
lynom p(\) = det (A — AI) ndher untersuchen. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von p und fiir
diese Matrix A gilt

p(\) = det (A — M) =--- = X* + 10A* — 200\ — 384.

Weil p(100) > 0 und p(0) = —384 < 0, sagt der Zwischenwertsatz, dass p(\) eine positive Nullstelle
besitzt.
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4.3.1

Klassifizierung in zwei Dimensionen

37

In zwei Dimensionen sind die Méglichkeiten ziemlich iibersichtlich. So iibersichtlich, dass
man sogar individuelle Namen fiir die auftretenden Flld?] hat.

-

~

stabiler Knoten
)\1, Ay € R™
Basis von Eigenvektoren

—

entarteter stabiler Knoten

Al =X R

eindimensionaler Eigenraum

G

N

N7

stabiler Strudel

: >

\

—
.

instabiler Knoten
)\1, Ay € RT
Basis von Eigenvektoren

-
/‘L\

/

Sattelpunkt

M ER X\ eRT

7

entarteter instabiler Knoten
A =)\ €ERT

eindimensionaler Eigenraum

/4

T
\_//'/
e

neutral stabiler Knoten

>\1:0,>\2<0

-

)
&

instabiler Strudel
Re)\i > O,Im)\l 7£ 0

2Fiir diese Bilder sind folgende Matrizen verwendet worden:

—4 7
11 22
7 —103
55 110

4

6 5 16 —13
11 22 49 98

’ 121 ) 13 =503
11 22 49 490

—6 —

=5 5 =2 1 =5 -2 75
11 22 3 3 49 49 11 22

’ 10 -6 |- 2 1 ’ 10 =50 |~ 156 —20
11 11 3 3 49 49 55 11

e

Zentrum
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4.3.2 Geometrische Zusammenhinge

Das Gleichungssystem

2'(t) = A z(t) (4.4)
mit A € M™*"(R) gibt eine Beziehung zwischen Position und Richtung einer Losungskur-
ve. Fiir n = 2 gilt:

Eine Losung von hat an der Stelle ( il ) die Richtung A ( il >
2 2

Das erlaubt es uns Losungen zu skizzieren, ohne das System explizit zu 16sen, indem

wir den Vektoren im Vektorfeld A ( il ) ‘folgen’.
2

Formal gesprochen ist ein zweidimensionales Vektorfeld eine Abbildung von R? nach
R2. Es lasst sich darstellen, indem man mehrere Punkte in der Ebene nimmt und in
jedem Punkt einen Pfeil einzeichnet mit der durch das Vektorfeld angegebenen Grofle
und Richtung. Man denke an die Wettervorhersage fiir den Wind.

2 1
Beispiel 4.15 Fir 2/(t) = ( $8 >x(t) hat man:
3 6
xS R Y A/
N Y I A - v ]
N Y I Y A -~ #
D A e -~ ‘

Jolfr N -

'

Die Eigenwerte sind 1 und % und mit den zugehorigen Eigenvektoren findet man die
allgemeine Léosung des Systems:

x(t) = clet ( ; > + CQe%t ( _11 ) mit ¢; € R.

Nach Anfangswert x(0) gelost wird die Lisung:

s=eo(t(11))s0=(3 ) (5 2) (5 _11)1m<0>(§§f+

Beispiel 4.16

wl-w N
DD =

|
|

v

Vo
|

v

e
-
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Es gibt hier nur einen Figenwert: A\ = —1. Verwendet man den FEigenvektor < ; )

und einen generalisierten Figenvektor ( _03 >, wird die allgemeine Losung des Systems:

- (3) oo ((4) (1))

Nach Anfangswert x(0) geldst wird die Losung:
11 _ -1
-3 - (3 Bl 2)) (3 4) -
—t —t -1 —t 4 24—t _ 1=t _ 24 (1l —t __ 3 —t
- <; *03) (eo p (1 g ) “0)‘(6 ;fje 4 (giffe sr“i)e )>x(0).

Beispiel 4.17

o
\
o

AN

- . S » AS

¥’
4
P
’
14
'
1
14

NN

~ |

/
/
’
’
7
'
|
'
v
'
\

)

Auch hier kann man die Losungen mit Eigenvektoren schreiben aber die sind dann in
komplexer Form:

. 14 3; . 1_ 3
x(t):cle”( 54152 > —1—026_“( 5 152) mit ¢; € C.

So eine Losung ist reell genau dann, wenn c¢; = ¢3. Setzt man ¢; = a + b und co = a — ib

mit a,b € R, findet man die reellen Lisungen und es erscheinen Termen mit cost und
sint. Man erinnere sich, dass e = cost + isint.

Die Losungen des Systems sind:

1 — 24
:L‘(t) _ < cost5—|— 3smt 3smt )x(O)

gsint cost—%sint

Bemerkung 4.17.1 In diesen Bildern erkennt man auch die lineare Figenschaft dieser
Systeme. Wenn x : R — R? eine Lésung ist, dann ist fir jedes ¢ € R auch & : R —
R? mit 7(t) = cx(t) eine Lisung. Fiir das zugehdirige Vektorfeld bedeutet das, dass die
Vektoren die auf einer geraden Linie durch den Ursprung liegen, parallel sind. Genauer

gesagt: an der gleichen Seite zeigen sie in die gleiche Richtung; gegeniiber liegend in die
entgegengesetzte Richtung.
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4.4 Linear, hohere Ordnung, konstante Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichung hoéherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
man auch auf diese Art angehen. Sei f € C'(R) und betrachte

2™ () = ay ™ V() + aox™ D () 4+ - + ap_12'(t) + anx(t) + f(1). (4.5)

Dann setzt man y;(t) = 20~ (¢) fiir i = 1,...,n und findet

y'(t) = Ay(t) + g(t) (4.6)
mit
0 1 0 0
0
0 0 1 0
0 0 0o . : 0
A= _ . . . ' und ¢(t) = : : (4.7)
0O - -+ 0 0 1 0
f(@)
Ay Qp_1 -+ Q3 QA QG

Fiir jeden Eigenwert A von A gilt det (A — AI) = 0 und das wird jetzt bei der Entwicklung
der Determinante nach der letzte Zeile zu

(g — NN a2 +as\" P+ ap A a, =0,

anders gesagt:
A= N N T as N T 4 A\ + Gy, (4.8)

Definition 4.18 Man nennt (@ die charakteristische Gleichung fir .

Lemma 4.19 Seia; € C und sei A € M™"(C) wie in {4.7). Jeder Eigenwert von A hat
geometrische Vielfachheit gleich 1.

Beweis. Wenn \ ein Eigenwert ist, dann gilt fiir dazugehoérende Eigenvektoren ¢

A 1 0 -0 - 0 .
. 1

0o —-Xx 1 04 0

0 0 =X . : N 0

0 v i 0 —X\ 1 Pn-1 0

Pn 0

Ap  Qp_1 -+ Qa3 Qg a]— A

Es folgt, dass
Pn = /\Sﬁn—l - )‘2§0n—2 == )\n—1<p17

also hochstens ein unabhéngiger Eigenvektor. [ ]

Theorem 4.20 Seia; € C und sei A € M™"(C) wie in ({{.7). Nehme an, {\1, X2, ..., A}
sind die Figenwerte von A mit algebraischen Vielfachheiten {my,ma, ..., my}.
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e Dann ist die allgemeine Liosung der homogenen Differentialgleichung
2™ () = ay 2™V (t) + ax™D () + - F a2 (t) + anz(t) (4.9)

wie folgt:

3

i—1

x(t) = Z Cmt™ et (4.10)

i=1 m=0

e Kennt man eine Lisung T von , dann ist die allgemeine Losung von wie

folgt:
k m;—1

T(t) + Z Z Cmt™ e, (4.11)

i=1 m=0

Bemerkung 4.20.1 Um es nochmals in Worten zu sagen: diese Aussagen bedeuten, dass
man jede Léosung x schreiben kann, wie es auf der rechten Seite steht und umgekehrt; jede
Funktion, die man schreiben kann wie so eine rechte Seite, ist eine Losung.

Bemerkung 4.20.2 F' = {tmekit; 1<i<kund)<m<m; — 1} 1st ein Fundamental-
system fiir (@) F' heifst ein Fundamentalsystem, wenn es ein Basis fir den Losungsraum
15¢.

Bemerkung 4.20.3 Die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleicht n. Die Anzahl
der Konstanten in gleicht auch der Summe der algebraischen Vielfachheiten. Weil
die Funktionen t™eXt (linear) unabhingig sind, bilden die Funktionen in einen
n-dimensionalen Losungsraum.

Geht man zurick zum System (@) mit A und g wie in , dann findet man fiir jeden
Anfangswert yo genau eine Liosung. Die Ubersetzung fdr lautet: fir jedes yo € R"
hat man genau eine Losung x vom folgenden Anfangswertproblem

{ M () = ax® I (t) + agz ™D (¢) + +an 1@ (t) + anz(t) + £(2)
( )_yOa ( )_yla (0) ) 2= 1)(0):?171-

Beweis. Die Losungen y vom System (4.6) mit A und g wie in (4.7)) folgen aus Satz [3.8|
Nach Lemma [£.3] enthalten die expliziten Losungen der homogenen Gleichung nur Termen

Cm,it™eMt mit m < m; — 1. Das heifit, jede Losung der homogenen Gleichung kann man
schreiben wie auf der rechten Seite von ({.10]). Weil man eindeutig hin- und herwechseln
kann zwischen der Gleichung n-ter Ordnung fiir y und dem System erster Ordnung fiir x,
muss auch die Losung fiir x in n-dimensional sein. Weil die rechte Seite von (4.10)
genau n frei zu wéihlende Konstanten hat, ist jede Funktion auf dieser rechten Seite eine
Losung.

Die Behauptung fiir die inhomogene Gleichung folgt mit der Bemerkung, dass wenn &
und z die Gleichung erfiillen, die Funktion z = Z — Z eine Lésung von ist. m

Beispiel 4.21 Wir betrachten
2" (t) — 22" (t) + x(t) = * + 17 (4.12)

Die dazugehdrende homogene Gleichung ist o™ (t) — 22" (t) + z(t) = 0 und die Eigenwerte
findet man durch
X =23 +1=0.
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Also A =1 und A = —1 sind die Figenwerte und beide haben algebraische Vielfachheit 2
(und geometrische Vielfachheit 1). Das liefert

Thom(t) = c1e’ + cote’ + cze™ + cqte™ mit ¢; € R

als allgemeine Léosung der homogenen Differentialgleichunyg.

Fine spezielle Losung fiir findet man durch x =y, mit

Y1 (1) t 0 100 0

w(t) | 0 010 _ 0

s (1) —/0 exp 0 00 1 (t—s) 0 ds.
ya(t) 1020 1+ e

Die explizite Berechnung ist ohne C.A.SF| sehr intensiv. Man kann auch versuchen zu
raten! Wenn man Z,(t) = €*' versucht, findet man 7" (t)—2z"(t)+,(t) = (16 — 8 + 1) e**
und das passt nicht. Die Funktion x,(t) = %e% geht schon besser:

F(E) — 200(8) + (1) = ¢
Mit ein paar Polynomversuchen findet man fir x,(t) = t3 + 12t, dass x}"(t) — 2z} (t) +
1y(t) = 3. Die schone Linearititseigenschaft liefert

z(t) = Zpom(t) + xa(t) + xp(t) =

= 24(t) + 2(t) + cre’ + cote’ + cze”! + cute™ mit ¢; € R,
als allgemeine Léosung fiir .
Beispiel 4.22 Wir betrachten
" (t) — 22" (t) + x(t) = €. (4.13)

Alles verliuft fast so wie vorher. Bloss fiir eine spezielle Lisung der Form cet besteht keine
Hoffnung, weil €' schon eine Lisung der homogenen Gleichung ist. Sogar te' liefert 0 an
der rechten Seite. Man hat dann aber Erfolg beim Versuch mit ct®et:

:L’/m(t) o 21,//@) +a(t) =c (t2 48t + 12) el — 9 (t2 + At + 2) et + ct2et = 9cet.

Man nehme ¢ = §. Die allgemeine Losung ist x(t) = st*e’ + cie’ + cate! + cge™" + cqte™
mit ¢; € R.

Algorithmus 4.23 [Raten statt Rechnen bei linearen Dgl.] Fiir eine speziel-
le Loésung von

™ (t) + alx(”_l)(t) + ot a2 (8) + an(H)x(t) = f(1).

bei besonderen f.
Wenn f keine Losung der homogenen Gleichung ist:

Sei f=... , dann versuche man fiir z =...
tm 22121 thk
et cet
sin (yt) ¢ sin () + o cos (1)
cos (7t) ¢ sin (t) + o cos (1)
tment S, cxther

3C.A.S. = Computer Algebra System. Gemeint ist Software wie Maple oder Mathematica, wo alle
rechnerische Tricks programmiert sind, um zum Beispiel eine Stammfunktion zu finden.
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Wenn f eine Ldsung der homogenen Gleichung ist, versuche man t"'%(f), bei dem
man jetzt I aus der rechten Seite der Tabelle nimmt und m; € N* geschickt

wahlt.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 5

Approximationen

5.1 Approximation einer Lésung

Wir werden in diesem Kapitel einige Moglichkeiten vorstellen, wie man eine Losung einer
Differentialgleichung approximieren kann. Um es nicht unnotig kompliziert zu machen,
werden wir eine Gleichung erster Ordnung

y'(x) = [ (2, y(x))

betrachten und nicht gleich ein System von Gleichungen erster Ordnung. Wenn man genau
hinschaut, sollte man bemerken, dass dieser allgemeinere Fall genau so lauft.

Approximationen sind nicht nur niitzlich um eine Losung zu approximieren. Wenn
man eine Folge von Approximationen {y,},.y hat, die auf irgendeine passende Art eine
Cauchy-Folge von Funktionen bilden, kann man hoffen, dass diese Cauchy-Folge sogar
konvergiert. Wenn ¥, — . auf irgendeine Art, dann hétte man mit der Funktion y..
einen guten Kandidaten fiir eine Losung. Genau diesen Vorgang werden wir detailliert
darstellen, um die Existenz einer Losung nachzuweisen.

5.1.1 Numerische Methoden zur Approximation

Wir betrachten das Anfangswertproblem

{ y'(x) = f(,y(x)),

y(aco) = Yo,

und geben einige numerische Moglichkeiten um die Losung einer Differentialgleichung zu
approximieren. Angenommen wird, dass f und gy gegeben sind. Die Funktion z — y(x)
wird gesucht.

Algorithmus 5.1 [Eulersches Polygonzugverfahren in Vorwartsrichtung]
Man nehme A > 0 eine kleine Zahl und setze x, = xg + nh. Man definiere
iterativ:
Yns1 =Yn+h f(zp,y,) fir neN.

45
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Bemerkung 5.1.1 Hier steht nichts anderes als

w = £ (20, )

Der Ausdruck an der linken Seite ist eine Approximation der Ableitung.

Algorithmus 5.2 [Eulersches Polygonzugverfahren in Riickwdrtsrichtung]
Man nehme h > (0 eine kleine Zahl und setze x, = x¢ + nh. Man 1lése y,11
iterativ aus der Gleichung:

Ynt1 = Yn + h f ($n+1,yn+1) fir n € N.

In beiden Fillen definiert man die approximative Losung ¢ in zwischenliegende Stellen
durch lineare Interpolation:

- -z ..
() = ———Ypp1 + ———y, fiir x € (T, Tpy1) -
Tn1 — Tn Tp+1 — Tn

Daher auch der Name ,,Polygonzugverfahren”.

Bemerkung 5.2.1 Das vorwirts gerichtete Verfahren ist einfacher, da es explizit ist.
Fiir die Riickwdrtsrichtung muss man in jedem Schritt y,.1 implizit lsen. Leider ist die
Vorwdrtsrichtung instabiler.

Bemerkung 5.2.2 Cauchy hat wesentlich zum mathematischen Verstindnis dieses Po-
lygonzugverfahrens beigetragen und darum wird dieses Verfahren oft auch Euler-Cauchy-
Verfahren genannt.

Bemerkung 5.2.3 Beide Fulersche Polygonzugverfahren sind Einschrittverfahren. Das
erste ist ein explizites, das zweite ein implizites Verfahren. Man kann sich selber davon
tiberzeugen, dass

Yn+1 = Yn + h (%f (:Enayn) + %f (xn-‘rl?yn-i-l))

Tp + Ty n + YUn
yn+1:yn+hf( oY y+1>

oder

2 ’ 2
eine Losung besser approximieren konnte. Beide Vorschlige wdren implizit. Statt dessen

kann man auch Mehrschrittverfahren anwenden. Zum Beispiel das Zweischritt-Adams-
Bashforth-Verfahren:

Yntl = Yn T N (%f (xmyn> - %f (In—la yn—l)) .

Ein Verfahren, das bekannt ist fiir seine gute Konvergenz, ist das vierstufige Runga-Kutta-

Verfahren:

yffll =y +h f(zn,yn),

2
v =yu+h f

3)

< M
2
Ynt1 = Yn + h f <% Ty + lﬁ—i—l %(yn + yfmll)) )

% Ty + x”H—l %(yn + yn+1)> )

4
3/78421 =Y +hf $n+lyy7(z—|)—1> ;

1 2 3 4
Ynt1 = %92421 + %3/2421 + %97(1421 + %ygll'
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Abbildung 5.1: Links Approzimationen mit beiden Eulerschen Verfahren fiir Beispiel[5.5;
rechts Runga-Kutta. In beiden Fallen: h = 0.1. Die Punkten stellen die diskrete Approxi-
mationen dar. Der Polygonzug entsteht wenn man sie verbindet.

Bemerkung 5.2.4 Wie schnell ein solches Verfahren zu einer echten Losung konvergiert,
hingt ab von der Regularitit der rechten Seite f und von der Grifie ihrer Ableitungen.
Grob gesagt macht Euler-Vorwdrts in jedem Schritt einen Fehler der Grifenordnung h?.
Weil man in einem festen Intervall 1/h Schritte braucht, bekommt man bei diesem Ver-
fahren einen Fehler von Ordnung h. Runga-Kutta macht fir geniigend glatte f in jedem
Schritt einen Fehler der Grifenordnung h°. Auf einem festen Intervall hat der Fehler
Gréfenordnung h*.

Beispiel 5.3 Wir betrachten das folgende Anfangswertprobleni

{ y'(z) = 2 + y(z)?,
y(0) = 0.

!Die Differentialgleichung y'(x) = 22 + y(z)? ist einer der
einfachsten, die man nicht mit elementaren Standardfunktio-
nen losen kann. Jacob Bernoulli (1654-1705) hat sich schon Hicolaus
mit dieser Gleichung beschéftigt. 1623-1708

The Bernoulli family

Es gibt iibrigens 8 Bernoullis in der Mathematik. Dieser Jacob, T T 1

: : s Jacob Micolaus Johann
auch Jacob I genannt, ist der bekannteste und ist derjenige 16541705  1662-1716  1667-1748

nach dem die Differentialgleichung benannt worden ist. Mehr
dazu finden Sie in Micolaus( 1)
. . . 1687-1759
The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/
wo auch das Bild des Stammbaums rechts entnommen worden
Nicolaus (11} Daniel Johann {11}

ist. Euler (1707-1783) hat studiert bei Johann Bernoulli und

. . . 1695-1726 1700-1782 1710-1790
war befreundet mit Daniel Bernoulli. |

Johann {111} Daniel{l1} Jacob (11
1744-1507 1751-1834 1759-1789


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/
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Wenn wir h = .2 nehmen und die beiden Eulerschen Verfahren als auch das Runga-
Kutta Verfahren verwenden, bekommen wir die Bilder in Abbildung [5.1. Obwohl diese
Differentialgleichung nicht zu den Standardtypen gehdort, gibt es eine explizite Losung mit
Hilfe der Bessel-Funktionen. Auch diese Ldosung ist eingezeichnet:

o (U3 (3a%) - T 5 (3%)

27, (32?) T

y(z) =

J, ist die Bessel-Funktior] der ersten Sorte mit Index v. Die Funktion y hat ein Asymptot
bei x ~ 2.00315.

5.1.2 Analytische Methoden zur Approximation
Potenzreihen

Wenn die Funktion (z,y) — f (x,y) in dem Anfangswertproblem

dann kann man auch die Losung als eine Potenzreihe darstellen:

o0

y(@) =3 (o — 20)". (5.1)

k=0

Diese Methode wurde von Euler in seinem Lehrbuch aus 1768 schon vorgestellt. Cauchy
war derjenige, der bemerkte, dass nicht alle Funktionen als Reihe darstellbar sind. Der
erste Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen wird Cauchy zugeschrieben. Er
zeigte, dass die Eulerschen Polygonziige fiir h | 0 zu einer Losung des Anfangswertpro-
blems konvergieren. Ubrigens hat er auch mit diesem Reihenansatz lokaler Existenz fiir
Anfangswertprobleme mit obigen Bedingungen beweisen kénnen.

Beispiel 5.4 Wir betrachten wiederum das folgende Anfangswertproblem:

{ y' () = 2% + y(z)*,
y(0) = 0.

2], ist die Bessel-Funktion der ersten Art von Index v.
Sie ist definiert fiir v ¢ {—1,—-2,...} durch

i - (—1)k ANGEL
Ju(t)—glm<2> |

I':R\{0,—-1,-2,...} — R ist die Gamma-Funktion. Sie ist definiert fiir s & {0,—1,—-2,...} durch

I(s) = / e tt57dt falls s > 0,
0

und weiter iterativ durch I'(s + 1) = sI'(s) fiir s & {0,—1,—-2,...}. Es gilt T'(k 4+ 1) = k! fiir k € N.
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Wenn wir eine Losung der Form haben mit xo = 0, dann gilt

00 9] 2 0 k—1
Z (k+ 1) ypaa® = 2 + (Z ykxk) =z’ + Z (Z yiyk—i> A
k= k=1 k=2

0 =1

Es folgt
41
y1=20 = y=0 —
2y2 =0 = Yo = 0 r
3ys =1+ i = =3 I
dys = 2y1y2 = ya=0 I
5Ys = 2y1ys + 43 = ;=0 3
6Ys = 2y1Y4 + 2Y2y3 = Yy =0 I
Tyr = 251Ys + 2y2ys + U3 = Y=g *
8ys = 2y1Y6 + 225 + 2Y3Ya = ys=0 i
Yo = 217 + 2y2y6 + 2y3Ys + Y3 = =0 2¢
10y10 = 2y1ys + 2y2y7 + 2y3Ys + 2yays = y10=0 I
1y = 2u1yo + 202ys + 2ysy7 + 2046 + Y3 = Y11 = 35513
Man findet 1
1 4 I 2 5 13 15 I
Y(@) = 30+ G o0mg ™ T aisagst T |
0

05 10 15 20
Abbildung 5.2: Links die Berechnung und rechts Skizzen des approximierenden Polynoms
von Grad 15 und der echten Ldsung.

Picard-Iteration

Statt das Anfangswertproblem

Y (r) = f(z,y(x)),
{ y(o) = Yo, (5:2)

zu betrachten, kann man auch versuchen eine Losung zu finden von
va) =w+ [ Flsyo)ds (53)
zo

Lemma 5.5 Seien f : [a,b] X [v,0] — R und y : [a,b] — [v, 0] stetige Funktionen mit
xo € (a,b). Dann sind dquivalent:

o y ist differenzierbar und erfillt das Anfangswertproblem .

e y erfillt die Integralidentitdt .

Beweis. (=) Es gilt

) = olao) = | vis = [ :f (5, 9(s)) ds.
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(<) Wenn z +— y(z) und (z,y) — f (z,y) stetig sind, ist auch x — f (z,y(z)) stetig
und die rechte Seite von ([5.3) ist stetig differenzierbar. Das heifit x — y(x) ist stetig

differenzierbar und
(yo+/ 7 (5,05 ) — (o yl@).

Algorithmus 5.6 [Picard Iteration]
Man definiere eine Funktionenfolge {y},.y mittels

yo(x) = Yo
Ynt1(T) = Yo + f;; f(s,yn(s)) ds.

Beispiel 5.7 Wiederum betrachten wir das Anfangswertproblem:

{ Y (z) = 2%+ y(x)?,
y(0) = 0.

Die Integralgleichung wird

Wir finden

= [y ($*+ (%53 + 5= 7)2> ds =

_ 1.3, 1 11 15
=32+ 35 :1: +2079x +59535x

Man vergleiche mit Beispiel [5.4).



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 6

Lokale Existenz einer Losung

6.1 Fixpunkte

Die Approximationsvorgéange aus der letzten Woche haben alle die folgende Form:

® 1 ist eine verniinftig gewéhlte Startfunktion;

® Y11 =T (y,) mit T einer Abbildung, die aus einer bekannten Funktion y,, eine neue
Funktion y,,.1 konstruiert.

Man hofft dabei, dass man yg so gewéhlt hat und der Operator T' so konstruiert ist,
dass die Funktionenfolge konvergiert. Wenn y,, — 3., und 7T stetig ist, dann sollte gelten,
dass

Yoo = lim Yy = lim T (y,) =T ( lim yn) =T (Yoo)-

Im Fall, dass man g, als konstante Funktion z +— 3o nimmt und der Operator T" wie folgt
definiert wird,

T (4) (£) = vo + / " f (s,y(s)) ds,

wiirde Lemma [5.5 uns eine Losung des Anfangswertproblems bringen wenn wir eine stetige
Funktion y,, hétten mit yoo = T'(Yoo). Man nennt y,, einen Fixpunkt von 7.

6.1.1 Wiederholung

Bevor wir genaue Sétze formulieren kénnen, miissen wir das mathematische Werkzeug
bereitlegen.

Definition 6.1 FEin Vektorraum (V,+,.) iber R (oder C) ist eine Menge mit einer Ad-
dition und mit einer Multiplikation mit Skalaren, die folgende Figenschaften hat:

1. 'V st geschlossen: aus v,w € V und c1,co € R folgt crv + cow € V';

2. (V,+) ist eine Abelsche Gruppe.

ol
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3. Die Multiplikation erfillt: ¢ (v+w) = cv + cw, (c1 + c2)v = 10 + ¢, (c162) v =
c1 (cqv) und 1v = v fir alle ¢,c,c0 € R und v,w € V.

Definition 6.2 Ein normierter Vektorraum (V,+,.,||-||) tber R ist ein Vektorraum mit
einer Norm ||-||. Fine Norm ist eine Abbildung von V' nach [0,00) mit folgenden FEigen-
schaften:

1L.YveV:|v|=0&v=0;
2. Vee RYve V|| =|cll|v];
3. Yo,w eV i |lvo+wl| < |lv]] + [|w]l.
Definition 6.3 Sei {v,}, oy eine Folge im normierten Vektorraum (V,+,.,[-|).
o {vn},en ist eine Cauchy-Folge beziglich ||-||, wenn

Ve>03dM. e Nin,m> M, = |jv, — vyl <e.

o {v,}, o ist eine konvergente Folge beziiglich ||-||, wenn es v € V' gibt mit

Ve>03dM.eN:n> M., = |jv, —v| <e.

Bemerkung 6.3.1 Cauchy-Folgen werden auch Fundamentalfolgen genannt.

Definition 6.4 Ein normierter Vektorraum (V,+, ., ||-||) heifit Banachraum, wenn jede
Cauchy-Folge konvergent ist.

Bemerkung 6.4.1 Ein Banachraum wird auch vollstindiger normierter Vektorraum ge-
nannt.

6.1.2 Funktionenfolgen

Fiir Funktionenfolgen {f, : I — R}, _y gibt es verschiedene Konvergenztypen:
e Punktweise Konvergenz von f, zu f:

Veel,e>03n,. e Nin>n,. = |fu(z) — f(2)] <e.

o GleichmafBige Konvergenz von f,, zu f:

Ve>0dn.eNVe el :n>n. = |fu(z) — f(z)| <e.

Definition 6.5 e Cla,b] ist die Menge aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R.

o C'la,b] ist die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R, das
heifSt, f ist stetig auf |a,b], differenzierbar in (a,b) und es gibt g € C'[a,b] mit f' =g
auf (a,b).

Bemerkung 6.5.1 Definieren wir |||, durch

[flle = sup [f(x)

z€[a,b]

, (6.1)

dann wird (C'[a,b], ||-||.) ein normierter Vektorraum.
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GleichméBige Konvergenz und Konvergenz in ||-|| -Norm sind &dquivalent. Das folgt
aus die Aquivalenz folgender Aussagen :

e Ve>0dn.e NVeel:n>n. = |f.(z)— f(z)| <e,
e Ve>03dn. e NVex e lTund n > n.: |fu(z) — f(2)| <e,

e Ve >0 3dn. € NVn >n. sup|fu(x) — f(z)| <e.
zel

Lemma 6.6 Der Limes einer gleichmdj$ig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist ste-
tig.

Beweis. Sei { f,,},,cy s0 eine Funktionenfolge und sei f der Limes. GleichméBig konvergent
bedeutet: Fiir alle ¢ > 0 gibt es n; € N derart, dass fiir alle x gilt

n>n = |fu(x)— f(z)] <e.
Man henme m = ny + 1. Weil f,, stetig ist, gibt es d. mit
[z =yl <de = [fm(z) — fn(y)] <e.
Es folgt fiir |x — y| < d., dass

[f(@) = FW)| < 1f (@) = ()] + [fm(@) = fn (W) + | fin(y) — F(y)] < 3e.

Wie man von 3¢ auf ¢ kommt, sollte klar sein. [

Korollar 6.7 (C[a,b],|||..) mit ||fll., = sup |f(x)| ist ein Banachraum.

z€la,b]
Bemerkung 6.7.1 Stetige Funktionen auf kompakten Gebieten haben ein Maximum.
Darum gilt sup |f(z)| = ma)g] |f(x)].

selab] z€la

Beweis. Sei {f.},cny C C'la,b] eine Cauchy-Folge. Dann ist {f,(z)}, oy C R fiir jedes
x € [a, b] eine Cauchy-Folge. Weil R vollstiandig ist, ist diese Folge konvergent. Setzen wir
f(z) =lim, o fn(x). Weil es fiir jedes € > 0 ein n. € N gibt mit

n,m>n. = ||fo— fullo <€
folgt fiir alle = € [a, b], dass
n,m>n. = |fu(x) — f(2)| <,
und auch, wenn wir m — oo schicken, dass
n>n. = |fu(x)— f(x)] <e.

Dann folgt auch
n>n. = ||fn—fllo <e

Anders gesagt, f ist der Limes von f,, und das letzte Lemma liefert f € C'[a, b]. [ ]



54 Woche 6, Lokale Existenz einer Losung

6.1.3 Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Definition 6.8 Seien (V1,|-[|,) und (Va, ||-||,) zwei normierte Vektorrdume und A eine
Teilmenge von V.

o T: AC Vi — V, heifit gleichmdfsig stetig, wenn gilt

Ve>030>0:||vy —wef|; <d = [T (n1) =T (va)]l, <e.

o T': AC V) — Vs, heifit gleichmdfsig Lipschitz-stetig, wenn gilt

AL >0: ||T (v1) = T (v2)|ly < Ljva — w2y - (6.2)

Bemerkung 6.8.1 Gleichmdf$ig Lipschitz-stetige Abbildungen sind gleichmdjig stetig:
Sei e > 0 und nehme 6 = L™'e. Aus ||z —yll, < folgt |T (z) — T (y)]], <e.

Bemerkung 6.8.2 Oft nennt man gleichmdf$ig Lipschitz-stetige Funktionen oder Funk-
tionale einfach nur Lipschitz-stetig. Wir sagen T erfillt die Lipschitz- Bedingung” auf
A, wenn T auf A gleichmdf$ig Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 6.8.3 L heifst Lipschitz- Konstante. Wenn L < 1 gilt, nennt man T eine
Kontraktion oder kontrahierende Abbildung.

6.1.4 Ein Fixpunktsatz

Theorem 6.9 (Der Fixpunktsatz von Banach) Sei A eine nichtleere, abgeschlosse-
ne Menge eines Banachraums (V) |-]|). Sei T : A — V eine Kontraktion mit T (A) C A.

e Dann hat die Gleichung T (v) = v genau eine Lisung v in A.

o Fir jedes vg € A konvergiert die Folge {v,}, .y mit vn1 = T (vs) nach 0. Es gilt

sogar, dass

.y I < v |
Un — Un =

—L A

wobei L < 1 die Lipschitz-Konstante fir T auf A ist

o =l < - o0 = wall,

Beweis. Man betrachtet die obige Folge und bemerkt, dass mit Induktion fiir jede vy € A
folgt, dass v, € A fiir alle n € N. Auflerdem hat man

lon = st = 17 (War) = T @)l < L l[os — vl
und es folgt auch hier mit Induktion fiir m > n, dass

[om = Vg |l < L™ Jon — vpaa || -
Man hat aulerdem, dass

”Un - Um” - ||Un — Un+1 + Un+1 — Un+2 + -+ Um—1 — Um” S
< e = vngall + Jvnt1 = Vngall + -+ + [[Um—1 — vm]| <
<S(A+L+L+ 4 L") [y — v || <

n

|V = Vpga|] < |lvo — 1]l

<
~1-L 1—-L
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Das bedeutet: {v,},y ist eine Cauchy-Folge. Weil V' ein Banachraum ist, ist {v,}, oy
sogar konvergent: es gibt 0 € V mit |jv, — 0|| — 0. Weil A abgeschlossen ist, gilt 0 =
lim,, . v, € A. Auch hat man

lon — || = |lon = lim va — lim o, — v <
m—0o0 m—oQ

n

1-L

< |V — Vpga]] < [vo — v

1—L
Diese Losung v ist eindeutig, denn wenn auch ¢ ein Fixpunkt in A wére, folgt
[0 — ol =T (0) =T (@) < L|[o— o

und ||o — 0[] = 0. u

6.2 Existenz nach Picard-Lindelof

Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem

y'(z) = f(z,y(z)),
{ g (6.3)

(z0) = Yo.
Bedingung 6.10 Nehmen wir an yy € (a,b) und:
1. f:[zo, 1] X [a,b] — R ist stetig;

2. f erfillt die Lipschitz-Bedingung: es gibt L € R derart, dass fir alle x € [xg, z1] und
Y,z € [a,b] gilt
f (@,y) — f(z,2)| < Ly — 2| (6.4)

Wenn wir diese Annahmen machen, kénnen wir einiges folgern:
e Weil stetige Funktionen auf kompakte Gebieten beschrankt sind, gibt es M € R mit
\f (x,y)] < M fir (z,y) € [xg,x1] X [a,b]. (6.5)

Fiir eine mogliche Losung der Differentialgleichung bedeutet dies, dass —M <
y'(z) < M und somit auch, dass

Yo — M (x — x0) < y(x) <yo+ M (z — x0) (6.6)
jedenfalls wenn y(z) € [a,b] und = € [zg, 1] gilt. Sehe Abbildung [6.1]
o Weil yy € (a,b) gibt es h > 0 derartig, dass [yo — h,yo + k| C [a, b].
e Es gibt & € (x¢, 1) derartig, dass
M (Z —x9) < hund L(Z—xz9) < 1. (6.7)

Diese erste Ungleichung sorgt dafiir, dass fiir = € [zg, Z] der Kegel in innerhalb
des Rechtecks [xg, z1] X [a, b] bleibt. Die zweite Ungleichung braucht man im Beweis
des néchsten Theorems.
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(XOyyO)'
1
1
1
1
al - T .....
Xo X X1

Abbildung 6.1: Durch die Begrenzung mit M wverliuft jede Funktion aus der Picard-
Iteration im grinen Kegel.

Um den Fixpunktsatz anzuwenden, nehmen wir als Banachraum (C' [z, 7], ||.|| ) und
betrachten
K ={y € Clao,; ly — ol < h}.

Theorem 6.11 (Lokale Existenz nach Picard-Lindel6f) Wenn f Bedingung|0.1( er-
fullt, hat genau eine Losung y € K und y € C [x, T].

Bemerkung 6.11.1 Wenn man dieses Ergebnis weniger technisch formulieren mdéchte,
kann man das wie folgt machen:

Sei f eine Funktion, die stetig ist in einer Umgebung von (xq,yo) und in dieser Umge-
bung die Lipschitz-Bedingung erfillt. Dann gibt es £ > xg und genau eine Funktion
y € C'[xg, 7] welche das Anfangswertproblem lost.

Bemerkung 6.11.2 Man kann dieses Ergebnis auch anwenden um eine Ldsung y €
C &, 3] mit & < xg 2u finden. Weil die linke Ableitung in xo von dieser Ldsung gleich
der rechten Ableitung von y € C* [xg, T] ist, kann man sogar sagen, dass man eine Lisung
y € C* |2, ] hat mit xy € (&, 7).

Beweis. Sei T' die Picard-Iteration fiir das Anfangswertproblem (6.3]): Das heifit:

(T () (&) = o + / " f (s,y(s)) ds. (6.8)

1. T(K) C C[xg,Z]. Weil f wohldefiniert und stetig ist auf [z, Z] X [a, b] ist auch Ty
stetig.

2. T auf K ist beschréankt: Wegen (6.5) und (6.4)) folgt fiir x € [zo,Z] und y € K, dass

(T () () = %ol = <

| futonds
g/x|f(s,y(s))]ds§/des:M(:c—xo). (6.9)

Man findet mit (6.7) fiir x € [z, Z]:
h < (T () @) =y < b
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Das heifit
ye K = [[T(y) —wllo <h

und es folgt, dass 7' (K) C K.

3. T : K — K ist eine Kontraktion: Seien y, z € K dann gilt

(T (y)) (z) = (T'(2)) (=) =

/m(fwdxﬂ)—f(&zwﬁ)ﬁ;ﬁ

zo

sxu@mm—ﬂammws/ﬁw@—awws

o

< [ Lly=sllads <L @ a0)ly -2l

0

Weil ¢ := L (T — ) < 1 folgt, dass
1T (y) =T ()l < clly =2l -

4. Weil K eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge des Banachraums C' [z, 7] ist, folgt
aus dem Fixpunktsatz von Banach, dass es genau einen Fixpunkt ¢ von 7" in K gibt.

5. Weil ¢ stetig ist, gilt z — f(z,9(x)) € C [x, 7] und
oo g@) =0+ [ F(s,3(6))ds € C* a3
o
Lemma besagt, dass g sogar eine Losung des Anfangswertproblems ist. ]

Bemerkung 6.11.3 Das wesentlichste im Beweis ist, dass die Lipschitz-Bedingung, wel-
che wir annehmen fir die Funktion f : [xg,21] X [a,b] — R,

| (z,u) = f(z,0)] < Lfu—wvl,

dafir sorgt, dass der Operator T : K C C'|xo,Z] — K eine Kontraktion ist fir | — xo
gentigend klein: Es gibt ¢ < 1 mit

IT (1) = T (y)|| < cllyn — v2l| -

Wir werden spdtestens beim Existenzsatz von Peano sehen, dass diese Bedingung nicht
notwendig ist fir die Fxistenz einer Lésung. Sie macht den Beweis von Picard-Lindelof
aber wesentlich einfacher als den zum Satz von Peano.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 7

Globale Existenz einer Losung

7.1 Von lokal zu global
Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem

{ y'(@) = [ (z.y(x)), (7.1)

y(xo) = Yo.

Eine erste Erweiterung der lokalen Existenz bekommt man, wenn f die folgenden
Bedingungen erfiillt:

Theorem 7.1 Sei (x1,x2) 3 xo und (y1,Y2) D Yo und setze R = [x1,xs] X [y1, y2|. Nehme
an f: R — R erfillt (Bedingung[6.10):

o f ist stetig auf R;
o f erfillt die Lipschitz-Bedingung: es gibt L > 0 mit
f (2.0) = f (2,0)] < Llu—o| fiir alle (z,u),(z,0) € R.

Dann gibt es ein mazimales Interval [x_, x| C [x1,x2] mit g € (x_, x4 ), und genau
eine Losung y : [x_, x4 | — [y1, ya]. Auflerdem gilt

1. ye Ol o, xy];

2. y(xy) = ys oder xy = xo;

3. y(x_) =y oder x_ = x1.

Beweis. Aus der lokalen Existenz (Theorem folgt, dass es & > z( gibt und eine
y € C'[xg, 7], welche die Differentialgleichung erfiillt.

Wenn (z,7) := (Z,y (%)) € OR gilt, sind wir fertig. Wenn (z, ) € R° gilt, dann kénnen
wir erneut ein Randwertproblem betrachten, ndmlich
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Yo -

Vi

Abbildung 7.1: Eine Losung kann nur am Rand aufhoren.

und finden aus der lokalen Existenz, dass es 7, > & gibt und eine Losung y, € C* |7, T,
welche diese Gleichung erfiillt. Fiir u € C! [, Z,] gilt lifp o (z) = u,(Z) und weil f und y

stetig sind, finden wir
Yor (&) = limy, (z) = lim f (2, ya(@)) = [ (%, 4(2)) = [ (& ().

Ebenso
Ye(7) = lim y (v) = lin f (z,y(zx)) = f(T,y(7))

und y, setzt y stetig differenzierbar fort und liefert eine Losung y € C![zg, Z,]. In 7,
kénnen wir erneut schauen wo sich (Z,,y (Z,)) befindet: innerhalb R° oder auf dem Rand

OR.

Wenn diese Stelle sich jedesmal im Innern befindet, gibt es eine wachsende Folge
T; mit Z; | Zo und eine Losung y € Cl[zg, 7o) mit To, € [71, 7] maximal. Weil f
beschréankt ist auf R, ist 3’ beschrinkt auf R° und existiert lTign y(x). Dann existiert
lTi[n y'(z) = lTim f (z,y(x)) und es folgt, dass man y fortsetzen kann zu y € C" [xg, Too)-

Wenn (Zoo, ¥ (T0)) € OR gilt, sind wir fertig. Wenn (Zo, ¥ (Zs)) € R° gilt, wére T, nicht
maximal.

Ahnlich kénnen wir mit der lokalen Existenz eine Losung y € C' (2, x] fiir & < g
finden. Wie oben findet man, dass man links und rechts verbinden kann zu einer Losung
y e Cz, 1. ]

Theorem 7.2 (Globale Existenz) Sei Q C R? offen und (z9,y0) € Q. Nehme an,
f Q2 — R st stetig und erfillt die Lipschitz- Bedingung
dLo > 0:|f (z,11) — f(z,y2)| < Lalys — yo| fir alle (z,11), (z,y2) € Q.
Dann gibt es ein mazimales (offenes) Intervall I = (x_,x,) mit
—0 <z <z <7y < H00,
und genau eine Lisungy: I — R von mit (z,y (z)) € Q fir x € I. Auflerdem gilt
1. yeC'(I),

2. x_ = —o00 oder lim (x,y(z)) € 0Q oder I}m |ly(x)|| = oo, und

rlr_



7.1 Von lokal zu global 61

3. x4 =00 oder l%m (x,y(x)) € 02 oder l%m |ly(x)|| = oc.
zlzy Tz

Bemerkung 7.2.1 FEs kann sein, das die Losung sogar definiert ist bis in x_ oder x. .

Die Aussage ist, dass es kein grifieres offenes Existenzintervall gibt. Wenn f auch aufler-

halb des Gebietes 2 definiert ist, kann man maoglicherweise eine Losung auflerhalb von €2

fortsetzen. Selbsverstindlich kann man ohne Annahmen keine Aussage machen wie eine

solche Erweiterung sich benehmen wiirde.

Beweis. Aus Theorem folgt, dass die Losung in jedem Rechteck innerhalb 2 mindes-
tens bis zum Rand des Rechtecks fortzusetzen ist. Weil (2 als offenes Gebiet aufzufiillen
ist mit Rechtecken, folgt lim,,, (z,y(x)) € OS2 u

Wenn die Funktion f auch auf einem Teil des Randes von (2 definiert ist, aber nur
auf kompakten Teilmengen von €2 die Lipschitz-Bedingung erfiillt, kann es sein, dass man
die Losung auf dem Rand 02 fortsetzen kann. Wenn f da nicht Lipschitz ist, kann man
die Eindeutigkeit dort verlieren. Es kann also passieren, dass man lokal eine eindeutige
Losung hat, die global nicht eindeutig ist. In Beispiel [7.4] geschieht genau dies.

Beispiel 7.3 Die rechte Seite des Anfangswertproblems
! ) = 1 ;
{ y( ) 5—:v2—y(:v)2 (72)

ist definiert fir £ + y*> < 5. Auf jede Kreisscheibe innerhalb, B,(0,0) mit r < /5, ist f
stetig und a% f (z,y) beschrinkt. Das bedeutet, dass das Anfangswertproblem genau eine

Lésung hat, welche bis zum Rand 0B,(0,0) fortsetzbar ist. Weil solches fir jedes r < NG
gilt, existiert die Losung bis sie den Rand 0B /(0,0) erreicht.

Abbildung 7.2: Skizze zu der Lisung aus Beispiel [7.3. Im roten Gebiet ist die Differenti-
algleichung nicht definiert. Die Lésung existiert bis zum Rand.

Beispiel 7.4 Beim Randwertproblem
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Abbildung 7.3: Skizzen zu einigen der Losungen aus Beispiel [7.4. Auch auf dem Rand
existieren Losungen sind da aber nicht mehr eindeutig.

hat es lokal eine eindeutige Losung, ndmlich y : (1,00) — R definiert durch

y(@) =5 («* - 1)°

Die Funktion (x,y) — x\/y ist gleichmdflig Lipschitz auf (—M,M) x (g,00) fir alle
e, M € R*. Innerhalb jedes Rechtecks (—M, M) X (g,00) sagt auch Theorem dass es
genau eine Losung hat.
Betrachten wir (—M, M) x [0, 00), dann gibt es mehrere Lisungen. Fir ¢ > 0 sind alle
Funktionen y. : R — R Losung des Randwertproblems, welche definiert sind durch
L@ =1 fira>1,
ye (x) = 0 fir —c<z <1,

= (2% — A2 firz < —c.
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7.2 Das Lemma von Gronwall

Um prézisere Abschétzungen fiir eine Losung und deren Existenzintervall zu bekommen,
ist die folgende Ungleichung sehr niitzlich.

Lemma 7.5 (Die Ungleichung von Grénwall) Seien y,a,( : [z9,71] — R stetige
Funktionion mit 3 > 0. Wenn

/ B(s)y(s) ds fir alle s € [xo, x1],

dann gilt

/ B(s)u(s)els PO%ds fir alle s € [xg, 1] -
Bemerkung 7.5.1 Wenn y(x) ) + f s)ds dann findet man, dass y sogar
differenzierbar ist und dass y dze lmeare Dzﬁferentzalglezchung y'(x) = d(x) + B(x)y(x)
erfillt. Die Funktion y(x) )+ f s)els Pt ds st eine Lisung.

Beweis. Man definiere

o= [ s as oo (- [ ).

Dann ist u differenzierbar und es gilt weil 3 > 0, dass

u'(z) = ( / B(s ds) exp( /xjﬁ(t)dt>§
Ba)aa)exp ( - /ﬂ ).

Man integriere und findet

(o) = ule) =) < [ 55)a(s)exp (-] :ﬁ(t)dt> s

Wenn wir nun wieder y benutzen, folgt

exp( / B(s )/ B(s dsg/xjﬁ(s)a(s)exp (—/x:ﬂ(t)dt) ds

und anders dargestellt:

/x Bs)y(s) ds < / B(s)a(s) exp ( / ) ﬁ(t)dt) ds

Zusammen mit nochmals der Annahme folgt das Ergebnis. [ ]

IN

Korollar 7.6 Sei f : [xg,z1] X [y1,y2] — R stetig und derart, dass yo € (y1,y2). Nehme
auferdem an

1. es gibt Lo > 0 derart, dass fir alle (z,u), (z,v) € [xo,z1] X [y1,y1] gilt

|f(x,u)—f(x,v)\ SLQW—U”
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2. und es gibt M > 0 derart, dass fir alle x € [xo,x1] gilt

Nehme an y : [z, 1] — R ist eine stetige Funktion mit y(z) € [y1,y2] fiir alle
x € [xo,21]. Wenn

va) =+ [ flsylo)ds
zo
dann gilt
M La(x—x0) -
ly(x) — yo <—(eQ 0—1) fiir Lo > 0.

Beweis. Es gilt

ly(@) — ol = < / *(Laly(s) — ol + 1f (5,90)]) ds <

Zo

/x :f<s,y<s>>ds

< M(z—z0)+ / Lo ly(s) — ol ds.

o

Fiir Lg > 0 folgt mit der Ungleichung von Gronwall, dass

ly(x) —yo| < M (x—z0)+ LQ/ M (5 — xq) elol@=)ds =
zo

— L%Q (eLQ(wsz'Q) _ 1) )

Fir Lo = 0 folgt |y(z) — yo| < M (z — x0). u

Das Ergebnis liegt sehr nah bei dem was wir in Paragraph schon bewiesen haben.
Die Vergleichssitze kann man nicht geradeaus erweitern fiir vektorwertige Probleme. Mit
dem Lemma von Gronwall verschwindet dieses Problem und kann man auch ohne viel
Aufwand Systeme betrachten. Wir geben das Korollar. Fiir alle Deutlichkeit schreiben
wir ausnahmsweise vektorwertige Funktionen mit einem Vektorzusatz (!).

Korollar 7.7 Sei Q C R" offen und f : (20, 11] X Q — R" stetig und derart, dass yo € €.
Nehme auflerdem an

1. es gibt Lq > 0 derart, dass fiir alle (z, %), (x,7) € [xo, 21] x Q gilt

2. und es gibt M > 0 derart, dass fir alle x € [xg, 1] gilt

|7 @.g)|| < .

Nehme an § : [xg,x1] — R" mit g(x) € Q fir alle v € [z, x1] ist eine stetige
Funktion. Wenn

7(x) = o + / " (s, (s)) d,

dann gilt

— — M T—x -
[7(x) — ol < Io (6LQ( o) _ 1) fiir Lo > 0.
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Beweis. Man schaue sich den Beweis von Korallar [7.6] an. n

Bemerkung 7.7.1 Mit ||| ist die euklidische Norm auf R"™ gemeint. Integrale von Vek-
torwertige Funktionen werden pro Komponente definiert:

b [ 9(s) S s) ds
/ : ds = : )
@\ 9n(s) fab gn(s) ds
Man kann nun sogar Korollar fiir Systeme zeigen. Betrachte

{ z:’((ox))::ﬁj(‘;(x,ﬁ) fur x € [0, 4], (7.4)

Korollar 7.8 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei f : [0, x R" — R»
stetig und derart, dass es L > 0 gibt derart, dass

Hﬂ@@—f@@HSMW—WﬁkMe@@(@@GMﬂxw.
Seien i,y : [0, (] — R™ Lisungen von mit Anfangswerte i, o, 0 € R". Dann folgt
|0, (t) — iy (t)|| < €™ ||iluo — tpol| fiir = €[0,€]. (7.5)
Beweis. Man hat
l0) = 0) = 0) = 0) + [ (Flos)) = Flss))) s

und so folgt

[4a () — @ (1)]]

IN

Hmw—mmw+é

< 0) = @O+ L [ () o)l ds.

ﬂﬂMW—f@%@W@

Das Lemma von Gronwall liefert die gewiinschte Abschéitzung. [ ]

7.3 Differentialgleichungen mit R als Existenzinter-
vall

Lemma 7.9 Nehmen wir an xo € (x1,x2) und f ist wie folgt:
1. f:[x1,29) x R — R ist stetig und
2. f erfullt die Lipschitz-Bedingung auf [z1, ] X R:

Vo € [z1,29] Yu,v € R:|f (z,u) — f(x,v)] < L|u—1]. (7.6)

Dann hat die Losung von (1, x9] als Erxistenzintervall.
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Beweis. Nehmen wir M = max {f (z,v0);x € [x1, 23]} und

h = M max (eLQ(”’IO), eLQ(“‘”O’“l))

L

’

dann folgt fir R = [x1,22] X [yo — h,yo + h], dass fiir das maximale Existenzintervall
in R gilt x; = x5 und x_ = x7. Durch die Abschéitzung von Korollar gilt y (z) €
(yo — h,yo + h) fiir x € [x_,z,]. Aus Theorem folgt (z4,y(r4) € OR und y(xy) €
(yo — hyyo + h). =

Korollar 7.10 Wenn f : R x R — R stetig ist, und |f (z,u) — f (z,v)| < L|u —v| fir
alle x,u,v € R, dann hat die Losung von R als Existenzintervall.

Beispiel 7.11 Betrachten wir

{ d(t) =1+ +a(t)

z(0) =1

Weil (t,z) — 1+ t2 + 22 stetig ist auf R* und die Lipschitz-Bedingung auf R? erfiillt:

‘\/1—1—252—1—.7:2—\/1—1—152—1—3/2 <lzx -1y, (7.7)

—— ()
V14t + 6

qibt es genau eine Losung die existiert auf ganz R.

Wir haben fiir den Mittelwertsatz benutzt, der uns ein 0 € (x,y) gibt fir welches
die obige Gleichung erfillt ist. Man bemerke auch, dass die Funktion x +— /c+ x? fir
¢ > 1 eine durch 1 beschrinkte Ableitung hat.

_‘9

Beispiel 7.12 Betrachten wir

{ () = /1 +2 1)

z(0) = 1.

Die Funktion x — /1 + x* hat keine beschrdnkte Ableitung und man kann vermuten, dass
sie nicht gleichmdf$ig Lipschitz-stetig auf R ist. Lokal ist die Lipschitz-Bedingung erfillt
und es gibt eine Losung. Diese Ldsung konnte aber nur ein endliches Existenzintervall
besitzen.
Vergleichen wir mit
{ y'(t) = y(t)?,
y(0) =1,
dann bestdtigt sich diese Vermutung. Die Losung des letzten Anfangswertproblems ist
1 .
y(t) = T3 mit t € (—oo,1).

Mit Theorem findet man, dass x(t) > y(t) firt > 0 fir soweit beide Lisungen
existieren. Das bedeutet, dass t, < 1.
Vergleicht man x(t) firt <0 mit
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findet man x(t) < z(t) = 1+t firt <1, jedenfalls so lange x existiert. Wenn x in —2/
noch existieren wirde findet man x (—2) < —1 und wenn das gilt, konnen wir anschlieffend
vergleichen mit
{ w'(t) = ’w(t)2
) =

w (=

Weil w(t) = =% firt > =3 und limy,_3w(t) = —oo, folgt t_ > —3.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 8

Nicht-lineare und linearisierte
Systeme

8.1 Gleichgewichtspunkte

Wir werden uns mit Anfangswertproblemen der folgenden Form beschéftigen:

{ i(t) - f(t (t))7 (&1)

g
y(to) = o

Das heifit, fiir Q@ C R x R" ist die Funktion f : Q0 — R"™ gegeben und wir suchen zum
Anfangswert ¢y eine Losung i/ : [ — R™ definiert auf dem Intervall I C R mit (¢, y(t)) C ©
fiir t € I. Diese Vektorschreibweise werden wir nicht durchziehen.

Wenn man sich den Beweis zum Picard-Lindelof anschaut, kann man sich davon iiber-
zeugen, dass auch fiir das System in (8.1)) ein &dhnliches Ergebnis folgt. Ohne nochmals
zu kontrollieren, dass alle Details des Beweises auch genau so weitergehen, geben wir das
Resultat.

Theorem 8.1 (Globale Existenz fiir Systeme) Sei Q) C R™™ offen und (zq,yo) € Q.
Nehme an, f:Q — R st stetig und erfillt die Lipschitz-Bedingung

Lo > 0:[[f (ty1) — [ ()l < Lallyr — wel| fir alle (t,y1), (,y2) € Q.
Dann gibt es ein mazimales Intervall I = (t_,t,) mit
—o0 <t <ty <ty < Hoo,
und genau eine Losung y : I — R™ von mit (t,y (t)) € Q firt e I,. Auferdem gilt
1. yeC (1),

2. entweder t_ = —oo oder %n (t,y(t)) € O oder lgn ly(t)]] = oo, und

3. entweder t, = oo oder lim (t,y(t)) € 0Q oder lim ||y(t)|| = oo.
s s

69
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Wenn die Funktion f nicht explizit von t abhéngt, nennt man das System in (§8.1))
autonom: /
y(to) = Yo
Definition 8.2 Wenn y, € R" so ist, dass f(y,) = 0, dann heif§t y, ein Gleichgewichts-

punkt fir .

Ein Gleichgewichtspunkt wird auch kritischer Punkt oder Ruhepunkt genannt. Man
sieht direkt, dass ein Gleichgewichtspunkt fiir (8.2) eine konstante Losung y(t) = y,, liefert.

Beispiel 8.3 Betrachten wir das System

'(t) = (2—y(t)) z(t),
{ y'() = (1+2(t) — y(t))y(t). (8.3)

Weil die Funktion an der rechten Seite, f(z) = ((l(i;f);)y), differenzierbar ist, ist lokal
die Lipschitz-Bedingung erfillt. Fir jeden Anfangswert (:”8) existiert also eine Ldsung

t— (y( ) die definiert ist auf einem Interval (t_,ty) und

(o)l ==

Fiir das System findet man die Gleichgewichtspunkte, indem man

t, = 00 oder lim
T

2-y)z=0, (I+z—-y)y=0

lost. Die erste Gleichung liefert y = 2 oder x = 0. Dann g¢ibt uns die zweite Gleichung
folgendes:

y=2 — (1+2-2)2=0 = z=1,

r=0 = (1+0-y)y=0 = ye{0,1}.

Das bedeutet drei Gleichgewichtspunkte: (1,2), (0,1) und (0,0). Diese Gleichgewichts-
punkte sind gleichzeitig auch konstante Losungen.

Definition 8.4 Wenn t — x(t) : (t_,t;) — R" eine Lisung ist von x'(t) = f (z(t)) mit
(t_,ty) maximal, dann nennt man

{z(t);t- <t <t} CR"
eine Losungskurve oder Trajektorie.

Bemerkung 8.4.1 Statt Lésungskurve oder Trajektorie wird manchmal auch das Wort
Orbit benutzt.

Fiir ein autonomes System kann man die Eindeutigkeit noch etwas schérfer formulie-
ren.

Lemma 8.5 Wenn x +— f(z) die Lipschitzbedingung erfillt und x,(.) und xy(.) sind zwei
Lésungen von o' (t) = f (x(t)), dann gilt fir die zugehirigen Trajektorien entweder

o {Ty(t)ita— <t <tyi}={wp(t);ts- <t <tpi} oder

o {Zy(t);ta— <t <tor}N{zp(t);ts_ <t <tpi}=0.
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Bemerkung 8.5.1 Man kann dieses Ergebnis auch so beschreiben, dass Trajektorien sich
nicht schneiden.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt ¢, € (to—,t.+) und t, € (tp—,tp ) mit z,(t,) = zp(ts).
Dann gilt fiir die Funktion y definiert durch y(t) = x, (t — t, + t3), dass sie die Differen-
tialgleichung erfiillt mit y(t,) = xp(tp) = z4(ta). Weil das Anfangswertproblem

{ 2'(t) = f (x(1)),
2(ta) = xa(la),
genau eine Losung hat, folgt xp, (t — ¢, + 1) = y(t) = x,(t) und somit das Ergebnis. =

Wir haben nun Gleichgewichtspunkte, die konstante Losungen liefern und wissen das
Losungen mit anderen Anfangswerten existieren und eindeutig sind. Auch wenn man diese
Losungen nicht mit Hilfe expliziter Funktionen darstellen kann, méchten wir doch einige
qualitative Aspekte genauer anschauen. Wir fangen an mit zwei Beispielen.

Beispiel 8.6 Betrachtet man das System

v'(t) = —COS( (£)) = 2x(t) cos (y(t)?) cos (2x(t)) ,
L) = oty 2 o o o, &4
{ o' (1) = cos (y(1)) — 2y cos (y(t)?) cos (4x(t))
y'(t) = 2sin (2z(t)) — 4sin (y(t)?) sin (4z())
dann findet man (numerisch) sehr viele Gleichgewichtspunkten. Siehe Abbildung|[8.1]
Setzen wir F (z,y) = sin (y?) cos(4x) —cos(2x) —sin(y) dann folgt, dass fiir eine Lisung
dieses System folgendes gilt:

o OF (z,y) , oF (z,y) ,
8tF< #(8),4(?)) _( Ox =6+ dy y(t)>|<x,y>=(z(t>,y<t>>

_ < 2sin (2z) — 4sin (y?) sin (42) )l(w) o . ( 7! Et) ) _

2y cos (y?) cos (4x) — cos (y) y' (1)
Damit finden wir, dass F (z(t),y(t)) = ¢ und so, dass Trajektorien auch Niveaumengen
von F' sind. Wir kommen noch zuriick auf solchen Systemen.

(8.5)

Beispiel 8.7 Wir kommen nochmals zuriick auf Beispiel[8.3, denn wir kénnen noch mehr
folgern. Die Gleichung (2 — y) x = 0 liefert genau die Stellen wo z'(t) = 0 gilt, oder anders
gesagt, wo die Losungskurve vertikal verlduft. Ebenso gibt (1 +x —y)y = 0 die Stellen,
wo die Léosungskurve horizontal verliuft. Damit konnen wir ein grobes Bild erstellen wie
die Tragektorien verlaufen. Siehe Abbildung[8.3 Wenn wir einige Trajektorien numerisch
approzimieren lassen, bekommen wir das Bild in Abbildung[8.3.

8.2 Linearisieren

Wenn wir Losungen des Beispiels in einer Umgebung eines Gleichgewichtspunktes be-
trachten, dann sieht das so ziemlich d&hnlich aus wie die Bilder bei linearen Systemen. Man
kénnte vermutenn, dass ein lineares System die Losung bei so einem Gleichgewichtspunkt
approximieren kénnte. Bevor wir irgendeinen Satz in dieser Richtung formulieren oder be-
weisen, geben wir erst eine Motivierung, welches lineare System das passende Verhalten
liefern wiirde.
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L .
+10. -5

i
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Abbildung 8.1: Skizze einiger Liosungskurven aus Beispiel mit auch einigen Gleich-
gewichtspunkten. Das Beispiel ist inspiriert durch ein Beispiel im Buch von Borrelli und
Coleman [1).

Definition 8.8 Sei x, ein Gleichgewichtspunkt fiir das System

2'(t) = f (x(t)) (8.6)
und sei die Funktion f differenzierbar in einer Umgebung von x,. Dann ist
y'(t) = V() - y(t) (8.7)

das um x, linearisierte System zu .
NB: Die rechte Seite in kann man wie folgt mit einer Matriz beschreiben

g—ﬂ (zp) - ng:l (p) y1(t)
Vf(zp) y(t) = : : :
g% (xp) -+ g%ﬁ (@) Yn()

Die Losungen von (8.7) werden wir grobweg wie folgt vergleichen mit Losungen von

(8.0):
x(t) =z, + y(t).

Wenn wir x, + y(t) einsetzen in und f sogar beschrinkte zweite Ableitungen hat,
dann finden wir

(z, +y(t)) = y(t)=Vf(x,) y(t) und
fla,+y@®) = F(z,) + V() yt)+0(ly®|) =
= Vf(z,) yt)+ O (ly@®)]).

Man sieht, dass ,nur” ein quadratischer Term stort.
Fiir Beispiel konnen wir die Vektorfelder mal vergleichen. Schauen Sie sich dazu
Abbildung [8.4] an.

Beispiel 8.9 Die linearisierten Systeme zu

) x(d), (8.3)

aus Beispiel [8.3 sind:
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Abbildung 8.2: Skizze mit den Richtungen der Lisungskurven aus Beispiel[8.3,

Abbildung 8.3: Skizze einiger numerisch approximierten Losungskurven aus Beispiel [8.5,
Man iberlege sich mit Hilfe von Abbildung [8.3 in welcher Richtung diese Trajektorien
durchlaufen werden.
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Abbildung 8.4: Das Vektorfeld zu Beispiel[8.3 und lokal verglichen mit den Vektorfelder der
Linearisierungen um (0,0), (0,1) und (1,2). Die Vektorfelder zum linearisierten Problem
sind in grin skizziert.

o Fiir x, = (0,0) gilt
91 (0,0) 21 (0,0
Vf(‘"””):<%go,og &Em&):

_ < 2—y —x ) .
yo o tr=2y /000

und wird das linearisierte System

(-G

o Firxz,=(0,1) findet man
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o Fiir x, = (1,2) findet man
U /_ 0 -1 U
()= 2) ()
8.3 Definition Stabilitit fiir nicht-lineare Systeme

Sei (2 offen und sei f : 2 C R™ — R” eine stetige Funktion. Wir betrachten das autonome
System gewohnlicher Differentialgleichungen:

2'(t) = f (x(t)) - (8.9)

Definition 8.10 Sei z, ein Gleichgewichtspunkt fiir . Dieser Gleichgewichtspunkt
heifst

e stabil, wenn es fir jede ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass fir jede Lésung x mit
z(0) € Bys () gilt, dass {z (t);t € RT} C B.(x,).

e wnstabil, wenn x, kein stabiler Gleichgewichtspunkt ist.

Stabil bedeutet also, dass man fiir jede Umgebung U; des Gleichgewichtspunktes eine
(noch kleinere) Umgebung U, wiahlen kann so, dass jede Losung die in Us anfiangt, inner-
halb der ersten Umgebung U; bleibt. Weil instabil” die Verneinung dieser Eigenschaft ist,
heifit das, dass es im Falle eines instabilen Gleichgewichtspunktes eine Umgebung U; gibt
und man Anfangswerte beliebig nahe am Gleichgewichtspunt nehmen kann, die trotzdem
auBerhalb U; geraten.

Abbildung 8.5: Ein stabiler Gleichgewichtspunkt. Fir jede (rote) Umgebung von x, gibt
es eine (grine) Umgebung derart, dass wenn eine Trajektorie einmal innerhalb grin war,
sie nie mehr auferhalb rot kommt.

Definition 8.11 Seix, ein stabiler Gleichgewichtspunkt fiir . Dieser Gleichgewichts-
punkt heifst

e asymptotisch stabil, wenn z, ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist und zusdtzlich
gilt: es gibt € > 0 derart, dass fir jede Losung mit x(0) € B.(x,) gilt

lim x(t) = x,;
t—o0
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e neutral stabil, wenn x, stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist.

Wenn man ein lineares System betrachtet, dann hat man nur ein Gleichgewichtspunkt,
ndmlich 0. Bei linearen Systemen ist lokales und globales Benehmen gleich. Einfacher
gesagt: Wenn man auszoomt sieht das Bild noch genau gleich aus. Diese Tatsache sorgt
dafiir, dass man Stabilitdt bei linearen Systemen relativ einfach formulieren kann. Bei
nicht-linearen Systemen ist das globale Verhalten verschieden vom lokalen. Das fiihrt
dazu, dass die Definitionen zur linearen Stabilitdt angepasst werden miissen und immer
auf eine lokale Umgebung beschrinkt werden. Wenn man genau hinschaut bemerkt man,
dass die Defintionen hier mit deren aus Paragraph [4.3|fiir lineare Systeme iibereinstimmen.

8.4 Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten

Am schonsten wére es, wenn die Stabilitdt des linearisierten Problems die Stabilitdt des
Gleichgewichtspunktes im urspriinglichen Problem geben wiirde. Leider ist das nur fast

der Fall.

Theorem 8.12 Sei f : 1 C R" — R" zweimal stetig differenzierbar und x, ein Gleich-
gewichtspunkt fiir . Setze M =V f (x).

1. Wenn fir jeden Eigenwert X von M gilt Re (\) < 0, dann ist x, ein asymptotisch
stabiler Gleichgewichtspunkt.

2. Wenn es mindestens einen Eigenwert X von M gibt mit Re (\) > 0, dann ist x, ein
instabiler Gleichgewichtspunkt.

Bemerkung 8.12.1 Im Fall, dass max {Re (\); A Eigenwert von M} = 0 gilt, kann aus
der Linearisierung keine Schluf$folgerung gezogen werden beziiglich der Stabilitdt des Gleich-
gewichtspunktes.

Der Beweis bendtigt einige technische Ergebnisse aus der Matrixrechnung und wird
auf néchste Woche verschoben.

Beispiel 8.13 Wir betrachten

Die Gleichgewichtspunkte findet man aus
r(2—x—y)=0undy(l —xy)=0.
Das bedeutet
(x =0 oder2—x—y=0)

und
(y=0 oder1—zy=0).

o v =0 undy =0 liefert (0,0).
o v =0 und 1 —xy =0 liefert keine Lisung

e 2—x—y=0undy=0 liefert (2,0).
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e 2—x—y=0und1l—xy =0 liefert m’ay:% die GleichungenQ—x—%:() und
2z — 22 — 1 =0 den Gleichgewichtspunkt (1,1).

s (5)- ()

T\ [ 2-2x—y —T
Vf(y)_( -y 1—21’9)'

Die Matrizen in den Linearisierungen sind

(o) =(05) v (8) =0 7)) = (4 5)

mit den Figenwerten

)\1 - 2, )\1 - —2, )\1 - —2,

)\2:1, )\2:1, )\2:()
Das Theorem liefert uns Instabilitat fir die ersten beiden linearen Systeme als auch fiir
die Gleichgewichtspunkte (0,0) und (2,0). Die Linearisierung beim dritten Gleichgewichts-

punkt ist stabil aber daraus konnen wir so direkt nichts fir die Stablitdt von (1,1) schlie-

Ben. Schaut man sich genau das Vektorfeld um (1,1) an, dann sieht man, dass (1,1) ein
instabiler Gleichgewichtspunkt ist.

1{///////////////////
‘:///////////////////
{;f//////////////////
f‘:f/////////////////
LA AAAAAA A A A S
AN A A A A A S
///[Sj///////////////
////‘(f//////////////
A R R AR RN
P A
I SRR A
AN R N AP s

SRR N
AAAAAA A A 4 4 A
/////////I( P NNy
//////////I(\x\),//////
////////////4\‘\,,/////
JASAAASAAAAA A A b sy
AAAA )

AAAAAAAAAAAAA LA A 43 2 o
AAAAAAAAAAAA A A A A A 4 v a
AAAAAAAAAAAAAAA A A A £ ~
AAAAAAAAAAAAAAAAA A A 44

Detailansicht des Vektorfeldes um (1,1).

Abbildung 8.6: Die Linearisierung um (1,1) gibt keine Auskunft beziiglich der Stabilitdt.
Betrachtet man das Vektorfeld, dann kann man folgern, dass dieser Gleichgewichtspunkt
instabil ist. Lokal kann man die Ebene in zwei Stiicke verteilen. Trajektorien vm hellgrii-
nen Gebiet rechtsunten konvergieren fiir t — oo nach (1,1). Trajektorien im rosa Gebiet
linksoben verschwinden aus dem Bild durch den schmalen roten Spitz. Das heifit, dass man

beliebig nahe an (1,1) Anfangswerte finden kann, fir die die Losung aus einer Umgebung
von (1,1) verschwindet.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 9

Vergleich durch Linearisieren

9.1 Algebraische Vorbereitung zum Beweis des Sta-
bilitatssatzes

Bei der Linearen Algebra hat man gezeigt, dass jede Matrix &hnlich einer Jordan-Matrix
ist. Siehe Theorem [4.5]

Lemma 9.1 (Reelle Alternative mit ¢ zur Jordan-Form)
Sei M € M™™(R) und € > 0. Dann gibt es N,T € M™"™(R) mit T invertierbar, M =
TNT-! und derart, dass

N, O -~ O
N = Q R (9.1)

. 0

O --- O N,

mit reellen Eigenwerten A\; in Ny bis Nj:

Ajo€ 0 0
0o . -
N = R R
.
0 0 Aj

und mit Eigenwerten A\; € C\R in Nyyq bis Ny,:

ReA, ImA\, e 0 0 0
—ImX\, Re\, O e 0 0
0 0
0 0
N, = : (9.3)
e 0
0 €
0 0 0 0 Re A\, Im A,
0 0 0 0 funcIm), Rel\n,

79
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Beweis. Die lineare Algebra lehrt uns, dass man jede Matrix auf Jordangestalt bringen
kann. Mit Hilfe dieser Jordangestalt kann man bei reellen Matrizen sogar eine nah ver-
wandte reelle Gestalt erreichen. Das geht wie folgt. Die reellen Eigenwerte, Eigenvektoren
und generalisierte Eigenvektoren ldsst man in Ruhe. Die komplexen Eigenwerte, Eigen-
vektoren und generalisierten Eigenvektoren kombiniert man auf geschickte Art. Statt die
komplexen (generalisierten) Eigenvektoren ¢,, und @,, zu den komplexen Eigenwerten A,
und \,,, nehmen wir fiir die neue Basis Rep, und Imp, . Weil Rey,, = %(g&m + @)
und Im¢,, = —5 (¢, — @,,,) gilt, ist auch die neue Basis tatsichlich eine Basis, das heifit,
die Vektoren bilden ein unabhéngiges und erzeugendes System. Es gilt

M Re,, = % (Mgom+M@m) = % ()\m ﬁpm—l—;\m(pm) =Re\,, Reyp,, —Im\,, Imgp,,,

MIme, =---=—3 (>\m P — )\mg_om) =ImA\,, Reyp,, +Rel,, Imy,,.
- o (9.4)
Fiir generalisierten Eigenvektoren, also Mv,, = \,, + ¢,, und Mvy,, = \,, + @, gilt:
MRet,, =---=Rel, Rev,, —ImA,, Im¢,, +Reyp,,, (9.5)
MIm,, =---=Im\,, Revy,, +ReA,, Imy,, +Imey,,. .

Ordnet man diese neue Basis so an, dass nach Re ¢, Im ¢,, folgt, dann finden wir folgen-
des:

M=T,S(Ty)™"
mit S eine Blockmatrix wie in ((9.1) und mit Teilmatrizen wie in (9.2)):
S, O -+ O
s=| ©
: - 0
o --- 0 8,

Man 148t die reellen Eigenwerte in S; bis S und hat dort die {ibliche Jordankéstchen:

Am 1 o --- 0
0 e
Sy = o 0
: . |
0 - - 0 An

In Sk bis Ski1 sammelt man paarweise die komplexen (generalisierten) Eigenwerte, wie

soeben beschrieben, und man findet mit Hilfe von (9.4) und (9.5)), dass:

Re\,, ImA\, 1 0 0 0
—Im),, ReA\, 0 1 0 0
0 0
0 0
S, =
1 0
0 1
0 0 0 0 ReX,, ImA\,
0 0 0 0 —ImM\,, Rel,

Fiir das Ergebnis im Lemma skalieren wir die Basisvektoren wie folgt. Die Vektoren, die
aus generalisierten Eigenvektoren von Ordnung m erstellt worden sind, multiplizieren wir
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mit ™. Das fithrt zu M = TNT~! wobei N und S sich nur bei den Nebendiagonalen
Jordan-1 Eintragen unterscheiden. Statt 1 hat M dort nun e stehen. [

Definition 9.2 FEin Skalarprodukt oder inneres Produkt auf einem reellen Vektorraum V'
ist eine symmetrische positiv definite Bilinearform (.,.) : V xV — R.

Bemerkung 9.2.1 Die Abbildung (.,.) : V x V — R ist eine Bilinearform, wenn

x> (x,y) linear ist fir jedesy € V', und

y — (x,y) linear ist fir jedes x € V. (9:6)
Sie heifst symmetrisch, wenn
(e,9) = {,) fiir jedes 2,y € V. (9.7
Sie heifit positiv definit, wenn
(x,x) >0 fir jedes x € V und (z,z) =0 z = 0. (9.8)

Wenn V' endlich dimensional ist, kann man diese letzte Bedingung ersetzen durch: Es gibt
¢ > 0 derart, dass

(z,2) > cl|lz|| fir jedes x € V.

Dann sind ||.|| und z — (z,2)"* dquivalente Normen.

Korollar 9.3 Sei M € M™"(R) eine Matriz mit Figenwerten \i,...,\,. Nehme an,
Re \; hat m verschiedene Werte:

cg = Red =---=Re); >
Cy = Re)\jiﬂ = :Re/\j2 >
cm = Relj, 41 =--=Rel,.
SeiV; (j =1,...,m) der Teilraum, der die zu c; gehorigen (generalisierten) Eigenvektoren

umspannt, und sei P; : R™ — V; die zugehdrige Projektion mit Z;n:l P =1.
Seie >0 und T und N als im Lemma (9.1
Dann ist (.,.), definiert durch

1

(x,y) :=x- (TTT)_ y

ein Skalarprodukt. Auferdem gilt

Z (Pjx, Pjx) fir alle x,y € R"

Jj=1

und fir alle x € R™ :

Z ) (Pjx, Pjx) < (v, Mx) Zc]+€ (Pjx, Pjx) .
7j=1

J=1
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Beweis. Weil R" =V, @ VL@ - - - @V, sind die Projektionen P; mit Z;n:l P; = I eindeutig
definiert.

Die Matrix 777 ist symmetrisch und invertierbar. IThre Eigenwerte sind positiv: Wegen
Invertierbarkeit folgt A # 0 und aus 77 = Ay folgt

ITT¢||* = - TTTp = ¢ - Ap = A|jg||* und A > 0.

Dann sind auch die Eigenwerte von (TT T) ! positiv und auch (TTT) st positiv definit.
Damit haben wir bewiesen, dass (., .) ein Skalarprodukt ist.

Fiir j1 # j2 gilt
—1 _ _
(P, Ppy) = Ppa- (TT") " Poy=T"'"Pyz-T'Puy =0

weil ! auf eine zu der Aufspaltung V; ® Vo, @ - -- @V, passende Basis transformiert.
Wir haben

(@, Mz) =z (TTT) " Mz =z-(TT) 'NT'a =T 'a- NT 'z
Die Matrix N betrachtet die Teilrdume getrennt und es folgt

(w,Mz) = T7'2-NT'2=) "> T7'Pa-NT 'Px=
(=1 j=1
= Y T'Pux-NT'Pix =) (Pjw, MPx). (9.9)
j=1 j=1

Das heifit, wir brauchen nur die einzelnen Késtchen IN; zu betrachten um das Ergebnis
zu zeigen. Wir definieren dazu den Verschiebungsoperator o

n Y2
Y2 :
o ) =
: Yk
Yk 0

Es gilt ||oy|| < ||y|| und es folgt mit Cauchy-Schwarz, dass
ly - oyl < llyll oyl < llyl” (9.10)
und dhnliches fiir o2. Bemerke, dass oy = 0, wenn k = 1.
1. Der reelle Fall. Wir finden
y-Niy=y-\y+eoy) = Alyl* +ey- oy
und mit (9.10) folgt
A=) llyl* <y- Ny < (A +e) lyll*. (9.11)

2. Der komplexe Fall. Man bemerke, dass die Beitrdge von Im A sich aufheben, weil
man bei Im A einmal ein Plus und einmal ein Minus hat:

yr \ ( ReA ImA yr \ s -
(yn) (—Im)\ Re A yIr =ReX (y7 +y1;) +Im X (yryer — yroyr) -

Es folgt, dass
y-Njy=y- (Re(\)y+ ieo’y) =Re(\) |y||* + ez - oy
und hier finden wir

(ReA =) Iyl < y- Ny < (ReA+¢) [ly]]*. (0.12)
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Aus und folgt
(c;j —¢) HT’lemHQ < T 'Pix-NT 'Piz <(c;+e¢) ||T’1Pj:cH2.

Mit ist der Beweis fiir dieses algebraische Ergebnis komplett. [ ]

9.2 Der Beweis des Stabilitiatssatzes

Nun haben wir geniigend Werkzeug bereitgelegt um Theorem beweisen zu kénnen.
Beweis von Theorem [8.12 Sei z, der betreffende Gleichgewichtspunkt und sei M =

Vf (z,) die Matrix aus der Linearisierung.

1) Es gilt maxRe \; < 0. Setze ¢ = —1 maxRe \; und man nehme zu diesem ¢ ein
Skalarprodukt aus Korollar [0.3] Sei x () eine Losung und betrachte y(t) =  (t) — z,. Es
gilt

d :
5 W), y(t) =2 (1), 2'(t)) = 2 (y(t), f (2 + (1)) =
=2(y(t), M (y(1))) + O Jly@)II <

< 22 —e (Pyy(t), Py(t)) + O ly(@)|” < —e {y(t). y(1))

fiir ||y(¢)|| gentigend klein. Es folgt

(y(),y(t)) < e (y(0),y(0)).

Weil z — (z,2z)"/? und ||.|| dquivalente Normen sind, findet man auch, dass
_1
l2(t) — 2/l = [ly(®)]| < Ce™2".

Damit hat man die asymptotische Stabilitét.

2) Nehmen wir an, es gibt einen Eigenwert A mit Re A > 0. Sei nun A; ein Eigenwert
mit
Re A\; = max{Re A; A\ Eigenwert von M} .

Auch setzen wir ¢ = min {% (¢ — ca), }Lcl} mit ¢; wie in Korollar Wir nehmen als
Anfangswert z, + § Rep; mit 6 > 0, nennen V) den Teilraum zu den (generalisierten)
Eigenwerten mit Re A = Re \; und nehmen die Projektion P; auf V; wie in Korollar [9.3]
Sei nun (., .) ein Skalarprodukt wie Korollar [0.3]es uns liefert. Definiere den Kegel K durch

K={x,+yeR" (I —-P)y,(I—P)y) < (Py,Piy)}.
Fiir z, +y € K gilt
(y,y) = (I = P)y, (I = P1)y) + (Py, Piy) < 2(Pry, Py) - (9.13)
(

Man zeige nun, dass die Losung mit z(0) = z, + d Rep; das Gebiet K N B,(z,) fir
r > 0, aber geniigend klein, nur durch 0B, (z,) verlassen kann. Fiir z, + y € 0K gilt

(f (xp+y), Pry) = (f (2, + 1) . (I = P)y) = (My, Py) — (My, (I — P)y)+ Oyl =
= NT 'y -T'"Piy = NT 'y - T (I = P)y+Olly|* >
> (a1 =€) (Py, Pry) — (ca+2) (I = Py, (I = P) y) + OllylI’ = (%)
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Wegen (¢; —€) — (ca +€) > ¢ (9.13) folgt
(¥) > e (Poy, Pry) + O (Pry, Piy)** > 0

fir x, +y € 0K N B,(x,) mit r geniigend klein. Anders gesagt, das Vektorfeld zeigt nach
innen auf den Rand des Kegels. Weil

(f (xp+y), Pry) = (c1 — ) (Pry, Pry) + O |y >
> 2e (Py, Piy) + O (P, P1y>3/2 > e (Py, Piy)
tir 2, + y € K N B,(z,) mit r > 0 geniigend klein folgt, dass
| (t) — x|l > Cez ||z (0) — |

jedenfalls wenn z(t) € K N B,(z,). Das bedeutet Instabilitét. |

?\\
R
fb
/A

x/////\/

\

TN TR ¢/////
e NN

/

\

\ /
R R !
N S WY

NN\

e N N

Abbildung 9.1: Idee beim Beweis der Instabilitit. Am Rand des Kegels zeigt das Vektorfeld
nach innen und weg von x,.

9.3 Linearisierungssatz

Ohne Beweis zitieren wir Theorem 7.1 auf Seite 244 von Hartmanns Buch [2]:

Theorem 9.4 Sei f : B.(x,) C R" — R" stetig differenzierbar mit f (z,) = 0. Wenn
V£ (z,) keinen Eigenwert mit Re A = 0 hat, dann gibt es Umgebungen U von x, und V
von 0 und eine stetige bijektive Abbildung h : V — U, welche die Trajektorien der linea-

ren Gleichung y'(t) = V f (z,) y(t) in V in die Trajektorien der nichtlinearen Gleichung
2'(t) = f(x(t)) in U dberfihrt.



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 10

Lotka, Volterra und Lyapunov

10.1 Anwendungen in der Populationsdynamik

Wenn man zwei zusammenlebende Arten betrachtet die durch ihre Anwesenheit Einfluss
auf die Grofle der gegenseitigen Populationen nehmen, modelliert man solche Probleme
oft durch quadratische Systeme gewthnlicher Differentialgleichungen:

{ 2'(t) = Ry (2(t),y(t)) (1),
y'(t) = Ra (z(1),y(t) y(t).

Es héngt von Ry, Ry ab welcher Typ beschrieben wird mit dem System. Wir stellen einige
Moglichkeiten vor.

10.1.1 Das Rauber-Beute oder Lotka-Volterra Modell

In der englisch-sprachigen Literatur ist dieses Lotka-Volterral]| Modell bekannt unter den
Nahmen , predator-prey”. Die Zahl der Rauber (z.B. Mausebussard) wird durch x beschrie-
ben. Ohne Anwesenheit von Beute sterben sie aus und das natiirliche Abklingen hat Rate
a. Wenn es Beute (Nagetiere) gibt, deren Zahl durch y beschrieben wird, kommt ein Term
By fiir den Zuwachs dazu. Dies liefert die Differentialgleichung #/(t) = (—a + By(t)) z(t).
Nun betrachten wir die Beute. Diese Beute hat einen natiirlichen Zuwachs mit Rate
und wird reduziert durch die anwesenden Réuber mit Faktor 3. Die Konstanten «, 3, v
und ¢ sind positiv. Das bringt uns auf

y'(t) = (v —0x(t) y(t).
Weil die rechte Seite als Funktion von (x,y) differenzierbar ist, hat dieses System fiir

jeden Anfangswert (z (0),y (0)) eine eindeutige Losung. Das bedeutet auch, dass wenn
x(t) # 0 fiir ein t € R solches gilt fiir alle ¢ € R und &hnliches fiir y.

Volterra war ein italienischer Mathematiker, der diese Modelle studiert hat in Lecons sur la théorie
mathématique de la lutte pour la vie (1931, Lektionen iiber die mathematische Theorie iiber den Kampf
ums Leben). Aufgefordert dazu wurde er von seinem Schwiegersohn, der als Biologe den Fischbestand
im adriatischem Meer wihrend und nach dem ersten Weltkrieg studierte. Lotka war ein amerikanischer
Biologe, der unabhingig davon zu dhnlichen Modellen kam.

85
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Der nichttriviale Gleichgewichtspunkt ist

o= (35)

Linearisiert man bei diesem Punkt, findet man

AN 0 1B/s

Vf(é’ﬁ) N ( —ad/f 0

und das ist ein Zentrum. Weil Re A = 0 kann man keine sofortige Aussage machen zu der
Stabilitét oder zum Bild der Trajektorien. Auch Theorem [9.4] ist nicht anwendbar.

Lemma 10.1 Seien o, 3,7,6 € RT. Dann sind die Trajektorien von in RT x RT,
aufer dem Gleichgewichtspunkt, geschlossene Kurven. Die dazugehodrigen Lésungen sind
periodisch

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass = # 0 und y # 0. Sei t — (2(t), y(t)) eine Losung in
R* x R*. Dann hat man

()= 281 G ) v

und es folgt, dass es eine Konstante gibt derart, dass

vIn(z (1)) = 0x(t) = —aln (y(8)) + By(t) + c.

Anders gesagt, die Trajektorien {(z(t),y(t));t € (t—,t;)} sind Niveaumengen der Funk-
tion
F(z,y) =vIn(z) — 6z + aln(y) — By.

Diese Niveaumengen sind konvexe beschrinkte Kurven, weil x — F(z,y) und y +—
F (z,y) konkav ist und weil F'(z,y) — —oo fiir x — oo,z | 0,y — oo, und fiir y | 0. Dann
bleiben nur geschlossene Kurven iibrig. Da kein Gleichgewichtspunkt (als Grenzwert) auf
so einer Kurve liegt, ist die Losung sogar periodisch. ]

Lemma 10.2 Seien o, 3,7,0 € RY. Fiir die Durchschnittswerte einer Losung von (m)
in RT x R gilt;

_ Y _ o

T=—undy=—.

J

Beweis. Sei T' die Periode einer Losung. Der Durchschnittswert ist definiert durch

1 T

Wenn wir die zweite Differentialgleichung benutzen, finden wir

und es folgt
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Ahnlich folgt das Ergebnis fiir 3. ]

Wenn es keine Réuber gibt, wichst die Grofle der Beute exponentiell zu co. Ein derar-
tiges Modell ist nicht besonders glaubwiirdig. Um diesem unnatiirlichen Verhalten zuvor
zu kommen, wird dieses Rduber-Beute Modell wie folgt geéindert:

{ 2'(t) = (o — crz(t) + By(t)) «(t),

Y(t) = (v — cay(t) — 0x(t)) y(t).

Auch ¢; und ¢, sind positiv.

Beispiel 10.3 Wir betrachten

141

100

N
)
fi

Abbildung 10.1: Skizze einiger Trajektorien aus Beispiel [10.3,

10.1.2 Das kooperative Modell oder Mutualismus

Man betrachtet zwei Spezien x und y, die gegenseitig von ihrer Anwesenheit profitieren:

{ 2'(t) = (a+ Py(t) =(t),
y'(t) = (v +0x(t)) y(b).

Ist man auch hier besorgt iiber die Uberbevolkerung, kann man das System wiederum

dndern in
{ 2'(t) = (a+ By(t) — ax(t)) =(t),
Y'(t) = (v +0x(t) — cy(t)) y(t).

Nicht jedes Paar positiver Konstanten ¢, ¢y sorgt fiir beschrinkte Losungen.
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10.1.3 Das Wettbewerbsmodell

Zwei verschiedene Arten, die beide um die gleichen Ressourcen kdmpfen miissen, werden

modelliert durch
{ a'(t) = (o — crz(t) — By(t)) =(b),
y'(t) = (v = cay(t) — 62(t)) y().
Es héngt von den Konstanten ab, ob beide Populationen gleichzeitig iiberleben kénnen.

Beispiel 10.4 Wir betrachten
{ w'(t) = (2 = 2x(t) —y(t) «(t),
y(t) = (2—=(t) —2y(t) y(t).

Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (%,%), (1,0) und (1,0). Man findet

Vf(zy) = ( 2_iz_y 2_;36_4y)

und:
Gyp.: (0,0) (2,2) (1,0) (0,1)
. 2 0 —4 2 -2 -1 1 0
e (55 ) (7)) (A S)
Eigenwerte: 2,2 —%, —2 —-2,1 -2,1
Stabilitdt: stabil as. stabil mnstabil stabil

Man kann zeigen, dass die Losung mit (2(0),y(0)) € RT x RY zu (2,2) konvergiert fiir
t — o00. Die beiden Spezien kénnen nebeneinander existieren.

Beispiel 10.5 Wir betrachten

{ v(1) = (2= x(t) = 2y(1)) =(t),
y(t) = (2 —2x(t) —y(t) y(@).

Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (%, %), (2,0) und (2,0). Man findet

o 2—20 -2y —2x
Vf(x,y)—( _Qy 2_21._2y>

und:
Gap.: (0,0) (2,2) (2,0) (0,2)
2 0 -2 _4 -2 —4 -2 0
- 3
v | (55 )1 (70 3) (0 3) (30 5)
Eigenwerte: 2,2 %, -2 —2,—2 —2,-2
Stabilitdt: instabil mstabil as. stabil as. stabil

Man kann zeigen, dass die Losung mit (z(0),y(0)) € RT x R* und x(0) > y(0) zu (2,0)
konvergiert firt — oo. Wenn z(0) < y(0) folgt lim;_, (z(t),y(t)) = (0, 2).
Beide Arten kinnen nicht nebeneinander tiberleben.
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Abbildung 10.2: Skizze einiger Trajektorien aus den letzten Beispielen.

10.2 Lyapunov

Sei 2 C R™ ein offenes Gebiet. Wir betrachten wiederum fiir f :  — R" eine C''-Funktion
das System

2(t) = f(x(t)) (10.2)

und nehmen an z, € €2 ist ein Gleichgewichtspunkt.

Definition 10.6 Sei U eine Umgebung von x,. Die C*-Funktion V : U — R heifst eine
Lyapunov-Funktion fir beim Gleichgewichtspunkt x,, wenn

1. V(z,) =0;
2. V(z) >0 fir x € U\{x,};
3. V(x):=VV(x)- f(z) <0 firzeU.

Theorem 10.7 Sei V' eine Lyapunov-Funktion fiir beim Gleichgewichtspunkt x,,.
Dann ist z, stabil. Wenn sogar gilt, dass V (z) < 0 fir x € U\ {x,}, dann ist x, asym-
ptotisch stabil.

Beweis. Sei t — x(t) fir t € [0,t;) eine Losung von (10.2) mit ¢, maximal. Wenn

V (x) <0 fiir x € U, dann gilt fiir ¢ € [0,¢,), dass

%V ((t) = VV (2(t) - 2'(t) = VV (2(1) - f (2(t) =V (2(t)) <0

und fiir ¢t € [0,¢4) gilt

V (2(t) = V (2(0)) :/O %V(w(s)) ds < 0.

AuBlerdem gilt ¢, = oo oder lim;_;, u(t) € OU oder lim,_;, |u(t)| = oo.

1) Die Stabilitdt. Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es 6 > 0 gibt mit folgender
Eigenschaft:

Wenn z(0) € Bs(x,), dann folgt x (t) € B:(z,) fiir alle ¢ > 0.
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Sei K eine kompakte Menge in U mit z, € K C U°. Wir diirfen annehmen, dass ¢
geniigend klein ist, so dass Ba.(x,) C K. Definiere

= inf{V(z);2 € K\B:(z,)}.

Weil K\ Bs(x,) kompakt ist, und weil V (z) > 0 fir € U/ {x,} folgt ¢. > 0. Weil V
stetig ist und V' (x,) = 0, gibt es 0 > 0 derart, dass V (z) < ¢ fiir € Bs(z,). Nehmen wir
z(0) € Bs(x,), dann folgt aus V (z(t)) < V (2(0)) < ¢, dass z(t) € B:(x,) fiir t € [0,14),
also auch, dass t; = oo.

2) Die asymptotische Stabilitat. Wegen des ersten Teils des Beweises wissen wir schon,
dass z, ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. Auch haben wir, dass t — V' (z(t)) eine fallen-
de Funktion ist, die nach unten durch 0 beschrankt ist. Dann existiert £ := limy;_o, V (2(t)).
Wenn ¢ > 0, dann gilt V' (z(t)) > ¢ fiir alle t > 0. Wegen der Stetigkeit von V' gibt es § > 0
derart, dass fiir |z — z,| < 0 folgt V(x) < £. So haben wir gefunden, dass |z(t) — x,| > ¢
fiir alle t € [0,00). Weil V' € C! und f stetig ist, ist V stetig und mit der Kompaktheit
von K\ Bs(x,) folgt

ds = sup {V(m),x € K\B(;(xp)} <0

und so auch
V(x(t)) — / ) ds < dst — —o0 fiir t — oo,
ein Widerspruch. ]

Beispiel 10.8 Wir betrachten das System

(vt )= (S Z2iin )

Fiir Gleichgewichtspunkte gilt —x3+xy? = 0 und —y*—x*y = 0. Das fihrt viax (y — x) (y + x) =

0 undy (2% +y*) = 0 zu (0,0). Die Linearisierung gibt keine Auskiinfte beziiglich Stabilitt
oder Instabilitat. Wir versuchen die Standard-Lyapunov-Funktion:

Man sieht sofort, dass V (0,0) = 0 und V (z,y) > 0 fir (z,y) # (0,0). Es gilt weiter,

dass

2y Yy -7y
= —22* —2y* <0 fiir (z,y) # (0,0).

Also ist (0,0) ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

Weil dieses Argument sogar global ist, finden wir, dass jede Liosung zum Gleichge-
wichtspunkt konvergiert fiir t — oo.

Man kann sogar die ,,Konvergenzgeschwindigkeit” abschdtzen. Weil

. 2 3 2
V(z,y) = ( x)-(_xgﬂg ):—2x4+2$2y2—2y4—2x2y2:

224 + 2y > 2t + 227 + o
gilt, finden wir V(x,y) < =V (z,y)*. Es folgt

SV (at),y(0) < =V (a(0),y(0))



10.3 Systeme in R? und R3 91

und via

finden wir

und

~ | =

z(t)? +y(t)? =V (x(t),yt)) < ————i
V{((0),4(0))

Diese letzte Abschdtzung gilt fir jeden Anfangswert!

Definition 10.9 Wenn jede Lisung von z'(t) = f(x(t)) zum Gleichgewichtspunkt x,
konvergiert fiirt — oo, dann nennt man x, global asymptotisch stabil.

10.3 Systeme in R? und R?

Fiir autonome Differentialgleichungssysteme z/(t) = f (z(¢)) in R? mit f € C' (R?) haben
wir die folgenden Losungstypen gesehen.

e Losungen die nach oo abhauen. Genauer gesagt x : (t_, ;) — R? mit ggn |z(t)| = oo.
+
Es ist dabei moglich, dass ¢, = oc.

o Konstante Losungen. Das heifit x(t) = =, fir ¢ € R mit z, einem Gleichgewichts-
punkt.

e Losungen die nach einem Gleichgewichtspunkt konvergieren, also  : (t_, 00) — R?
mit tlim z(t) = .

e Periodische Losungen: z : R — R? mit x(t + T') = z(¢t) fiir t € R.
e Auch gibt es noch Losungen, die zu einer periodischen Losung konvergieren.

Ahnliches Verhalten kann man fiir ¢ | ¢~ € RU{—o0} unterscheiden. Mehr Typen gibt
es nicht in R2. In einer Vorlesung ,Dynamische Systeme” wird man mehr erfahren.

Anfang der sechziger Jahre hat Edward Lorenz fiir eine Uberraschung gesorgt, als er ein
Beispiel eines Differentialgleichungssystems in R? brachte mit einem wesentlich anderem
Benehmen. Das nach ihm benannte System ist wie folgt:

' a(y —x)
y | = cvt—y—=xz
2! xy — bz

Die Konstanten a,b,c wihlt man in RT. Dieses System kam auf als er ein Modell fiir
Stromungen in der Erdatmosphére vereinfachte.

Fiir ¢ < 1 gibt es nur einen Gleichgewichtspunkt, nédmlich (0,0,0) und dieser ist
asymptotisch stabil. Es gilt

—a a O —a a 0
Vfix,y,z) = ¢c—2z —1 —z | und Vf(0,0,0) = c —1 0
Y r —b 0O 0 -b
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Die Eigenwerte dieser letzten Matrix sind

— b und —%(a—i—l):l:%\/(a—l—l)g—él(l—c).

Sie sind negativ fiir ¢ < 1.
Fiir ¢ > 1 sind die Gleichgewichtspunkte (mit d =

b(c—1)) wie folgt:

(10.3)

Ggp (0,0,0) (d7 d,C— 1) (_d7 —d,C - ]‘)
—a a 0 —a a 0 —a a 0
Matrix: c -1 0 1 -1 1-—c¢ 1 -1 1-—c¢
0O 0 -—b d d —b —d —d -b
Eigenw 2t )\1 >0 > )\2, )\3 )\1 < O, )\273? )\1 > O, )\273?
instabil a, b, c-bedingt instabil

Fiir a = 3, b = 1 und ¢ = 25 findet man eine Skizze einer Losung in Abbildung [10.3]
Derartige Losungen nennt man chaotisch.

10

Abbildung 10.3: Eine chaotische Lisung

Die Losung ist beschrinkt aber konvergiert weder zu einem Gleichgewichtspunkt noch
zu einer periodischen Losung.

2Die Eigenwerte der ersten Matrix sind wie in . Einer ist jetzt positiv. Die Eigenwerte der zweiten
Matrix sind Nullstellen von 2ad®/b + (b + ab + d®/b)x + (1 + a + b)2? + x3. Die Eigenwerte der dritten
Matrix sind Nullstellen von —2ad®/b+ (b+ ab— d?/b)x + (1 + a + b)x? + x3. Der Zwischenwertsatz liefert
fiir diese Polynomen mindestens eine negative, beziehungsweise positive Nullstelle.
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Woche 11

Spezielles fiir zweite Ordnung

11.1 Phasenebene
Wenn wir die autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung

u'(t) = f (u(t), u'(t)) (11.1)

studieren wollen, ist ein méglicher Ansatz diese Gleichung als System zu betrachten:

uw'(t) = o(t),
{ V'(t) = f(u(t),v(t)). (11.2)

Wenn (u,v) — (v, f (u,v)) lokal die Lipschitz-Bedingung erfiillt, und sie ist erfiillt wenn f
differenzierbar ist, dann hat das Anfangswertproblem fiir (11.2]) genau eine Lésung. Dieses
Ergebnis kann man auch fiir (11.1)) anwenden.

Lemma 11.1 Nehmen wir an, dass fiir jedes beschrinkte Gebiet Q@ C R? eine Konstante
Lq € RT ezistiert so, dass

|f (u,v) — f(u,0)] < Lo (lu—a|+ |v—2]) firale (u,v),(a,v) € Q. (11.3)
Dann hat das Anfangswertproblem

U//(t) - f (u(t)7u/(t)) )
u,(<a)>— o, (11.4)

fiir jeden Anfangswert (ug,vo) € R? genau eine Lisung u € C*(t_,t,) mitt_ < a <t
und (t_,ty) ist das mazimale Existenzintervall.

Beweis. Man zeigt direkt, dass gleichwertig ist zu einer lokalen Lipschitzbedin-
gung fiir (u,v) — (v, f (u,v)). Der Existenz- und Eindeutigkeitsatz liefert uns eine ein-
deutige Losung fiir mit maximalem Existenzintervall (f_,¢,). Fiir diese Losung
t— (u(t),v(t)) gilt u,v € C*(t_,t,) und weil v’ =v € Ct (t_,t,) folgt u € C? (t_,t,). m

Die Menge der Trajektorien zu ([11.2)) nennt man auch die Phasenebene fiir ((11.1]).
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Beispiel 11.2 Fin Pendel mit Reibung proportional zur Geschwindigkeit hat folgende
Differentialgleichung:
0"(t) =

1
3

Verniinftige explizite Formeln fiir die Losungen
gibt es nicht. Man kann das Vektorfeld fiir das

zugehorige System

—cysinf(t) — co 0'(t).

Wir nehmen ¢; = 1 und ¢y =
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skizzieren und Trajektorien darstellen wenn
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man Kurven durch die Vektoren zeichnet. Auch
numerische Approzimationen lassen sich her-
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stellen und als Trajektorien darstellen:
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]

~7r

11.2 Differentialgleichung fiir Trajektorien

Wenn eine Trajektorie {(u(t),u/(t));t € (t—,t;)} fur die Differentialgleichung in (|11.1)
lokal der Graph einer Funktion ist, hat man diese letzte Funktion als Losung einer neuen

Differentialgleichung. Man setze
V (u(t)) = v'(t)

und finde 5
fu@®),d'(#) =u"(t) = 5 (V (u(®)) = Vi (u(t) u'(2).

Betrachten wir nun u — V' (u), dann folgt
S Vi) =
Das heifit, die Funktion V ist eine Losung von

f(u, V(u))
V(u)

Dies gibt uns eine alternative Moglichkeit die Gleichung in (11.1)) als System zu schreiben:

V'(u) V(u).

V() = (11.5)

@) [ @) = 7 @lt) o)) @) {u,(t):v(t)
V'(t) = f(u(t),u(t))
(11.6)
"(u __f@aVTu»
(3) Vi) V(u)
w(t) = V (ult)
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Der Vorteil von (3) ist, dass dieses System zwei Gleichungen erster Ordnung hat, die man
nacheinander 16sen kann. Der Nachteil ist, dass V' # 0 gelten soll.

Wenn man eine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung hat, die keine erste
Ordnungstermen enthélt, also

() = f(u) (1L.7)

dann ist diese Aufspaltung sehr niitzlich. Die Differentialgleichung in (|11.5)) vereinfacht
sich zu f ()
U
V'(u) =
(u) V)

und diese 148t sich oft explizit 16sen. Via V'(u)V (u) = f (u) findet man

1

s 1 s ("
EV(U) —§V(u0) —/uo f(s)ds.

11.3 Feder und Pendel

Einfache Modelle fiir eine Feder oder ein Pendel haben die Form ((11.7). Aus der Physik

hat man:

e Kraft gleicht Masse mal Beschleunigung: F' = m a.

e Bei der Schraubenfeder gilt das Hookescheﬂ Gesetz: Kraft ist proportional zur Aus-
lenkung
F =cu. (11.8)
WEeil fiir die Beschleunigung a gilt, dass a = u”, folgt

u =, (11.9)
C

Fiir einen Blattfeder ist das Hookesche Gesetz nicht passend. Dann hat man statt (11.8)
F = f(u) wobei f ein Profil hat wie in Abbildung und die Differentialgleichung wird

u" = f(u). (11.10)

Fiir die Pendel betrachtet man statt (11.9)) fiir u die Auslenkung der Winkel 6 mit der
vertikalen Richtung und findet
m { 60" =c sinf. (11.11)

Wir schreiben die Differentialgleichung u” = f(u) als System wie in ((11.6)).

Lemma 11.3 Sei f € C' und (ug,0) ein Gleichgewichtspunkt fiir

u'(t) ) ( v(t) )
= . 11.12
() ) = stuthy 1)
Dann gilt fir die Eigenwerte Ay, Ao der Linearisierung in (uo,0), dass \y = —Xg und
A1 € R oder Ay € iR. Auflerdem:

'Robert Hooke (1635-1703) hatte breite wissenschaftliche Interessen. Er hatte eine Professur fiir Geo-
metrie, formulierte das nach ihm benannte Fundamentalgesetz der Elastizitéit, baute eine der ersten
Taschenuhren und auch einen optischen Telegrafen. Das Bild des Flohs aus seinem Micrographia (1665)
ist sogar heutzutage noch bekannt. Siehe http://www.gutenberg.org/files/15491/.


http://www.gutenberg.org/files/15491/
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/ 1
Abbildung 11.1: Aus Wikipedia links einige Federkennlinien als Funktion der Kraft tiber
den Federweg: 1 Progressiv Bsp. Kfz-Blattfeder; 2 linear Bsp. Schraubenfeder; 3 degressiv;
4 naherungsweise konstant Bsp. Kupplungsfeder Auto; 5 nicht glatt z.B. durch auf Block

setzen einiger Federteile. Rechts einige Beispiele unterschiedlicher Federn. Der Floh ist
von Hooke.

o Wenn A1, A2 € R\ {0}, dann ist (ug,0) ein Sattelpunkt fir ;
o Wenn \i, Ay € iR\ {0}, dann ist (ug,0) neutral stabil fir .

Bemerkung 11.3.1 Man bemerke, dass vy = 0 kein Verlust der Allgemeinheit beinhaltet,
denn fir einen Gleichgewichtspunkt (ug,vy) von gilt vo = 0 und f(ug) = 0.

Bemerkung 11.3.2 Mit einem Sattelpunkt ist gemeint, dass es bei (ug,0) eine stabile
Richtung und eine unstabile Richtung hat im Sinne von Theorem [9.4

Bemerkung 11.3.3 Reibungskrifte sind abhdingig von der und gegengesetzt zur Geschwin-
digkeit. Wenn u die Auslenkung darstellt ist u' die Geschwindigkeit. Die Differentialglei-

chung in dndert sich in
u' = f(u) = g(u).
Hier ist g eine Funktion, die folgende Bedingung erfiillt:
g(s) >0 firs>0undg(s) <0 firs<0.

Beweis von Lemma [11.3. Die Linearisierung ist

( 2 (t) ) B ( 0 1 )
y@) )\ f'(w) O
und fiir die Eigenwerte gilt A\> = f/(ug) und A\; = —\s.
Wenn f(ug) > 0, dann gilt A\; = =Xy = v/ f"(up) € R* und kénnen wir Theorem
anwenden.
Betrachten wir nun den Fall f'(ug) < 0, also A, Ay € iR. Auch gilt fiir f'(uy) < 0,

dass u — F(u) := fulg f(s)ds in ug ein lokales Maximum hat, denn F'(ug) = f(up) = 0

und F”(ug) = f'(up) < 0. Dann ist
V (u,v) := 10? — F (u)

eine Lyapunov-Funktion:
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%

/ ’

—

/

Abbildung 11.2: Reibungskrdifte als Funktion der Geschwindigkeit: 1 linear (Coulombsche
Reibung); 2 Flissigkeitsreibung und Gasreibung; 3 Reibung mit Stick-Slip-Effekt.

o V (up,0)=0;
o Weil f € O folgt F” = f' € C° und gilt

F(u) = F(uo) + f(uo) (u—uo) + %f’(u()) (u—up)* + O (u—ug)* =

1 1
= 040+ 5/ (uo) (u—10)* + O (u— )" < f'(to) (u = uo)”
fiir u — up geniigend klein. Dann folgt in einer (kleinen) Umgebung von (ug,0), dass
V (u,v) > 0;
e Auch gilt:

V(u,v) = ( _J;(“) > : ( f(”u) ) ~ 0. (11.13)

Theorem liefert die Stabilitdt. Die Tatsache, dass der Punkt nur neutral stabil
ist, folgt auch aus (11.13)), denn fiir eine Losung (u(t), v(t)) gilt

P .
SV (ult), o6) = V(u(t), (1)) = 0.

Dies bedeutet V (u(t),v(t)) = ¢ = V (u(0),v(0)) und dass fiir (u(0),v(0)) # (0,0) die

Losung nicht nach (0, 0) konvergiert. [ ]

Beispiel 11.4 Ein Pendel ohne Reibung hat als Differentialgleichung 0" (t) = —cy sin0(t).
Wir nehmen ¢; = 1 und betrachten

0"(t) = —sinO(t).

Dies wird wie in ({11.6)-(3)

—sin6

Vo)
Man findet via V' (0) V (0) = —sin@ und 1V (0)* = ¢ + cos 0, dass

V(0) = £V + 2cos.

V' () =
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In drei Schritten zeichnet man einige Trajektorien.
1) Die Funktion 6 — 2cosf und einige vertikale Verschiebungen 0 — ¢+ 2 cos6.

NN

NN

-1

2) Man betrachtet nur die Kurven in R x R und nimmt die Wurzeln: 6 — /¢ + 2 cos¥.
—

Beispiel 11.5 Zieht man einen Block (m = 1) mit Geschwindigkeit v = 1 an einer
Schraubfeder (lineare Federkennlinie mit konstante ¢ = 1) aus Stilstand ab, dann wird
dies modelliert durch das Anfangswertproblem

{ u'(t) = c(v t —u(t)) — co f(W/(t))
u(0) =0 und v'(0) = 0.

Nimmt man ¢, = 10 und setzt man fiir f Funktionen ein wie in Abbildung

ndmlich
2 — arctan (15]s])
4 Y

fi(s) = 3s, fols) = %33 und f3(s) = sign(s) (11.14)
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so findet man mit Hilfe von numerischen Approximationen die Bilder in Abbildung[11.5
Beim dritten Graphen sieht man den Slip-Stick-Effekt. Wo bei den ersten zwei der Block
eine monoton wachsende Geschwindigkeit hat, sieht man im dritten, dass die Geschwin-
digkeit auf und ab geht. Besser gesagt, der Block schief§t erst los wenn gentigend gezogen
wird, bleibt kurz liegen, schiefst wieder los, usw.

Ubrigens ist diese Funktion fs fir s # 0 nur eine Mdoglichkeit wie eine solche Reibung
aussehen konnte. Die Haftreibung, die maximale Reibung bei Stillstand, ist gréfer als
die Reibung wenn der Block sich bewegt. Das bedeutet auch, dass die Reibungskraft bei
Stillstand nicht festliegt, sondern einen Wert zwischen einer positiven oberen Schranke und
einer negativen unteren Schranke annimmt. Schaut man das Anfangswertproblem mit f3
an, dann sieht man, dass es so auch tiberhaupt keine Losung gibt. Es kann nur eine Ldisung
geben, wenn man den Sprung von f3 bei 0 auffillt. Das heif$t, sowohl aus physikalischen
als auch aus mathematischen Grinden brauchen wir statt f3 eine mehrwertige Funktion:

2—arct1n(15|s|) fUT' s> O, 0

3 1 1 .

f3(s) = [_57 5] fir s =0, 02 04 06
_2—arct1n(15|s|) fUT' s<0.

350
30

i 30
250
20¢ 20!
15F

10F 10+

5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 11.3: In rot die Position vt und in blau u(t) bei den verschiedenen f;, i =1,2,3

aus (11.14)) und Abbildung[11.9
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 12

Existenz nach Peano

12.1 Gleichméaflig und gleichgradig

Kompaktheit in einem endlich dimensionalen Vektorraum ist dquivalent zu ,,abgeschlossen
und beschrankt”. Weil wir die Kompaktheit auch in unendlich dimensionalen Raumen
brauchen werden, geben wir nochmals die zugehorigen Definitionen.

Definition 12.1 e Fine Teilmenge K von (V,+,.,|||) heifit folgenkompakt, wenn
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge beziiglich ||-|| mit Limes in K besitzt.

e Bine Teilmenge K von (V,+,.,[|-||) heifit iberdeckungskompakt, wenn fiir jede Uber-
deckung von K mit offenen Mengen eine Uberdeckung schon durch endlich viele
dieser Mengen erreicht wird.

Aus dem Satz von Heine-Borel folgt, dass fiir normierte Vektorrdume folgenkompakt
und iiberdeckungskompakt dquivalent sind und man verwendet die Bezeichnung kompakt.

Definition 12.2 Fine Familie F = {f,},c; von Funktionen f, : U — R nennt man
gleichgmdiﬂ stetig in x € U, wenn

Ve>030,.>0VyeUvel:|ly—z<d,. = |f(y)— fu(x)] <e.
Bemerkung 12.2.1 | F ist gleichgradig stetig auf U” heifit dann:
VeeUVe>030,.>0VyelUvel:|ly—z| <. = |f(y) — fulz)] <e.

Gleichgradig stetig ist eigentlich selten niitzlich, wenn man gleichzeitig nicht auch die
gleichmdfige Stetigkeit der einzelnen Funktionen hat. ,JF ist gleichgradig gleichmdfsig ste-
tig auf U” heifit:

Ve>030.>0Ve,yeUvel:|ly—z|<d. = |f.(y) — fu(x)] <e.

Man erinnere sich noch an folgendes Ergebnis:

! Gleichgradig stetig heifit in Englisch equicontinuous. GleichméBig stetig ist uniformly continuous.

101
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Lemma 12.3 Sei K kompakt und sei f : K — R stetig. Dann ist f gleichmdflig stetig.
Man kann sogar folgendes zeigen.

Lemma 12.4 Sei K kompakt und sei {f, : K — R}, gleichgradig stetig. Dann ist {f,},,
gleichgradig gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Wenn {f,}, ., gleichgradig stetig aber nicht gleichgradig gleichmiBig stetig ist,
gibt es ¢ > 0 und Folgen {xy}, cny» {Un}neny in K und {vy,}, o in I mit |z, — y,| — 0 und
| fon(®0) = fu, (yn)| > €. Weil K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge {2, } oy
sagen wir x,, — & € K. Auch gilt dann y,, — &. Weil {f,}, ., gleichgradig stetig ist in
I, gibt es 1., > 0 derart, dass aus |z — 2| < 01, folgt |f(x) — f,(Z)| < 3¢. Nehmen
wir n so groB, dass |z, — |, |y, — Z| < 1., dann hat man wiederum einen Widerspruch:

e <|fun(@n) = fon )l < Vo (@n) = Jon (@) + 150, (%) = fon ()] <& m

12.2 Der Satz von Arzela-Ascoli

Theorem 12.5 (Arzelé\-AscoliE[) Ser K C R"™ eine kompakte Menge und seien f, :
K — R fiirn € N Funktionen. Wenn { f,}, oy gleichgradig stetig und beschrdnkt ist, dann
gibt es eine gleichmdafig konvergente Teilfolge { fn,, }imeny und f: K — R, definiert durch
f(z) = nlli{l)o fon (), ist stetig auf K.

Bemerkung 12.5.1 Die Familie {f, : K — R}, _ ist beschrdinkt bedeutet: es gibt M > 0
derart, dass |f,(x)| < M gilt fir alle v € K und n € N.

Beweis. Die einzelnen Schritte des Beweises sind die folgenden:

1. Existenz einer abzihlbaren dichtenﬂ Teilmenge von K. Die Menge der Ku-
geln Uy, := {By-r(z);2 € K} ist eine Uberdeckung und man kann endlich vie-
le {BQ—k(fEky[)}ﬁi , wéhlen, die K schon iiberdecken. Die abzdhlbare Menge T :=
{re;1 < €<l k€ N} ist dicht in K.

2. Konvergenz auf der dichten Teilmenge. Wir schreiben 7' =: {z}},-,. Weil die
Folge {fn(%1)}, oy beschrinkt ist, gibt es wegen des Satzes von Bolzano-Weierstrafl
eine konvergente Teilmenge {fnl,k(xl)}keN. Weil {fnl’k(xg)}keN beschriankt ist, gibt

es eine konvergente Teilmenge { fn%(m)} pery Usw. Also gilt:

fm,l, fnm, fnl’g, ... konvergiert in xq,
Jnons fross fras, - konvergiert in x; und s,
Jns1> Jnsos frsss - - konvergiert in 1, o und z3,
Usw.
Nach m Schritten haben wir eine Teilfolge { Jrim }20:1’ die konvergiert auf {z1, ...,z }.
Man setze
f”k = fnkk

Mit Hilfe dieses sogenannten Diagonalverfahrens bekommt man dann eine Teilfolge
{furtrey, die konvergiert auf 7. Wir definieren

f(z) = ’}LHOIO fo () fir z € T. (12.1)

2Cesare Arzela (1847-1912) und Giulio Ascoli (1843-1896)
*Eine Teilmenge T C K heifit dicht, wenn es zu jedem x € K eine Folge {y,},, .y C T gibt, die nach
x konvergiert.



12.2 Der Satz von Arzela-Ascoli 103

3. Konvergenz auf dem Ganzen K. Fiir z € K\T gibt es eine Folge {z,}, . €
T mit x,, — z fir n — oco. Wir zeigen, dass {f(z,)} eine Cauchy-Folge ist. Sei
e > 0. Weil {f.},cy gleichgradig gleichméfig stetig ist, gibt es d.3 > 0 derart,
dass |z, — x| < 0.3 impliziert |f,,, (€n) — fo,,(21)| < 3¢ unabhéngig von n,,. Man
nehme m derart groB, dass | f(xn) — fu,, (#n)] < 36 und | fo,, (2x) — f(21)] < 3€. Dies
ist moglich wegen . Sei N so gro8, dass |z, — x| < %55/2 fiir n > N. Dann folgt
fir n,k > N, dass |z, — x| < d./3 und

[f(@n) = f(@p)] < f(@n) = fr (@) £ [Fr (@0) = frn (20)| + | fr (20) = fai)] < e

Dann ist {f(z,)},cy auch konvergent. Wenn es zwei Folgen z,, — = und y, — x
gibt, dann gilt auch hier

|f(xn) - f(yn)| < |f(xn) - fnm(xn” + |fnm<xn) - fnm(yn)| + |fnm(yn) - f(yn)l )

und man findet dhnlich wie soeben, dass {f(y,)}
Das bedeutet

nen den gleichen Grenzwert hat.

f(z) = lim flzy) fix T > z,, » v € K\T (12.2)

ist wohldefiniert.

4. Stetigkeit der Grenzfunktion. Auch gilt, dass f : K — R stetig und deshalb
auch gleichmaBig stetig ist: Seien {x,}, .y und {yn}, oy derart, dass T' > z, — &
und 7' 3 y,, — y. Sei € > 0. Man verwende:

1f(@) = F@ < 1F(@) = f@n)[ + 1 (@n) = fon (@n)] + | (@0) = fon ()| +
+ |fnm(yn) - f(yn>| + |f(yn) - f<g>| :

Wenn man n geniigend grofl nimmt, folgt |z, — y,| < 2|Z — g|. Man nehme §. > 0
derart, dass |z — y| < 30, impliziert |f,,, (2) — fu,.(¥)| < te. Auch nehme man n so

groB, dass |f(z) — f(z,)| < £ und |f(yn) — f(y)| < z&. Indem man m geniigend
groB nimmt, findet man |f(z,) — fn,. (z.)] < t& und |fy, (Yn) — f(ya)] < i€

neN

5. Gleichmiflige Konvergenz der Teilfolge. Die gleichméfiige Konvergenz von
{fam Y men auf K folgt aus der Kompaktheit von K: Wenn f,,, nicht gleichméBig
konvergiert, dann gibt es g > 0 und eine Teilfolge n,,, mit z;, € K und

| frm, (21) = f@1)] > & fiir k € N.

Die Folge {z},.y hat eine konvergente Teilfolge, sage x, — Z. Sei {Tn}, oy C T
eine Folge mit z,, — z. Man findet

€ < <

g, (@) = ()
fnmkz (xke> - fnmke (in)

<

_|_

fnmk.(Z (in) - f('fjn)

+ 1S (@) = S, -

Die rechte Seite bekommt man so klein wie man mochte und damit einen Wider-
spruch: Fiir ¢ und n gentigend grof8 folgt, dass |z, — Z,| gentigend klein ist und

dann kann man wegen gleichgradiger Stetigkeit ’ Frrmy, (Tk) = frn, ()] < €0 und
{4 4
| f(Zn) — f(zk,)| < 30 erreichen. Fiir £ geniigend groB, hat man schlussendlich auch

fnmke (@) — f(Zn)| < %50~ u
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12.3 Ein vereinfachter Existenzsatz

Fiir den Satz von Picard-Lindelof hat man das Anfangswertproblem
{ a'(t) = f(t, x(t))

z(a) = xg

umgewandelt in eine Integralgleichung

x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds.

Weil wir nicht annehmen wollen, dass f differenzierbar oder Lipschitz-stetig ist und nur
Stetigkeit voraussetzen, wird Konvergenz einer approximierenden Folge von Losungen
etwas komplizierter. Eine Konvergenz wie beim Satz von Picard-Lindeldf zu einer eindeu-
tigen Losung ist sogar unmoglich denn es gibt im Allgemeinen keine eindeutige Losung.

Beispiel 12.6 Das Anfangswertproblem x'(t) = /x(t) mit x(0) = 0 hat mindestens drei
Losungen, ndamlich firt > 0:

Man kann sogar kreativ werden und zeigen, dass alle Losungen dieser Differentialgleichung
neben x(t) = 0 wie folgt sind:

2

o) = + (g max (0, ¢ — c))

Nimmt man ¢ > 0 dann ist sogar der Anfangswert erfillt.

Abbildung 12.1: Einige Losungen des Anfangswertproblems aus Beispiel [12.0

Die oben genannte Schwierigkeit kann man iiberwinden durch Anwendung des Fix-
punksatzes von Schauder oder durch eine besondere Wahl einer approximierenden Folge.
Wir folgen diesem zweiten Ansatz, den man auch findet im Buch von Walter [5].
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Proposition 12.7 Seixy € R und sei f : [a,b] xR — R stetig und beschrankt. Dann exis-
tiert mindestens eine stetig differenzierbare Funktion x : [a,b] — R mit 2/(t) = f (¢, x(t))
und x(a) = xq.

Bemerkung 12.7.1 Schaut man den folgenden Beweis genau an, dann sieht man, dass
er nicht konstruktiv ist. Man findet die Existenz einer approzimierenden Folge, jedoch kei-
ne explizite approximierende Folge. Fiir die meisten konkreten Beispiele kann man zeigen,
dass die Folge in konvergiert. Im Allgemeinen hat man aber nur die Konvergenz
einer Teilfolge.

Beweis. Wir definieren fiir n € N die Funktionen

z,(t) = xo,

xo(t) = x0 + fatf (s,xn (s - %)) ds.

Bemerke, dass ,(t) auf [a,a+ ] definiert ist durch

(12.3)

za(t) = xo +/ f(s,x0)ds,

und auf (a + %, a+ %] durch

a+1l/n t
T, (t) = 2 + / f(s,x0)ds + / f (s,xn(s - %)) ds,
a 1/n
WO Ty (5 — %) schon bekannt ist. Usw. Es bedeutet, dass z,, eindeutig definiert ist auf [a, b].
Weil f beschrinkt ist, sagen wir |f| < M, folgt
|20 ()] < 2] + M (b—a) = C
und

|n(t1) — @a(te)] < < Mty —tof.

/t2 f (5,2a(s — 1)) ds

t1

Also ist {z,},, beschréinkt und gleichgradig stetig auf [a, b]. Das Theorem von Arzela-
Ascoli liefert uns eine gleichméBig konvergente Teilfolge {z,, },-,. Nennen wir den Limes
z, dann gilt also

lim sup |z, (t) —2(t)] =0.

k—00 4¢(a,b]
Weil
to (= 2) =2 0] < fow (t= L) =20, O] + om0 -2 0] <
< Mo la, (8) — 2 ()]
gilt auch
lim sup |z, (t - T%) - i:(t)‘ = 0.
k=00 4c(a,b] 4§

Weil auerdem f gleichméBig stetig ist auf [a, b] x [—C, C], darf man Integral und Grenz-
wert vertauschen und es folgt, dass

B (1) = lim 2, (t) = lim (x0+/atf (s,xnk(s— n—l,)) ds)

k—o0

¢
:x0+/ lim f(s,xnk(s—é)> ds =

k—oo

=2 —i—/tf (s,ljirgoxnk(s - i)) ds = xo—l—/tf(s,:i"(s))ds.
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Die Stetigkeit von & und f zeigt, dass s — f (s, Z(s)) stetig und dass t — fat f(s,2(s))ds
stetig differenzierbar ist. Dann ist auch z stetig differenzierbar und z erfiillt das Anfangs-
wertproblem. n

Eine Bedingung, die wir noch los werden mochten, ist die Beschranktheit von f auf
[a,b] x R.

12.4 Existenz nach Peano

Theorem 12.8 Nehmen wir R = [a,b] X [¢,d] mit a,b,c,d € R. Sei f: [a,b] X [c,d] — R
stetig und sei a < tg < b und ¢ < xy < d.

1. Dann hat
{ 2'(t) = f(t,z(1)) (12.4)

mindestens eine Losung x : [t_,t,] — R mit t_ <ty < t,.

2. Jede Losung von kann fortgesetzt werden bis auf den Rand von |a,b] X [c,d].
Das heifit, wenn x : (t_,ty) — R eine Liosung ist mit (t_,ty) maximal, dann ist
x:[t_,ty] — R eine Losung und es gilt:

d;

o t. =0boderx(ty)=c oderx(ty)=d.

et =aoderx(t_)=c oderx(t_)

Bemerkung 12.8.1 Dieses Ergebnis ldsst sich auch tibertragen auf das Anfangswertpro-
blem fiir Systeme von Differentialgleichungen.:

{ F(t) = :(t, Z(t)) (12.5)

Beweis. 1. Wir definieren f : [a,b] x R — R durch
f(t,e) firz <c,
ft,z)=< f(t,z) firc<az<d,
f(t,d) fird< x.

Dann ist f stetig und beschriinkt auf dem Streifen [a,b] x R und wir kénnen Proposition
12.7| verwenden. Wir finden eine Losung  : [a,b] — R von

{ 2/(t) = [ (t, () (12.6)

(L’(to) = Z9-
Setzen wir M := max {|f (¢, z)|; (t,x) € R} so folgt ‘f(t, j(t))‘ < M und
|Z(t) — zo| < M (t —to).
So lange ¢ < xg £ M (t —ty) < d gilt, also fiir

1
[t —to] < Mmin (d — xg, 20 — ), (12.7)
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gilt #(t) € [¢,d] und auch f (¢, z(t)) = f (t,z(t)). So ist & eine Losung von (12.4) fiir ¢ wie
in (12.7).

2. Wenn z : (t_,t;) — R eine Losung ist, dann kann man wie im Beweis von Theorem
zeigen, dass limy ), o (t—) und limyy,, « (t4) existieren. Dies bedeutet, dass die Losung
erweiterbar ist auf [t_,¢,]. Auch kann man, wie im Beweis von Theorem [7.1] zeigen, dass
wenn (t_,z (t_)) € R° oder wenn (t;,x (t1)) € R° ein neues Randwertproblem l6sen kann,
welche Losung die jetzige Losung x fortsetzen kann. Dieser Teil des Beweises von Theorem
braucht nur die gleichméflige Stetigkeit von f und nicht die Lipschitz-Bedingung. =

Beispiel 12.9 Dieses Beispiel kommt aus dem Buch von Walter [5] und zeigt wieso wir
beim Beweis von Proposition[12.7] nicht die Approzimationsfolge von Picard-Lindeldf ver-
wenden kénnen. Betrachte

(12.8)

{ 2'(t) = 2t — 2y/max (z (), 0)
z(0) = 0.

Wenn wir die Picard-Iteration verwenden: Fir

{ 2'(t) = f(t,x(t))

z(0) =0
ist die .
zo(t) = x(to) und x,11(t) = x(to) +/ f(s,zn(s))ds,

folgt

l‘o(t) = 0,

x1(t) = f(f 2sds = t2,

zo(t) = fot <23 — 2\/?) ds =0,

z3(t) = fg 2sds = 12,

Man findet x9,(t) = 0 und o,y 1(t) = 2. Die Funktionenfolge konvergiert micht. Man
kann konvergente Teilfolgen nehmen und wiirde zwei Grenzfunktionen finden:

Toon(t) = 12 und o0 2(t) = 0.

Man zeigt sofort, dass diese Funktionen beide keine Losung geben.
Das Theorem von Peano gibt uns trotzdem die Fxistenz von mindestens einer Losung.
Wenn man x(t) = ct? versucht mit ¢ > 0, dann findet man fir t > 0, dass

2'(t) = 2ct und 2t — 2v/max (z (¢),0) =2 (1 — /) t.

Lést man ¢ =1 — /¢, dann folgt fiir t > 0 die Losung
1
x(t) = = (3 - \/5) 2.

Auf dhnlicher Art findet man eine Formel fiir eine Lisung auf (—oo,0]. Man kann beide
Formeln kombinieren zu einer Losung auf R:

(t) = {

(3—V5)t* firt >0,
(3+5) 2 firt<o0.

M= N
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Man kann sogar zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Erstens soll man bemerken,
dass eine Losung nicht negativ werden kann. Denn wenn x(t) < 0 auf (t1,t2) mit 0 <
t1 < to, dann gilt x'(t) = 2t und ist x streng monoton wachsend und das passt nicht zu
x(0) = 0. Nehmen wir an es gibt zwei positive Lisungen xy und xo mit x1(t1) = x2(t1)
und x1(t) > xo(t) auf (t1,t2). Weil x — f(t,x) = 2t — 24/max (z,0) streng fallend ist fir
x>0, gilt

0 < @q(te) — 22(ta) =

=x1(t1) + / 2 f(s,z1(s))ds — xa(ty) — /t 2 f(s,22(s8))ds =

t1

= [ (lsni(s) = Flsaas))ds <0,

t1

einen Widerspruch.

Wenn aus der Vorlesung Funktionalanalysis der Fixpunktsatz von Schauder bekannt
ist, wird der Beweis des Theorems von Peano viel einfacher. Vollstandigkeitshalber bringen
wir diesen Satz.

Theorem 12.10 (Fixpunktsatz von Schauder) Sei D eine abgeschlossene konveze
Menge eines Banachraumes B und set T : D — B ein stetiger und kompakter Opera-
tor mit T'(D) C D. Dann hat T mindestens einen Fizpunkt in D.



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 13

Randwertprobleme

13.1 Beispiele

Wirft man einen Schneeball so setzt man einen Anfangswert fiir Position und Geschwin-
digkeit und man mochte eine bestimmte Stelle in einiger Entfernung treffen. Das bedeutet,
man mochte zwei Anfangswerte und einen Endwert festlegen. Vereinfacht man die Rei-
bungskrifte bei der Bewegung durch die Luft indem man sie linear ansetzt, dann kann
man noch einiges explizit berechnen. So bald aber nicht-lineare Termen erscheinen, kann
man meistens explizite Losungsformeln vergessen. Als Grundregel kann man sich aber
merken, dass generisch folgendes gilt: eine Differentialgleichung n-ter Ordnung braucht n
unabhéngige Bedingungen um hochstens eine Losung zu haben. Eine Bedingung fiir die
Existenz von mindestens einer Losung kann man so allgemein nicht geben.

Beispiel 13.1 Wir betrachten

Weil die Differentialgleichung linear ist mit konstanten Termen, kann man alle Losungen
explizit berechnen:

u(t) = ¢y sint + ¢y cost + 3e'.

Die Randbedingungen geben

0=u(0) =cy+ 1 = =-3,

_ _ 3 _ 1 1.7 _ cosT—e”
0=u(T)=csinT —5cosT + 3¢ = c1 =% —.

Das letzte gibt ein Problem wenn T = km fiir k € NT. Dann gibt es keine Losung. Jede
Lésung u der Differentialgleichung mit uw(0) = 0 erfillt die Bedingung u(m) = % (e™ — 1).
Siehe die ndchste Abbildung.

109
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Beispiel 13.2 Losungen fiir das nicht-lineare Rand-
wertproblem

v"(t) =2 +v(t)?,
{ v(0) =0 und v(T) =0

kann man nicht nur nicht mehr durch eine Formel
darstellen sondern fir T > 1.85... gibt es sie diber-
haupt nicht mehr. Leicht lisst sich diese Behauptung
nicht beweisen. Betrachtet man die numerisch appro-
ximierten Losungen des Anfangswertproblems

dann ist diese Behauptung glaubwiirdig. Die Nicht-
linearitat sorgt dafir, dass v" sehr gross wird, wenn
v grofS wird. Das fihrt dazu, dass fir « sehr negativ,
die Losung, nachdem sie hinuntergeschossen wurde,
sogar besonders schnell wieder hochklettert.

Mit diesen beiden Beispielen sollte es klar sein, dass man fiir Randwertprobleme nicht
einen so allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz formulieren kann wie fiir Anfangs-
wertprobleme. Wir werden uns fast immer beschranken auf Randwertprobleme fiir Differ-
entialgleichungen zweiter Ordnung.

13.2 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung
Die allgemeine Version eines solches Randwertproblems ist

u" () + r(z)u(x) + q(x)u(z) = f (z) fir z € (a,b),
aju(a) + agu/(a) + asu(b) + agu'(b) = n, (13.1)
Bru(d) + Byt (b) + Bau(a) + Buu'(a) = €.

Prézise gesagt: die Funktionen f, ¢, r : (a,b) — R sind vorgegeben wie auch die Konstan-
ten oy, B, fiir e = 1,...,4 und n, . Die Funktion u wird gesucht. Spezifische Randwert-
bedingungen sind:
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e Dirichlet: u(a) = n und u(b) = &.
e Neumann: «'(a) =n und v/ (b) = ¢&.
e Robin: aju(a) + asu/(a) = n und Biu(b) + Gyt (b) = € mit ayae # 0 und 5,5, # 0.

e Periodische: u(a) — u(b) = 0 und u/(a) — v/(b) = 0.

Oft werden nur homogene Randwerte betrachtet. Das heifit, man setzt n = £ = 0. Das
solches kaum einen Verlust der Allgemeinheit bedeutet, sieht man wie folgt. Man nehme
eine beliebige zweimal differenzierbare Funktion w mit der einzigen Einschrankung, dass
w beide Randbedingungen erfiillen sollte:

ajw(a) + asw'(a) + azw(b) + agw'(b) = n,
Brw(b) + Bow'(b) + Baw(a) + Byw'(a) = &.

Setz man nun 4 = u — w, dann hat man statt (13.1) das folgende Randwertproblem

bekommen: 3
u' (z) +r(z)d(z) + g(z)u(z) = f (z) fir z € (a,b),
a1t(a) + agt'(a) + ast(b) + as@'(b) = 0, (13.2)
Bya(b) + Byt (b) + Bati(a) + Byt (a) = 0,
mit

f(x) = f(z) =" () — r(z)w'(z) — g(z)w(z).

13.3 Sturmsche Randwertaufgaben

Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) hat sich den folgenden Typ genauer ange-

schaut:
i (p(@) (2)) + g(z)u(z) = f (2) fiir 2 € (a,b),
au(a) + asu'(a) = n, (13.3)
Bru(b) + Byu/ (b) = €.

mit den folgenden Annahmen.
Bedingung 13.3 (Fiir das Sturmsche Randwertproblem)
e g€ (Cla,b,
o pc Cla,b| ist positiv: p(x) > 0 fiir x € [a,b),
o a?+a2+#£0 und 32+ B2 #0.
Die Aufgabe ist:

Fiir f € C'[a,b] und n,¢ € R suche man eine Losung u € C? [a, b].

Die Sturmsche Randwertaufgabe (13.3|) enthélt Problem (13.1)) fiir die ersten drei

Typen von Randwerten. Denn es gilt

Ldi <p($)u/ (2)) + q(z)u(z) = U//(x) n P (z) u/(a;) 4 @u<x>

p(x) dx
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und wenn man % ,((:)) = r(x) und ;’% = §(x) lost, sind beide Differentialgleichungen inein-

ander zu iiberfithren. Man kann diese beiden letzten Gleichungen 16sen durch

ple) = 5 T und g(z) = (z)els O,
Den Vorteil der Schreibweise in ((13.3) wird man spéter sehen.
Definiert man den Differentialoperator L : C? [a,b] — C'[a,b] durch

(L) (2) = -

dann findet man die folgende Identitét.

(p(x)u’ (x)) + g(x)u(z), (13.4)

Lemma 13.4 (Lagrange-Identitét) Sei L wie in . Dann folgt
vLu —ulv = (p (u'v — w')) . (13.5)

Dieses Ergebnis lésst sich leicht kontrollieren. Wenn Lu = 0 und Lv = 0 gilt, folgt,
dass die Funktion z — p(z) (v/(z)v(z) — u(x)v'(x)) konstant ist.
Wir definieren auch die Randoperatoren R, : C?[a,b] — R und R, : C*[a,b] — R
durch
Rou = aqu(a) + v/ (a),

R,yu = Byu(b) + Byu’(b).

Theorem 13.5 (Eindeutigkeit) Sei L definiert in mit p € C'[a,b] positiv und
q € Cla,b]. Wenn {uy,us} zwei unabhingige Losungen von Lu =0 sind und

Rzul R[UQ
det ( R Rous ) 0, (13.7)

(13.6)

dann hat fiir jedes f € C'la,b] und n,& € R hichstens eine Losung u € C*[a, ).

Bemerkung 13.5.1 Der Differentialoperator L ist linear von Ordnung zwei. Das be-
deutet, dass Lu = 0 zwei unabhc‘ingz’geﬂ Lésungen uy, ug hat. Man nennt {uy,us} ein
Fundamentalsystem fiir Lu = 0. Fiir jede Losung u von Lu = 0 g¢ibt es zwei Konstanten
c1,c € R derart, dass

u(z) = cyus(x) + cous(z) fir x € [a,b].

Beweis. Sei u* € C?[a,b] eine solche Losung. Die allgemeine Losung von Lu = f kann
man dann schreiben als

u(z) = u*(z) + crug(z) + cous(x).

Wenn diese Funktion das Randwertproblem 16st, dann folgt, dass
n o Rgu . R[LL* + cleul + CQR[UQ o
f N Rru N Rru* + Cerul + CQRTUQ N

ou* n Royuy  Ryus 1 _
Pu” Ry Ryus Ca n

R
R.u
(") 4 Ryur  Ryus c1
5 RTUI Rruz CQ '
Weil (13.7)) gilt, folgt ¢; = co = 0. ]
'Die Funktionenmenge {u1, u, ..., un} heift unabhingig, wenn aus > ., c;u;(x) = 0 folgt ¢; = 0 fiir

allei € {1,2,...,m}.
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13.4 Greensche Funktion fiir die Sturmsche Rand-
wertaufgabe

Theorem 13.6 (Existenz) Sei L definiert in mit p € C'[a,b] positiv und q €
C'la,b] und sei Ry, R, definiert in . Sei up, beziehungsweise u,, eine nicht-triviale
Lésung von

Lu=0in (a,b), : : Lu=0 in (a,b),
{ Ryu = 0, beziehungsweise { Rou=0, (13.8)
Wenn {u,,us} unabhingig sind, ist
ue()ur (y) fira<w<y<b,
p(y)W (y)
Gla,y) = @uely) (13.9)
Up\ T )UeY ..
fira<y<ax<b.
p(y)W (y)
mit W(y) = we(y)u,(y) — uy(y)u,(y) wohldefiniert und ist
b
ule) = [ G (w0) Flw)dy (13.10)

mit f € C'|a,b] eine Losung von

Lu={fin (a.1),
{ Rou =0 und R,u = 0. (13.11)

Bemerkung 13.6.1 Die Funktion G : [a,b]° — R heift die Greensche Funktion fiir

@Z1D).

Bemerkung 13.6.2 Diese Methode kann man erweitern fiir allgemeinere lineare Rand-
wertprobleme. Die Funktion y — p(y)W (y) ist konstant fir die Sturmsche Randwertauf-

gabe wegen (13.5).

Beweis. Die Funktionen wu, und u, kann man finden als Losung eines Anfangswertpro-
blems. Zum Beispiel sei u, die Losung von

{ i (P (@) + g(x)u(z) = 0 fiir @ € (a,), (13.12)

u(a) = ag und v'(a) = —ay.
Dieses Anfangswertproblem hat eine eindeutige Losung u, und es gilt
Ryup = ayug(a) + aguy(a) = 0.

Weil of + a2 # 0 ist u, nicht trivial.
Weil angenommen ist, dass {u,,u,} unabhéngig ist, ist fiir jedes y € [a,b] und jede
c1, co € R die Losung vom Anfangswertproblem

L (p(x)u (x z)u(x) =0 fiir x € (a
{ w 5(1/)))35 3n<(1 Bu(y)o_f e, € (@0, (13.13)

zu schreiben als u, (x) = y,us(z) + vou, (). Das heifit, das Gleichungssystem

(ut ) () = (et ) = (2)
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kann man fiir jede 7, v, l6sen. Es folgt, dass uy(y)u,(y) — we(y)u..(y) # 0 gilt fiir alle y.
Weil zusatzlich gilt, dass

limG (z,y) = hmG(:p v),

ylz

ist die Greensche Funktion sogar stetig auf [a, b]>.
Dass man nun tatséchlich eine Losung des Randwertproblems findet, folgt durch di-
rektes Rechnen. Das ist zwar nicht besonders elegant aber sehr effektiv. Man hat

d [ [P g /e ,
- (/a Gz, y)f(y )dy> - (/a teehelt) (o )dy—l—/ sl £ (y )dy)

T b
= (o) o -+ o) o)+ ) [ e ) — o) s o)

T b
o ul (z)ue(y up(z)ur(y)
= [ s [ i

L(/f bG<-,y>f<y>dy) (x) =
= (v [ ) + 1 (vt | b e 1)y ) + ato) [ G ) f )iy
= ((p@)u @) + gl@yun(x)) / ") )yt p(a ) (n) L f(2) +

Weiter gilt

b
+ ()i +atyue)) [ 58 1)y — ployi(o) ek o)

T b
u U (@) (we (@) u (2) —up (x)ur (2)
= (Luy) (x)/a p(yfég)(y)f(y)dy + (Lue) (x)/m p(y)é[l//zy)f@)dy + 5 (v p(x)w(x)é )f<x) =
=0+0+ f(x).
Die Randbedingungen sind erfiillt:
' ' (a) ’ (@)ur(y)
re ([ Glasiy) =an [ 5k sy +an [ 4 p()ay

b
= (na(a) +ci(a)) [ 5 1wy =0,

Ahnliches gilt fiir R, < f G( dy) [ ]

Beispiel 13.7 Wir betrachten

u'(z) = f(z) firz e (=1,1),
u(—1) = 0, (13.14)
u(l) =0.

Man nehme ug(x) = 1+x und u,(x) = 1 —x. Diese Funktionen sind nicht trivial, erfillen
die homogene Differentialgleichung und die zugehérige Randbedingung. Es folgt

W(x) = ue(x)u,(z) — up(z)u(x) = (1+2). —1—(1—2).1= -2

T
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und die Greensche Funktion wird

G(x,y)z{ -

(1+2)(1—y) fir —1<z<y<l,

(1-2)(1+y) fir —1<y<az<l. (13.15)

N N

Man ,sieht” diese Greensche Funktion wenn man Wische aufhdngt. Die Gewichtsdichte
f st durch die Wischeklammer an einem Punkt y konzentriert und die ,Lésung” ist die
Funktion x — G(x,y).

-1 0 1
x

Abbildung 13.1: Die Greensche Funktion fiir Beispiel [13.7 als Wischeleine. Links x —
G (z,y) fir drei verschiedene y und rechts (x,y) — G (z,y).

Beispiel 13.8 Wir betrachten nochmals

u'(x) = f(x) firee(=1,1),
u(—1) =0,
u(l) =0.

Versuchen wir zu Fuf$ eine Losung zu finden: Integrieren liefert:

ww) =t [ fs

u(x) =+ o+ /j </_t1 f(s)ds) dt.

Die Randbedingungen sind erfillt, wenn

1 ¢
0= —c; + ¢ undcl—i-cz—i-/ (/ f(s)ds) dt = 0.
1 \J-1

Man berechnet ¢1 und co und findet, dass die Losung wie folgt ist:

u(@) = —1 (1+2) /_11 (/_tl f(s)ds) dt + /_1 (/_tl f(s)ds> dt.

Diese Formel kann man vereinfachen mit partielle Integration.:

[ ([ o) = [ 5 (a=o [ soas)ae= [ ¢ o=

-/ "o — 1) f(0)de

-1
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Es folgt

xT

u(a:):—%(l—irx)/_ (1—t)f(t)dt—|—/ (x —1t) f(t)dt

1 -1

I/I (—%(1+x)(1—t)+<x—t))f(t)dt+/ — L (L) (1—1t) f(t)dt

-1

1
—/ G(z,t)f(t)dt
-1
mit G (z,t) als in [13.15).

13.5 Regularitit

Die dritte Bedingung von Hadamard fiir ein wohldefiniertes Problem ist, dass die Losung
stetig vom Problem abhéngt. Das heifit, &ndert man das Problem ein wenig, dndert sich
auch die Losung nur wenig. Fiir eine genaue Formulierung brauchen wir die passenden
Funktionenrdume.

Die stetige Funktionen C'[a, b] werden mit ||-||_, definiert durch

[ flloe = max{[f(z)[;x € [a,b]}

ein normierter Vektorraum (C [a, ], ||-|| ). Der normierte Vektorraum (C'[a,b], ||||,) ist
sogar ein Banachraum: Cauchy-Folgen sind konvergent. Ubrigens schreibt man oft statt

o auch [l ogq,z-
Sei k € N*. Die Funktionenmenge C* [a, b] wird ein Banachraum, wenn man die Norm
||'||Ck[a b’ definiert durch

k
1 leran = 2 1P N
m=0

verwendet.
Mit Hilfe der Greenschen Funktuin G aus ((13.9)) kann man den Greenschen Operator
G : Cla,b] — C?*|a,b] definieren:

b
G0 (@) = [ Gle.y) fy)dy tir £ € Clat.
Das néchste Ergebnis zeigt, dass dieser Losungsoperator G sogar beschrinkt ist.

Theorem 13.9 (Regularitit) Sei L, R, und R, wie in Theorem . Dann gibt es
C > 0 derart, dass folgendes gilt. Sei f € C'[a,b]. Fir die Losung u = Gf von

Lu=f in (a0),
{ Ryu =0 und R,u =0, (13.16)

folgt
Hu“c2[a,b] <C ”fHC[a,b] :

Bemerkung 13.9.1 Weil linear ist gilt fir fi, fo € Cla,b] und die zugehirigen
Lésungen uy,us, dass

lur = uzllczp ) < C L = follogy -
Dies gibt die Stetigkeit der Losung beziiglich f.
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Beweis. Dieses Resultat folgt direkt aus (13.10) und dem Beweis von Theorem [13.6}

lu(z)| < /|ny Yy < / Gyl 1l < e Ifll.

() < |2 / G(x,y)f(y)dy‘ </ %G(ac,y)f(y)dy] <
b
< / 12G ()| dy |l < e Ifle.
9 b b 9 1
ol < @) G(w,y)f(y)dy‘ - [ @® G ) Fy + s (0
2)? I co+c
< ([@rewn|at )l < @+elil.

Man achte darauf, dass die Ableitungen von G (z,y) fiir x = y nicht existieren, und dass
die Integrale da uneigentlich sind. Auflerhalb existieren die Ableitungen und sind sogar
beschriankt. Die Konstanten ¢; gibt es also und man nehme C = ¢y + ¢1 + ¢2 + ¢,. [ |

13.6 Greensche Funktionen fiir allgemeine Randwert-
aufgaben

Betrachte das Randwertproblem

{ L :R{Lii é:l’b)’ (13.17)
wo L ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung ist:
(Lu) (2) = an(2)u™(2) 4+ an_1(@)u" V() + - - - + ao(x)u(x) (13.18)
mit a, € C'|a,b] und a,(z) > 0, und wo R = (Ry, ..., R,) lineare Randoperatoren sind:
n—1 n—1
Riu = Rfu + Riu = Z ca7,~7ku(k)(a) + Z cb,i,ku(k)(b). (13.19)
k=0 =

Wenn

{ Lu=0in (a,b), (13.20)

Ru =0,

nur die triviale Losung hat, dann kann man eine Greensche Funktion konstruieren.

Algorithmus 13.10 Fiir y € (a,b) berechne man die vom Parameter y abhingige
Funktion z — g, (z) mit folgenden Eigenschaften:

2. Rg, =0,

3. lim(ﬁ)kgy( )—hm((%) gy(x) =0 fir k€ {0,1,...,n —2},

oty 07 zly
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1

4. lim (a%)n_

. n—1
s gy (x) — lim (%) gy (x) = anl(y) .

zly

Bemerkung 13.10.1 Um g, zu finden, misste man Lg, = 0 auf [a,y] und auf [y, b]
losen. Fiir diese zwei Losungen g, und gy, héitte man dann insgesamt n Randbedingungen
aus 2, n — 1 Randbedingungen aus 3, und eine aus 4. Zwei Losungen mit n + (n — 1) +
1 = 2n Randbedingungen kénnte passen fiir zwei eindeutige Losungen g, und g,, dieser
Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Die lineare Differentialgleichung Lu = 0 hat ein Fundamentalsystem {uy, ..., u,}. Das
bedeutet, dass die Losungen von Lg, (z) = 0 fiir  # y zu schreiben sind als

el ouy (z) + b ug (2) + -+ ¢y, (2) fiir o € [a,y),
gy($):{ Lyt (7) 4 &5 yus (x) yUn (2) [a,y) (13.21)

i ur () + chu () + -+ + ¢, up (1) fiir o € (y,b].

Die Bedingung Rg, = 0 gibt n Gleichungen und die Eigenschaften in 3 und 4 geben
nochmals n lineare Gleichungen fiir die 2n Konstanten ¢f, und ¢ :

Riuy ... Rlu, Riuy, ...  Ru, cf, 0

Rlwy ... Rlu, RIuy o RI'uy, S

wu(y) oo ua(y) —ui(y) . —ua(y) A, | :

( 1) ( E1 ( E1) ( 51) : !
w' ) e w ) T (y) e e () Gy )

Diese linearen Gleichungen haben entweder genau eine Losung oder das homogene Pro-
blem hat eine nicht-triviale Losung. Das letztere ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
(13.20) nur die triviale Losung hat. Mit dieser Annahme gibt es also fiir jedes y € (a,b)
genau eine Losung g,(x). Weil die Eintrége in der Matrix mindestens stetig differenzierbar
sind als Funktion von vy, ist die inverse Matrix auch stetig differenzierbar und es folgt aus
der Stetigkeit von y — a,(y)™!, dass die Konstanten ¢, und cﬁy stetig von y abhédngen.
Dann ist (z,y) — g,(z) : [a, b]> — R eine stetige Funktion und sogar gleichmiBig stetig
weil [a,b)” kompakt ist. Wir setzen

G (z,y) = gy(7),

und zeigen, dass GG die passende Greensche Funktion ist:
Aus Eigenschaft 3. folgt mit Induktion, dass fiir £ <n — 1:

(2)" | Gla.y)fly)dy = %/ (2)7 G, y) f(y)dy =

QJlQ.)

& ([ B s+ [ (@) cwansma) -
—tin () 660) 1@ + [ (8)" Gl f)dy +
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Aus Eigenschaft 4. folgt dhnlich

(%)"LbG(x,y)f(y)dy =2 [ (&) Gy fy)dy =
~tim ()" Gla) F@) + [ ()" Glan oy +

n—1 b n
— 1im ((2)" G(z,y)) f(@) + / (5:)" G, 9)f(y)dy =

ylz
1 N
— @+ [ () G (13.2)
CLn(I) a
wobei dieser Intregral uneigentlich ist in y. Weil g,(x) die Form in (13.21f) hat, ist die
Funktion z — (@)k G(z,y) fiir k < n—1 stetig auf [a,b] und ist 2 — (2)" G(z,y) stetig

oz oz
auf [a, b] mit Ausnahme eines Sprungs in y.

Zusammengefasst: Ableitungen von Grad bis einschlieflich n — 1 kann man durch das
Integralzeichen schieben und die Ableitung von Grad n liefert zusétzlich einen extra Term.

Kombiniert man ((13.22113.23]) mit ([13.18)), dann folgt
b b
L[ s = 1@+ [ 16w = 1.

Weil R hochstens (n — 1)-te Ableitungen enthélt, folgt auch

R / G, y) f(y)dy = / RG(x, ) f(y)dy = 0.

Die Funktion z +— fa G(z,y)f(y)dy ist so eine Losung vom Randwertproblem (|13.17)).

Theorem 13.11 Seien L und R wie in und . Wenn das homogene Rand-
wertsystem nur die triviale Losung hat, dann hat fiir jedes f € C[a,b]
genau eine Losung u € C™ [a,b]. Auflerdem gibt es C > 0 derart, dass fiir jedes f € C'[a, D]
die Losung u die folgende Abschdtzung erfillt:

||u||C’n[a,b] <C ||f||0[a,b} :

Bemerkung 13.11.1 Wenn die Annahmen erfillt sind, hat man die drei Figenschaf-
ten von Hadamard fiir ein wohldefiniertes Problem: Fxistenz, Findeutigkeit und Stetigkeit
beziiglich f.

Beweis. Die Greenschen Funktion die oben konstruiert worden ist, gibt die Existenz einer
Losung. Aus und folgt sogar, dass fiir diese Losung gilt v € C™ [a, b].
Wenn es mehrere Losungen gibt zu dem gleichen f, sagen wir u; und wusy, dann ist
U1 — Uy eine nicht-triviale Losung der homogenen Gleichung und das ist ein Widerspruch
zu der Annahme.
Die Abschétzung folgt aus der Darstellung mit der Greenschen Funktion und

b

O m{a;g} (%)kG(x,y)’ dy fir k <n-—1
rEla

Cpn = max( / ‘ (m,y)‘dy)
z€la,b]

Man sollte bemerken, dass die Integralen fir ¢ mit k € {n — 1,n} uneigentlich sind: an
der Stelle y = x sind sie nicht definiert. [ ]
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 14

Nicht-lineare Randwertprobleme

14.1 Losungen durch Schieflen

.

Abbildung 14.1: Militdrischer Satz: Wenn man zu weit und zu kurz schieflen kann, dann
kann man auch treffen.

Betrachten wir fiir f € C' ([0, /] ,R x R) das nicht-lineare Randwertproblem
on _ ’ ..
{ ' (z) = f(z,u(x),u (x)) fir x € (0,0), (14.1)

Theorem 14.1 Sei f wie oben und sei [a,b] € R derart, dass die Lisung ug vom An-
fangswertproblem

{10 = Jnuitte) fir o< 0.0, (14.2)

fiir jede 0 € [a,b] beschrankt ist auf [0, (], und dass auferdem gilt
ua(€) < 0 < up(l) oder uy(f) < 0 < ug().
Dann gibt es ein 6 € (a,b) mit ug(¢) = 0.

121
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In diese Abbildung wird das Randwertproblem

{ —u"(z) = (1 = u(2)* — v'(x)) (COS( )+ 1)
u(0) =0 und u(4) =

betrachtet. Eine Funktion 16st die Differentialglei-
| chung mit Anfangswerten «(0) = 0 und «'(0) = 6;
eine zweite mit ¥(0) = 0 und v/(0) = —1.

Abbildung 14.2: Anwendung der stetigen Abhdngigkeit der Anfangswerte.

Beweis. Fiir f € C'([0,/],R x R) und Losungen uy von (14.2) mit Existenzinterval
(T,7,T;7) D [0, 4] existiert

M = max {||(ug(x), ug(x))||;x € [0,£] und 6 € [a,b]} .

Dann ist

of
L= 1+ =
max{ +’8u (x,u,v)| +

L (o] € 0.0 o)) < 0}

eine Lipschitz-Konstante fiir

Wegen Korollar gilt

o)== (570 )|
(ZZE ;—ZEE § ) = e |6, — 6,

und es folgt, dass 0 — wuy(¢) eine stetige Funktion ist. Der Zwischenwertsatz gibt das
gewiinschte Ergebnis. ]

14.2 Losungen zwischen Ober- und Unterlésungen

Betrachten wir fiir f € C* ([0,¢],R) das nicht-lineare Randwertproblem zweiter Ordnung:

u' (z) = f(z,u(z)) firz € (0,0),
{ u(0) = 0 und u(¢) = 0. (14.3)

Definition 14.2 Die Funktion v € C?[0,1] heifst eine Oberlisung fiir , wenn

v (z) = f(z,v(x)) firz e (0,0),
{ v(0) > 0 und v(€) > 0. (14.4)

Die Funktion w € C*0,1] heifit eine Unterldsung fiir , wenn

—w" (1‘) <f (x,w(:p)) fiir x € (O,E) ,
{ w(0) < 0 und w(f) < 0. (14.5)



14.2 Losungen zwischen Ober- und Unterl6sungen 123

In dieser Abbildung werden eine Ober-, eine
Unter- und eine Losung zum Randwertpro-

\ blenl
{_u(): (u(z) +1) (cos z — u(x))
(0) =0 und u(1) = 0.

dargestellt. Die Unterlésung ist w(z) = 7%7

die Oberlosung v(x) = cosz. Fiir die Lésung
gibt es keine explizite Formel.

Abbildung 14.3: Oberlosung oberhalb einer Unterlosung gibt eine Losung

Bemerkung 14.2.1 Wenn eine Funktion gleichzeitig Ober- und Unterldsung ist, dann
18t sie eine Ldsung.

Theorem 14.3 Wenn es eine Oberlosung v und eine Unterlosung w gibt fir , und
wenn w(z) < v(z) firz € (0,0), dann gibt es eine Losung u mit

w(x) <wu(z) <wv(z) firz e (0,0).
Beweis. 1. Man ersetzt f durch f*, das man definiert durch

flz,w(z)) fur s <w(z),

frlys) =9 fl,s)  firs € [w(z),v(@)],
fz,v(x)) fur s > v(x).

Diese Funktion erfiillt die folgende Lipschitz-Bedingung:
|f* (z,u1) — f*(x,u2)| < L|up — ugl fiir alle z € [0,¢] und v € R (14.6)

mit L = max{|a%f(x,u)| ;e €[00, ue [minxe[o,g} w(z), maxXgeo,q v(m)] }
Wir betrachten das Anfangswertproblem:

{ —u" () + Lu(z) = f* (z,u(z)) + Lu(z) fir z € (0,4),
u(0) =0 und u(f) =0

und bemerken, dass wegen ((14.6)) folgendes gilt:

Hilfslemma 14.3.1 Die Funktion u — f*(z,u) + Lu ist monoton wachsend fir jedes
x € [0,4].

2. Wegen Theorem [13.11] ist

—u" () + Lu(x) = g(x) fiir x € (0,¢),
{ u(0) = 0 und u(f) = 0 (14.7)

eindeutig 16sbar mit Hilfe einer Greenschen Funktion:

W (y)

—wlun @) g ) <y < p < 0,

——[()T() fur0<x< <£
— _y_7
W (y)

und

ug(x) = sinh (\/zx> ) u,(x) = sinh (\/Z (¢ — x)) .
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Es folgt
W(x) = det ( Z,K(I) ur(x) ) = —V/Lsinh <\/Z€> <0.

Wir finden, dass
G (z,y) > 0. (14.8)

Nennen wir den Losungsoperator Gy, also u = Gpg 16st (14.7)), und

¢
Grg(x) = / Gy (z,y) g(y)dy,
0
so gilt folgendes:
Hilfslemma 14.3.2 g > 0 auf [0, {] impliziert Grg > 0 auf [0, £].

3. Im dritten Schritt betrachten wir das Iterationsverfahren:

{ ZS: i Gr (f* (-,un) + Luy,) fiir n € N. (14.9)
Wir werden erst die folgende Behauptung zeigen.
Hilfslemma 14.3.3 w < u,, < v auf [0, ] impliziert w < u,+1 < v auf [0, /).
Wegen Hilfslemma erhélt der Operator G;, auch die Anordnung:
g1 < goauf [0,¢] = Grg1 < Grgs auf [0,/]. (14.10)
Man findet wegen u,, < v und der Annahme, dass v Oberlosung ist:

—tpyy (2) + Ltnga (2) = f" (2, un(2)) + Lun () <

< f(@0(@) + Lo(z) < —0" (z) + Lo(o).
Mit folgt

Uni1(z) = G (f" (-, un) + Luy,) ()
< Go(ff(hv)+ Lo (z) <

Diese letzte Formel kann man expliziter schreiben:

<
Gr (—v" + Lv) (z).

v(l)
Ug(f)

Die rechte Seite von ((14.11)) 16st ndmlich genau das Randwertproblem

) (@) -

Gr (—v" + Lv) (z) = v(z) — O

ug () (14.11)

—u" (x) + Lu(z) = —v" (x) + Lv(z) fiir z € (0,4),
u(0) = 0 und u(¢) =0,
und diese Losung ist eindeutig. Weil v(0), u,.(0), v(£), ue(¢) > 0 folgt

v(0) w (a
u,(0) "

Uni1(z) <wv(x) — ug (x) < w(z) fir z € [0,].

Auf dhnliche Art folgt u,41(x) > w(zx) fir z € [0, ].
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Hilfslemma 14.3.4 Wenn u,, eine Oberldsung ist, dann ist u, 1 eine Oberldsung.

Es gilt fiir x € [0, ¢], dass

1 (@) + Lt (2) = F* (2,0 (2)) + Lun(x) < () + L ().
Wie oben mit v ersetzt durch u, folgt
Uni1(2) < uy(z) fiir x € [0, /]
und dann auch
1 (@) + Lt (8) = £ (2100 (2)) + Litn() = F* (2, t001(2)) + Lt ().

Weil auch die Randbedingungen erfiillt sind, ist u,, 1 eine Oberlésung.

4. Als néchstes wird die Konvergenzfrage zu dieser Folge {uy}, .y beantwortet.

Hilfslemma 14.3.5 Die Folge {u,},-, ist konvergent in C* 0, (].

Fir jedes z € [0,1] ist {u,(x)},~, eine fallende nach unten durch w(z) beschrénkte

Folge in R. Dann existiert u,, definiert durch

Uso () = lm w,(z).

n—oo

Man schreibt [w,v] = {u € [0,4];w(z) < u(zr) < v(z) fir z € [0,¢]}. Weil u,, € [w,v] ist
die Folge {u,} gleichm&Big beschrinkt.

Fir u € [w,v] ist f(-,u) + Lu € C'[0,/] gleichméBig beschriankt, und weil (x,y) —
Gp (z,y) stetig ist, folgt, dass x — G (f (-,u) + Lu) () gleichgradig stetig ist fir u €
[w, v]. Insbesondere bedeutet das, dass {u,}, .y gleichgradig stetig ist.

Wegen Arzela-Ascoli gibt es eine gleichméBig konvergente Teilfolge w,, mit us(z) =
limy 00 Un,, () Wobel uy, stetig ist.

5. Zuletzt zeigen wir noch, dass u so ist, wie wir es haben wollen.
Hilfslemma 14.3.6 u, st eine Losung von .
Weil die u,, geordnet sind,
0(@) 2 100(@) 2 o Uy 1(1) 2 Uy (1) 2 1 (2) 2 - 2 gy, (1) = e 2 w0 (),

folgt sogar, dass lim,, ., u,(z) = limg_, e un, (z). Wegen der gleichméBigen Konvergenz
folgt auflerdem

o () = lim wy1(2) = i (Gof* (- n (1) + L () () =
= (G2 lim (" (un() + Lun () (@) = Go (F* () + L () ()
und 0 gilt use(0) = 0, use(f) = 0 und
W (2) 4 Luse (2) = £ (2, 100 (2)) + Luos ().
Weil weiter gilt, dass w(z) < limy o tn(2) = us(z) < v(z), folgt auch, dass
f* (@, 1s0(2) = f (1, (1))

Das heif3t, uy, ist eine Losung von ((14.3)). ]
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Bemerkung 14.3.1 Man hdtte auch ug = w nehmen konnen in . Man wiirde dann
eine wachsende Folge von Unterlosungen finden, die zu einer Losung u’, konvergieren wiir-
de. Man findet, dass u’ (z) < us(z) fiir x € [0,¢]. Beide Losungen sind nicht unbedingt
tdentisch.

Bemerkung 14.3.2 Diese Methode st viel allgemeiner anwendbar. Bei anderen Rand-
bedingungen wie zum Beispiel

uw(—1) =5 und u'(1) =11

kann man auch so vorgehen. Es fiihrt zu weit, hier eine genaue Beschreibung zu geben,
welche Maglichkeiten erlaubt sind und welche Ungleichungsrichtung zu welcher Randbe-
dingung fir Ober- und Unterlésungen passen wirde.

Beispiel 14.4 Betrachten wir

—u" () = cosx — (u(2))® fir x € (~1,1),
{ u(~1) = 0 und u(1) = 0. (14.12)

Die Funktion v(x) =1 erfillt

—v"(x) =0>cosz—1 und v(—-1) =v(l)=1>0
und die Funktion w(x) =0 erfillt

—w"(x) =0<cosz— 0 und w(—1) =v(1) =0 < 0.

Weil auch gilt, dass w(x) < v(zx), ist w eine Unterlésung unterhalb von v, und Theorem
liefert die Existenz einer Losung des Randwertproblems.

Beispiel 14.5 Fiir

—u"(x) =1 - (u(x))® firze(-1,1),
{ w(—1)=0und u(l) =0 (14.13)

konnen wir nun auf drei Arten herangehen.

1. Man kann versuchen, (formal) eine Losung zu berechnen: ]

—u" () o' (x) = /() — (u(@)) /' (2),

S50 o= ule) = Jua)”

e i) IR .
0 ZU + u3 | /’///
/ /

[/ f

Setzen wir | // / ‘
| :

I

v du :
B 0 23. \‘/‘//’/
2c—2u+§u }/,f//
n
|/

Fiir c € (0, %) existiert die Funktion f.: [0,u.] — ]R bei | |
dem u. die erste positive Lésung von 2¢ — 2u, —|— =0 j /'//‘/
ist. | /V
Fiire > 3 2 hat 2c— 2uc+2u = 0 keine positive Nullstelle, /
und es emstzert die Funktzon fe 1 [0,00) — R. Skizzen /

. . 0.0 0‘.2 0‘.4 0‘.6 0‘.8 10
zu diesen Funktionen f. stehen rechts.
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Die Funktionen f. sind streng wachsend und invertierbar. Man kann zeigen, dass es
ein ¢, € (0, %) gibt, mit f., (u.,) = 1. In der Figur ist diese Funktion f., in grin
dargestellt. Man hat limy,,,. f. (u) = co. Es folgt

Cx

lim (finverse)’ (8) -0

sT1 Cx

und man kann die Funktion durch ,Spiegelung” fortsetzen. Fir x € [—1,0] findet
man

fe. (u(z)) =1+
und
u(z) = f(ff”me (1+2) firxze[-1,0].

Die Spiegelung liefert
u(x) = forerse (1 —z) firx €10,1].

Die gefragte Losung ist

u(z) = frverse (1 — |x|) firz € [—1,1].

Cx

Abbildung 14.4: Die Losung durch invertieren von f., und symmetrisch fortsetzen.

2. Wenn man nur an der Existenz interessiert ist, geht es einfacher. Fine Oberldsung
ist v(z) = 1 und eine Unterlosung ist w(zx) = 0. Weil auch w(x) < v(x) gilt, gibt es
eine Ldosung. Man kann diese Ldsung sogar approximieren indem man uy = v Setzt
und fiir n € N die Funktionen w1 iterativ zu konstruieren aus

{ —t (%) + 21 (€) = 1= (un(2))” + 2u,(2)
Unt1(—1) = 0 und uy41(1) = 0.

Die Funktion u — 1 — u? + 2u ist wachsend auf [0, 1].
3. FEine dritte Moglichkeit ist ein Schieflverfahren zu definieren:
—u"(z) =1 - (u())*
u(—1) =0
w(—1) =s.
Weil man symmetrische Losungen erwartet, kann man auch aus der Mitte schie-
Ben mit der Hohe als Parameter und die Ableitung gleich Null. Das bedeutet, man
betrachtet das folgende Anfangswertproblem.
—u"(z) =1 - (u(@))*

u(0) =h
w'(0)=0

Man verwendet die Tatsache, dass wenn x +— u(x) eine Lisung ist, auch x — u(—1x)
eine Losung ist.
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Abbildung 14.5: Links wird von —1 geschossen mit der Ableitung in —1 als Parameter.
Rechts schiefst man symmetrisch aus 0 mit der Héhe in O als Parameter. Auch hier ist
die Losung grin dargestellt.
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