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Aufgabe 1. Für r ∈ (0,1) sei der KreisringAr = B1(0)\Br(0) definiert. Seih eine biholomorphe Abbil-
dung vonAr nachAR mit 0 < r ≤R< 1, die stetig und bijektiv ist vonAr nachAR . Zeigen Sie, dassr = R
gilt, und vollziehen Sie dazu die folgenden Schritte:

1. Zeigen Sie, dassh(∂Ar) = ∂AR.

2. Zeigen Sie:

Entweder ist h(∂B1(0)) = ∂B1(0) und h(∂Br(0)) = ∂BR(0),
oder es ist h(∂B1(0)) = ∂BR(0) und h(∂Br(0)) = ∂B1(0).

3. Im zweiten Fall erḧalt man f̈ur f ◦h mit f (z) = R
z den ersten Fall.

4. Wir dürfen o.B.d.A. annehmen, dass der erste Fall zutrifft und betrachten die Funktion

(x,y) 7→ ln r ln |h(x+ iy)|− lnR ln |x+ iy| .

Zeigen Sie, dass diese Funktion harmonisch ist.

5. Zeigen Sie, dass diese Funktion 0 ist für x+ iy ∈ ∂Ar .

6. Aus dem Maximumprinzip folgt dann ..... .

7. Wenn
ln r ln |h(x+ iy)|− lnR ln |x+ iy|= 0,

kann man diese Funktion fortsetzen durch 0 aufC. Weil man die holomorphen Funktionen kennt,
die ln|h(x+ iy)| und ln|x+ iy| als Realteil haben, nämlich Log1(h(z))+ ic1 und Log2(z)+ ic2 mit
ci ∈ R und geschickt geẅahltem Schnitt in den Logarithmen, folgt

ln r Log1(h(z))− lnRLog2(z) = iĉ.

Wählen Sie den Schnittz 7→ Log1(h(z)) und z 7→ Log2(z) an der gleichen Stelle, und weil die
Kombination stetig sein muss, folgt ..... .

Aufgabe 2. Beweisen Sie Lemma 11.5. Ist die Menge{ f : U → C; f meromorph} ein Körper?

Aufgabe 3. Beweisen Sie f̈ur z∈ C:
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Aufgabe 4. Verwenden Sie den Satz von Rouché, um einen weiteren Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra zu erbringen.
Hinweis:Zeigen Sie, dass ein Polynom vom Graden genaun Nullstellen (gewichtet mit der jeweiligen
Vielfachheit) besitzt, indem Siez 7→ zn +a1zn−1 + · · ·+an mit z 7→ zn auf BR(0) mit gen̈ugend großemR
vergleichen.


