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1. (0 Punkte) Sei f : R→ R eine überall reell differenzierbare Funktion.

(a) Zeigen Sie: Wenn f nicht injektiv ist, dann gibt es ein ξ ∈ R mit f ′(ξ) = 0.

Daraus kann man schließen, dass f eine Inverse besitzt, falls f ′(x) 6= 0 gilt für alle x ∈ R. Im Kom-
plexen ist dieser Schluss nicht möglich.

(a) Geben Sie ein Beispiel einer auf C holomorphen Funktion g an, für die g′(z) 6= 0 gilt für alle
z ∈ C und die trotzdem nicht invertierbar ist.

(b) Wieso ist dies kein Widerspruch zu Proposition 2.3?

3. (10 Punkte) Mit den Mitteln aus Analysis I lässt sich
R 1

x2+1 dx nur berechnen, wenn man bereits
weiß, dass arctan eine Stammfunktion zum Integranden ist. Im Folgenden wird eine konstruktive
Methode zur Integration entwickelt. Sei dazu x ∈ R+.

(a) Berechnen Sie d
dzLog(z) für z ∈ C\ (−∞,0].

(b) Berechnen Sie d
dxLog(x− i).

(c) Führen Sie eine Partialbruchzerlegung von 1
x2+1 durch und bestimmen Sie Stammfunktionen

der Summanden.

(d) Zeigen Sie, dass sich die von Ihnen so erhaltene Stammfunktion von 1
x2+1 nur durch eine

Konstante von arctanx unterscheidet.

4. (0 Punkte) Es gilt e2πi = 1, also auch e2πni = 1 für n ∈ Z, und folglich e1+2nπi = 1 · e = e und
e1−4n2π2+4nπi = (e1+2nπi)1+2nπi = e1+2nπi = e. Wegen e1+4nπi = e ergibt sich daraus e−4n2π2

= 1,

also 1 = e4n2π2
und somit e = 1

1
4n2π2 = 1. Was ist hier los?

5. (10 Punkte) Gegeben sei die gebrochen-lineare Transformation f : Ĉ→ Ĉ mit

f (z) =
1+ z
1− z

.

Wie sehen die Bilder der folgenden Mengen unter f aus? Zeichnen Sie die Bildmengen jeweils in
ein Koordinatensystem und begründen Sie Ihre Antwort.

(a) {z ∈ C;Rez = 1}
(b) {z ∈ C; |z−2|= 1}
(c) {z ∈ C; |z− i|= 1}
(d) {z ∈ C;Rez = Imz}

6. (0 Punkte) Bestimmen Sie die gebrochen-lineare Transformation, für die gleichzeitig gilt

2 7→ ∞, i 7→ 0 und ∞ 7→ 1.


