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1. (6 Punkte) Berechnen Sie
dz.

1
?|{z|—5 sin (1 + %)

2. (6 Punkte) Es sei U C C die in Bild 1 skizzierte offene Menge und f : U — C holomorph. Seien
z1 € U und r; > 0 so gewihlt, dass B, (z1) C U gilt. Nach Satz 6.2 ldsst sich f um z; in eine
Potenzreihe p; entwickeln. Diese habe einen Konvergenzradius Ry > ry. Sei ausserdem U N Bg, (z1)
zusammenhingend, wie es in Bild 2 dargestellt ist.

(a) Zeigen Sie, dass f(z) = p1(z) gilt fiir alle z € U N Bg, (21).

Also kann man f erweitern zu einer holomorphen Funktion f| : U UBg, (z1) — C durch

{ fz) fallszeU

fi(z) = pi1(z), fallsz € Bg,(z1)\U.

Es gebe nun analog z» € U und r, > 0 und eine Potenzreihenentwicklung p> um z, mit Konvergenz-
radius Ry > ry, so dass sich f wie im Bild 3 angedeutet zu einer Funktion f> : U UBg,(z2) — C
fortsetzen lasst. Ausserdem sei Bg, (z1) N Bg,(z2) # 0.

(a) Stimmt es, dass f1(z) = f2(z) gilt fiir z € Bg, (z1) N Bg,(22)?
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4. (0 Punkte) Sei U C C offen und zusammenhingend. Sei f : U — C holomorph.

(a) Zeigen Sie: Gibt es ein zg € U mit f(")(z0) = 0 fiir alle n € Ny, dann ist f = 0 auf U.
(b) Giltdie Aussage aus Teil 1. auch, wenn U nicht zusammenhéngend ist?

(c) Gilt die Aussage aus Teil 1. auch, wenn U C R und f nur reell differenzierbar ist?
5. (8 Punkte)

(a) Fiir welche z € C ist
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wohldefiniert? Zeigen Sie, dass f holomorph ist auf dem Inneren des Definitionsgebietes.

(b) Berechnen Sie
]{ f(2)dz.
|z|=2

(c) Berechnen Sie den Konvergenzradius von

i f(”)'(2) 2y
= n!
(d) Geben Sie eine Stammfunktion auf groBtmdoglichem Gebiet an.
6. (0 Punkte) Es sei f : C\ {0} — C holomorph, und es gebe M, € Rt mit
[f) <Mz~

Zeigen Sie: Es gibt ¢1,c¢2,...,¢, € C mit n = [o] = max {n € N;n < o} und eine auf ganz C holo-
morphe Funktion g, so dass fiir alle z € C\ {0} gilt

f@)=caz "Fep1z ez 4 g(2).
Hinweis: Betrachten Sie h(z) = 2" 71 f(z).

7. (0 Punkte) Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Zeigen Sie, dass fiir B,(zo) C U gilt

max {Ref(z);z € 0B,(z0)},
min{Ref(z);z € 9B(20)} -



