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Funktionentheorie, Woche 1 F(Z)

Rechnen und Differenzieren in C

1.1 Komplexe Zahlen

Fiir z,y € R und 7 das imaginédre Symbol definiert man die komplexe Zahl z+iy. Zusétzlich
definiert man fiir solche komplexe Zahlen die Addition und die Multiplikation wie folgt:

(z+iy) + (ut+iv) = (z+u)+i(y+v),
(x+iy). (u+w) = (zu—1yv)+i(yu+av).

Die Menge solcher Zahlen wird C genannt:
C={z z=x+iy mit z,y € R}.

Identifiziert man x + ¢0 mit x, so wird R eine Teilmenge von C. Legt man fest, dass
i? = —1, dann ist die Addition und Multiplikation fiir komplexe Zahlen ,,genau so“ wie

fiir reelle Zahlen.

Die Korpereigenschaften werden durch (C,+,.) erfiillt. Wir erinnern uns nochmals,
dass fir x + iy # 0 gilt
1 I x—wy  x—1y x .y

= = = — 1 N
r+iy cHiyr—iy x224y> 2?2 +y? a4 y?

und man so die Inverse zu = + iy # 0 konstruiert.

Wie schon bekannt aus Analysis 1:

e Die Addition zweier komplexer Zahlen in der Gauf}-Ebene ist die Addition der Vek-
toren.

e Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen 148t sich darstellen in der Gauf}-Ebene
durch Addition der Argumente und Multiplikation der Betréige.

Verwendet man Polarkoordinaten (x,y) = (rcosy,rsing) mit » > 0 und ¢ € R,
schreibt man z = x 4 iy = r (cos ¢ + isin ) und #dhnliches fiir eine zweite Zahl w, dann
kann man zeigen, dass

(r(coscp+isingp)> . (s (cos¢+isin¢)> =rs (cos(go+¢)+isin(g0+¢)> . (L)

1
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zzw

1 2 3 2 3
Abbildung 1.1: Addition und Multiplikation dargestellt in der Gauf-Ebene

Diese letzte Gleichung sieht man leicht mit der Formel von Euler
€'’ = cosp + isinp
und mit den bekannten Formeln fiir Sinus und Cosinus:
sin(p +1) = sinpcosy + siny cos g,
cos(p+1) = cospcosy —sinpsiny.
Einige Absprachen fiir z + iy mit x,y € R sind:

Der Realteil:

Der Betrag:

Das Argument:

Der Imaginérteil:
Die komplex konjugierte:

Re (z + iy) = x.
Im (z +iy) = v.
T4y =x —1y.

|z +iy| = /@ + 2

= wenn ¢ € (—m,7|.

Arg <r (cos @ + isiny) )

Oft wird als Bereich fiir das Argument auch [0, 27) genommen. Mit (1.1)) sieht man,
dass fiir alle z,w € C\ {0} gilt

|zw| = |z| Jw| und Arg (zw) = Arg (2) + Arg (w) + 2km mit k € {—1,0,1}.

1.2 Topologie und Geometrie in C

Man definiert die offene Kreisscheibe fiir w € C und r» € RT durch:
B (w)={2€C;lz—w| <r}.

Weil |z — w| = ||[(Re z,Im 2) — (Rew, Imw)|| sieht die Kreisscheibe so aus wie die in R?.
Eine offene Menge in C ist definiert durch:

A C C ist offen, wenn es fiir jedes w € A ein r € Rt gibt mit B,(w) C A.

Das heifit, offene Mengen in C ,,sehen aus” wie offene Mengen in R?. Die Topologie in
R? und C ist also dhnlich.

Geometrisch ldsst sich mehr Interessantes zeigen. Einige Figuren kann man einfach
mit komplexen Zahlen beschreiben.
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e Der Kreis um w € C mit Radius 7:
{zeC;lz—w|=r}.
e Die Linie mit gleicher Distanz zu w; und wy € C (Mittelsenkrechte):
{z € C;|z —wy| = |z — wal}.

e Seien wy,wy € C und 7 > |w; — wy|. Dann beschreibt

{z€C;|lz—wi| + |z —ws| =71}

eine Ellipse. Vergleichen Sie mit Abbildung [I.2]
&

Abbildung 1.2: Wie man mit zwei Néageln, einem Faden und einem Bleistift eine Ellipse zeich-
net.

e Fiir w € C mit Rew > 0 wird eine Parabel beschrieben durch
{zeC;Rez = |z —wl|}.

e Sei ¢ € (—m,m). Die Zahlen w; # wy € C werden durch einen Kreisbogen verbunden

mittels
{zE(C;Arg (Z_wl) :go}.
Z — W2

1.3 Bekannte Funktionentypen

1.3.1 Polynome.
Funktionen der Form
2 p(2) i=ag+ a2+ a2+ ap 12"+ a, 2" fiir 2 € C (1.2)

mit a; € C und n € N sind definiert fiir alle z € C und werden Polynome genannt. Wenn
a, # 0 sagt man, dieses Polynom habe Grad n. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt,
dass sich ein solches Polynom zerlegen lédsst in n lineare Terme:

Theorem 1.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p ein Polynom vom Grad n wie in
. Dann gibt es zq,...,z, € C derart, dass

p(z) =an(z—21) (2 —29)...(2 — 2,) fiir alle z € C.

Ein Beweis dieses Satzes wird spéiter kommen.

Die z; in diesem Satz sind die Nullstellen des Polynoms p. Wenn einige der z; gleich
sind, ist ein solches z; eine mehrfache Nullstelle.
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1.3.2 Rationale Funktionen.

Funktionen der Form

zHa(Z)::MfﬁrZECmitq(z)#O

q(2)

mit Polynome p und ¢, werden rationale Funktionen genannt. Wenn z; eine m-fache
Nullstelle von ¢ ist, und wenn p(z;) # 0, dann nennt man z; einen Pol vom Grad m fiir «.

1.3.3 Potenzreihen.

Eine Erweiterung von den Polynomen sind Funktionen, die durch Potenzreihen darge-

stellt werden: .
Z > Z a,2".
n=0

So eine Formel hat nicht fiir jedes z € C einen Wert in C. Wir erinnern an ein Ergebnis
aus Analysis 1:

Theorem 1.2. Sei a = {a,}, .y eine Folge in C und betrachte Y a,2" fir z € C.
Dann gibt es R, € [0, 00| derart, dass

1. Wenn |z| < R,, dann konvergiert diese Potenzreihe (sogar absolut).

2. Wenn |z| > R,, dann divergiert diese Potenzreihe.

R, heifit Konvergenzradius der Potenzreihe, und es gilt

0 falls {, = o0,
R, =1 ;' fallst, € (0,00),
oo falls £, =0,

mit £, = limsup {/|a,| € [0, o0].

n—oo

Im Skript zu Analysis 1 findet man einen Beweis.

Einige Standardfunktionen, die man mittels einer Potenzreihe definieren kann, sind:

o0

Die Exponentialfunktion: exp(z) = ZO L 2m

Der Cosinus: cos(z) = io ((;711))7 22

Der Sinus: sin(z) = OOO (é;—ll-)ln)' 22041

Der Cosinus hyperbolikus: cosh(z) = io @zzn

Der Sinus hyperbolikus: sinh(z) = io mz%“

Die Besselfunktionen der ersten Art  J,,(2) = O_OO W}g;m), 220 fiir m € N

Diese Potenzreihen haben alle Konvergenzradius R = oo.

Auch hat man:
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Die Binomialreihe: (142" =3 (9)="
n=0
Die Logarithmusreihe: Log(1+2)=Y (—12:”12n
n=1

Diese beiden Potenzreihen haben Konvergenzradius R = 1.

1.4 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

1.4.1 Die Definitionen

Die Definitionen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit sind volkommen dhnlich denen fiir
reelle Funktionen.

Definition 1.3 (Limes). Sei f : A C C — C eine Funktion und sei o € A. Dann schreibt

man lim f(z) =€ C, wenn
Adz—a

Vee RT 35, e RTVzeAd: 0<|z—a|<d. = |f(z) —{ <e.

Im Fall, dass es eine Umgebung B, («) gibt mit » > 0 und B,(a) C AU{a}, kann man
ohne weiteres lim f(z) schreiben.
zZ—a

Definition 1.4 (Stetigkeit). Die Funktion f : A C C — C heifit stetig in o € A, wenn
Am f(2) = f(a).

Kombiniert man diese beiden Definitionen, dann findet man fiir Stetigkeit:
VeeRY 35, eRY V2 e A: |z—a|<d. = |f(2) = fla)| <e.
Auch die Definition von Differenzierbarkeit sollte nicht iiberraschen.

Definition 1.5 (Differenzierbarkeit). Sei f: A C C — C eine Funktion und sei o € A°.
Dann heifit f (komplex) differenzierbar in o, wenn

o F6) = ()

Z—rQ z — QO

in C existiert.

Dieser Grenzwert heifit Ableitung und wird notiert mit f'(a) und auch mit L f(a).

f(Z)=f(a)

Bemerkung 1.5.1. Man sollte eigentlich lim

Coz—a
aus dem Kontext klar wird, dass z € C gemeint ist.

schreiben, aber wir hoffen, dass

1.4.2 Vergleich komplexer und reeller Differenzierbarkeit

Bevor wir den Zusammenhang beschreiben, geben wir ein warnendes Beispiel.

Beispiel 1.6. Die Funktion f : R* — R? mit £ < z ) = ( g ) ist (reell total) differen-

Vi(z,y) = ( %ijy) ae > - ( 00 )

o2z, y) F2(x,y)

zierbar, denn
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und
¢ r+h _f z\ (10 h
. y+k Y 0 0 k , 0 0
1m = 1m —_— =
(h,k)—=(0,0) v/ h? + k2

(h,k)—(0,0) H

—
EliPS o
N—

Die Funktion f : C — C mit f(z) = Rez ist nirgends (komplez) differenzierbar:

o flz+h)— f(2) — lim Re (z 4+ h) — Re(z) — lim h_ 3
RSA—0 h RSR—0 h R>R—0 h
flz+ ’Lk) — f(2) — im Re (z + zk:) — Re(2) — lim g _o
Rk—0 1k Rk—0 1k R3k—0 1k

Der Grenzwert
S w) - 1)

Cow—0 w

existiert also nicht.
Also, obwohl f : R? — R? differenzierbar ist, ist die Funktion f : C — C, dass heifst

x+iyr—>f(x+iy):f1(:;>+if2(z>;

nicht komplex differenzierbar.

Obwohl die Definition von differenzierbar nicht sehr {iberaschend ist, gibt es erstaun-
liche Folgen.

Theorem 1.7. Sei f definiert in eine Umgebung von o« € C. Dann sind die folgenden
Aussagen gleichwertig.

o =z f(2) ist (komplex) differenzierbar in .

x Re f(x +1iy) \ . . . [ Rea
o ( y ) — ( Im £(z + iy) ist (reell) differenzierbar in a := I a und

(-4 (e

Bemerkung 1.7.1. Wir werden statt a% oft 0, verwenden.
Bemerkung 1.7.2. Definieren wir « und v durch
u(z,y) = Re f (z +iy) und v(z,y) = Im f(z +iy), (1.3)

dann kann man die letzte Aussage auch in Theorem schreiben als: u und v sind (reell
total) differenzierbar in a und auferdem gilt

Oyu(a) = 0yv(a) und dyu(a) = —0,v(a). (1.4)
Die Gleichungen in (|1.4) nennt man die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen.
Bemerkung 1.7.3. Es folgt
(@) =0, f(a) = —i0, f(a) = Dpu(a) + i0,v(a) = —idyu(a) + dyv(a).



1.4 Stetigkeit und Differenzierbarkeit 7

Beweis. (=) Wir zeigen erst, dass, wenn f differenzierbar ist, die partiellen Ableitungen

von u und v aus ([1.3|) die Bedingungen in ([1.4)) erfiillen.
)—f(a)

Wenn lim L2 oxigtiert, dann existiert lim L&) =/latias) g auch 9,u(a) und
Z—rQ T—al

0,v(a). Es gilt sogar

Oru(a) + id,0(a) = tim LETI0D) Sl tiae) _y F(2) ~F()

T—ay r — aq zZ—a Z—

— fl@).  (15)

Ebenso existiert lim L=/ §“1+ia2) und d,u(a) und d,v(a). Und hier folgt dhnlich

y—rasg y—a

d,u(a) + id,v(a) = lim flar +iy) — flas +ia) _

y—az Y — as
S e i SO i e

Es gilt
i (Oyu(a) +idv(a)) = if'(a) = Oyu(a) + i0,v(a)
und wenn man Realteil und Imaginérteil abtrennt, folgen die Cauchy-Riemann-Differen-

tialgleichungen.
Weiterhin gilt fiir die Linearisierungen (wir schreiben z = = + iy), dass

fla)+(z—a)f (o) =
— u(a) +iv(a) + (z + iy — ay — i) (Fyu(a) + i0,0(a))

- <u(a) 4 (2 — a1) Boua) — (y — az) Q,w(a)) +

+i (U(a) + (2 — a1) Byv(a) + (y — as) &Uu(a)) -
= (ula) + (¢ = 1) Dou(a) + (y — @) Oyu(a) ) +

+i (v(a) + (2 — a1) Byv(a) + (y — as) ayv(a)) . (1.7)

Weil [c+id| = ||(5)]] gilt, folgt
f(2) —fl@)+(z—a) ()] _

|z — af
‘ u(z,y) — (u(a) + (95 —a1) dyu(a) + (y — a2) Oyu(a)) H
v(z,y) — (v(a) + (z — a1) Oyv(a) + (y — az) Oyv(a))

)

und daraus, dass “f differenzierbar in o impliziert, dass (u,v) und daher auch u und v
einzeln differenzierbar sind in a.

(<) Wenn v und v differenzierbar sind in a, dann ist (z,y) — f(z +iy) reell differen-
zierbar in a. Setzt man f'(a) = Oyu(a) + i0,v(a) und gelten die beiden Gleichungen in

folgt dhnlich wie in und (1.8), dass
1) = F () + (2= a) ()

v 2 — a

(1.8)

=0.
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Fiir komplex differenzierbare Funktionen gelten dhnliche Regeln wie fiir reell differen-
zierbare Funktionen:

e Sind f und g (komplex) differenzierbar in a € C, so ist auch f + ¢ differenzierbar
in o und

(f +9) (a) = f'(a) + ¢'(e).

Auch gilt, falls A € C und f differenzierbar in « ist, dass A\f differenzierbar in « ist
mit

() () = Af'(a).

e Sind f und g (komplex) differenzierbar in a € C, so ist auch f.g differenzierbar in
o und

(f.9) (@) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
e Ist g differenzierbar in @ und f in g(a), dann ist f o g differenzierbar in o und
(fog)(a)=(fog)(a)d ()

Die Quotientenregel folgt wie iiblich, wenn man Produkt- und Kettenregel kombiniert:

([)' (o) = (f. (wog) )' (a) = £(@9(e) — fle)g'(a)

g g(a)?

1
mit u(z) = — und falls g(«) # 0.
z

Weil d%l = lim % = 0 und %z = lim % = 1 sind auch die Ableitungen von
w—z w—z

Polynomen wie erwartet:

(ap+ a1z + -+ +a,2") =a; + - +na,z"" .

Algebraische Funktionen sind (komplex) differenzierbar auf ihrem Definitionsgebiet.

Definition 1.8. Sei A eine offene Teilmenge von C. Fine Funktion f: A C C — C heifit
holomorph auf A wenn sie in jeden o € A komplex differenzierbar ist.

Fine Funktion f : A C C — C heifst holomorph in o € A, wenn sie in eine Umgebung
von o komplex differenzierbar ist.

Beispiel 1.9. Die Funktion f : C — C mit f(z) = |2|° ist nur in 0 (komplezx) differen-
zierbar:

9y Re |z + iy|”> = 0, (®+y*) =22 und 0, Im |z + iy|” = 0,
dyRelz+iyl> =2y wund 9,Im|z +iy|* =0,
Die Funktion (z,y) — (2% + 4% 0) st dberall (reell) differenzierbar aber nur in (0,0)

sind die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt. Diese Funktion ist nirgends ho-
lomorph.
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Beispiel 1.10. Die Funktion f : C\ (—o00,0] — C mit f(z) = In(|z|) + iArg(z) ist
holomorph:

Ref(z+iy) = LIn(a+y?) fir (z,y) # (0,0),

%71' — arctan (ﬁ) fiiry > 0,

Im f(x +1iy) = Arg(z+iy) = arctan () fir x>0,

—%ﬂ' — arctan % fiiry < 0.
Weil man dieses Argument auf tiiberschneidende Gebiete definiert hat, kann man fiir jedes
z € C\ (—00,0] auf einer offenen Umgebung immer einer dieser drei Verkniipfungen

bekannter Funktionen benutzen:

Oy <%7T — arctan (%)) =
O, (arctan (%)) = —

xT

Auf R?\ (—o0,0] sind diese Funktionen differenzierbar und die Cauchy-Riemann-Diffe-
rentialgleichungen sind erfillt:

Xz

OyRe f(x +1y) = %_1_3/2 = —0,Im f(z + 1y).

Fiir die Ableitung finden wir

fle+iy) = 0 (f(x+1iy)) = 0y Re f(z +1iy) +i0, Im f(z + iy)
T w -y x—wy 1
w2 +y? a4y 2242 iy

und das heift
/ — —
fe=1
Definition 1.11. Der komplexe Logarithmus Log : C\ (—o0,0] — C wird definiert durch
Log () = In (]z]) + iArg (2).

Bemerkung 1.11.1. Man kann die Definition dieser Funktion erweitern bis C\ {0}. Diese
erweiterte Log-Funktion ist dann unstetig auf (—oo, 0].

Die folgenden Eigenschaften des Logarithmus zeigt man sofort:
e Llog(z)=z""fiir € C\ (—o0,0],
e exp (Log(z)) = z fiir z € C\ (—00,0] und

e Log(exp(z)) = z fiir z € {C; |Im (2)| < 7}.
Die Eigenschaft

e Log(1+2)= & "2 fiir alle 2 € C mit |z] <1

)
n
n=1
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muss noch warten bis zu einem der néchsten Kapitel.

Bemerkung 1.11.2. Man begegnet statt - f(z) auch %f(z). Die Bedeutung ist nicht
gleich. So wie man (x,y) als unabhéingige Variablen betrachten kann, kann man auch
(z, Z) als unabhéingige Variablen betrachten. Man denke an eine Substitution durch

z=x+1yund Z = x — 1y,
mit der zugehorigen inversen Substitution
r=1(242) undy=13i(z—2).

Mit 0, := % und 0; := a% werden die partiellen Ableitungen nach z und nach z angedeu-

tet. Zum Beispiel findet man fiir F'(z,y) = 22 + y?, die zugehorige Funktion
F(z,2) = F(z,y) = 2"+’ = (z +iy) (v — iy) = 2 2,

und es folgt

0~ . _ 0 o
aF(Z,z)—zund gF(z,z)—z

als wéren z und z unabhéngig.
Man nennt 0, und 0; die Wirtinger Ableitungen.
Allgemein folgt fiir F(z,%) = F(x,y) mit z = z + 4y, dass

0.F(2,5) = 0. (F(A (4 2), i (2 — 2))) = L0, F(x,y) — Lid,F(z,y)

und ebenso )
O:F(2,2) = $0,F (z,y) + 3i0,F (z,y).

Existenz der Wirtinger Ableitungen heifit nicht, dass die betreffende Funktion komplex
differenzierbar ist. Komplex differenzierbar hat jedoch als notwendige Bedingung, dass
0:F(z,2z) = 0. Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen verstecken sich ndmlich in
85F(Z, 2) =0.

Wenn man genau weiss, wie damit umzugehen, kénnen die Wirtinger Ableitungen
niitzlich sein, wenn man etwas sehr kompakt aufschreiben moéchte. Leider fithrt diese
Notation auch oft zu Fehler, und dem Anfinger kann man eigentlich nur raten, die Finger
davon zu lassen.



Funktionentheorie, Woche 2 .F(Z)

Elementares zu Funktionen in C

2.1 Potenzreihen und Differenzieren

Spéter in der Vorlesung werden wir sehen, dass jede holomorphe Funktion lokal auch als
eine Potenzreihe definiert ist und dass der Konvergenzradius bestimmt wird durch den
Radius des Kreises, der den Rand des Gebietes beriihrt, wo die Funktion holomorph ist.
Bis wir so weit sind, dass wir dies zeigen kénnen, betrachten wir erst die Potenzreihen.

Abbildung 2.1: Wenn f holomorph auf dem offenen Gebiet A ist und w € A, dann werden wir
sehen, dass es eine Potenzreihe p (z) := Y > oy, (2 —w)" gibt derart, dass f (z) = p(2) fiir alle
z in dem Kreis um w.

Da eine Potenzreihe )~ ja, (z —w)" als Funktion von z genau auf Bp (w) konver-
giert, wenn ) a,z" auf Bp (0) konvergiert, ist es keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, wenn wir hier blof} diese letzte Form betrachten.

Lemma 2.1. Sei{a,} -, C C. Die Konvergenzradien von 'y .- a,z" und y o na,z"""
sind gleich.

Beweis. Weil

limsup v/|a,| < limsup v/|na,| < hm Ynlimsup /|a,| = limsup /|ay|

n—oo n—oo n—oo n—oo

11
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haben >~ ja,2z" und )~  na,z" den gleichen Konvergenzradius. Das Ergebnis folgt aus
der Beobachtung, dass fiir z # 0:

m m
lim E na,z" ' =z7! lim E na,z"
m—0o0 m—0o0
n=1 n=1
O

Proposition 2.2. Sei {a,},-, C C und sei R, der Konvergenzradius von Y a,z".
Dann ist die Funktion f : Bg,(0) C C — C differenzierbar in Bg,(0) und

8 o0 o0 a [o¢]
f'(z) = 92 (Zﬂ anzn> ZO 8_ 2" = Zlnanznl.

Beweis. Fiir Differenzierbarkeit in z sollen wir zeigen, dass es fiir € > 0 ein 6 > 0 gibt
derart, dass

w—z

lw—2z| <= ‘M—inanzﬂl <e

Sei |z] < R, und setze dp = 1 (R — |z|). Fiir w € Bs(2) gilt |w| < Ry, und Y07 a,w™ ist
wohldefiniert.

Sei ¢ > 0. Wegen Lemma konvergiert Y °°  na,z""' und es gibt N; > 0 derart,
dass fiir alle N > N gilt

o

E na,z" 1

n=N-+1

< 3E. (2.1)

1
3

Weil

w—z w—z w—z
n=0

b

J@) = () _ By ot = Tpgtn g, W' =2

- |w”_1 Fw" Pzt w42 <n(R— 5o)" "

w" — "
w— 2z

und weil |[R —d¢] < R gilt, konvergiert S°°° na, (R — dp)"~" wegen Lemma . Dann
konvergiert auch > 7 w' =z Fg gibt also N, derart, dass fiir alle N > N, und w €

nO”w—z

Bs(2) gilt
> w" — 2" .
Z n———| < 3¢ (2.2)
n=N+1

Nehmen wir M = max (Ny, Ny). Weil z — ny:o a,z" ein Polynom ist, ist dieser Teil
differenzierbar. Dann gibt es 01, > 0 derart, dass fiir |z —w| < 6., folgt

M n o oom M
wh —z
E Qp——— — E na,z" | < ie. (2.3)
w—z
n=0 n=1

Nehmen wir § = min(&o,éés), dann bekommen wir mit |) |D und |D das
gewiinschte Ergebnis. O
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2.2 Inverse Funktion und Graphische Darstellung

Fiir Funktionen f : [a,b] C R — R gilt folgendes:

Wenn f stetig differenzierbar ist und f'(x) # 0 fir = € [a,b], dann gibt es
eine stetig differenzierbare inverse Funktion f™ese : fla,b] — R. Auferdem
gilt

1

(fznverse) (y> = f/ (fim)erse (y))

fir y € fla,0].

Dieses Ergebnis lisst sich leicht mit einer Abbildung erkldren. Der Graphen zu finverse
findet man durch Spiegelung an y = x.

Abbildung 2.2: Eine Funktion f : [a,b] — R und die graphische Konstruktion ihrer inversen
Funktion.

Gilt etwas dhnliches fiir Funktionen auf C? Eine komplexe Dimension lésst sich dar-
stellen durch zwei reelle Dimensionen. Wenn wir also eine Skizze anfertigen wollen von
einer Funktion von C nach C, brauchen wir 4 Dimensionen. Auf direkte Weise geht das
nicht, weil wir uns selten mehr als eine Projektion von R? in R? vorstellen kénnen. Moglich
wire, der Realteil und Imaginérteil getrennt abzubilden.

Beispiel 2.3. Als Beispiel betrachten wir die Funktion z — z+2%. Eine andere Mdoglichkeit
ist es, einige einfache Kurven und ihre Bilder darzustellen. Fir die Funktion f: C — C
mit f(2) = z + 2% kann man zum Beispiel die Bilder einiger horizontalen und vertikalen
Geraden betrachten. Die horizontale Gerade durch © bekommt man mit der Kurve ~ :
R — C mit v (t) =t + i und die Bildkurve f oy liefert eine Parabe[l]

foy(t)=t+i+({t+i) > =t>+t—1+1d (2t +1).

Das letztere Bild zeigt deutlich, dass beim Bildpunkt —% etwas Besonderes passiert.
Um herauszufinden was da los ist, erinneren wir uns an den Satz fiir die Existenz einer
inversen Funktion bei Funktionen F : U C R? — R2. Der sagt aus, dass wenn F stetig

differenzierbar ist und @ (@
61F1 a (92F1 a

det 0

¢ < 31F2(a) 82F2(a) ) ?é ’

1Mitm:t2+t—1undy:2t+1folgtx:(%y)z—

FSE
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Abbildung 2.4: Die Bilder einiger Geraden unter z — z + 2°.

es lokal um a € R? eine inverse Funktion gibt. Wir kénnen diesen Satz anwenden fiir eine
Funktion f:V C C — C, wenn wir

Floy) - < u(w,y) ) — ( Re (f(x +1iy)) ) (2.4)

v(z,y) Im (f (z + 1y))
setzen. Vergleichen wir die Ableitungen von f und F:
[ (@ +iy) = =id, f (v + iy) = —iuy (z,y) + vy (z,y)

und

F () = ( Uz (2,y) uy (2,y) )

vz (2,y) vy (2,y)
Man erkennt die Cauchy-Riemann Gleichungen u, = v, und u, = —v, in (2.5)) und findet

det (F') = ugv, — uyv, = u® +v2 = (Re f/)* + (Im f')* = | f'°.

Wenn |f’ (z0)| # 0 gilt, hat F' bei (Re 2o, Im 2y) also lokal eine Inverse. Setzen wir G =
Fmvers Definieren wir g durch

g (:L' + Zy) = Gl ($,y) + ZGQ (x7y) )
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dann ist g lokal diese inverse Funktion fiir f. Wenn det (F”) # 0 gilt, ist G auch differen-
zierbar und es folgt mit (2.5)), dass

—1
wor = ipr=( ) ()
Up Uy det (F7) \ —ve Uy
1 Uy —Uy
_ Uz  —Uy _ uZ4v2  uZ+vl
|f/’2 ( Uz Uy > < u;;f;; u?ﬁivz ) '

Auch folgt, dass die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir f, wenn f’ # 0 gilt, implizieren,
dass die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir ¢ erfiillt sind:

—Vx Uy
2 2 T 2 2
ug+vz uy +vy

Uy — Vy

u2+v2 T u+vl und

Dies bedeutet, dass g komplex-differenzierbar ist, und dass

Uy N 1 1
2 e o
uz4+v: o it ou,+w,  f

gof=

Wir kénnen folgern, dass das folgende Ergebnis gilt.

Proposition 2.4. Sei U C C offen. Wenn f : U C C — C holomorph ist in o € U, f’
stetig und f'(a) # 0, dann gibt es lokal eine inverse Funktion g. Genauer gesagt:

o ¢s gibt s > 0 derart, dass f : Bs(a) = f(Bs(a)) bijektiv ist und dass f(Bs(a)) eine
offene Umgebung von f(«a) ist.

Fiir die inverse Funktion g := f"s¢ . f(B(a)) — Bs(a) gilt

Bemerkung 2.4.1. Mit dem jetzigen Kenntnisstand benétigen wir die Annahme, dass
f! stetig ist. Spater werden wir sehen, dass diese Annahme tiberfliissig ist.

Beweis. Wenn [’ stetig ist, dann setzen wir F' wie in ([2.4]) und gehen voran wie oben. [J

Kommen wir zuriick auf das Beispiel f(z) = z+2% Es gilt f'(2) = 1+2zund f/'(2) =0
fir z = —%. Es folgt, dass f(—%) = —%. Man kann diese Proposition fiir a = —% nicht
anwenden, sondern dariiber hinaus kann man sich davon iiberzeugen, dass es genau um
f(«) lokal keine inverse Funktion gibt.

2.3 Einige elementare Funktionen

e Die reelle Funktion x + /z von [0, 00) zu [0,00) ist definiert wie folgt:

y := +/x ist die einzige nicht-negative Zahl in R mit 3* = x.

Die Gleichung y? = x hat auch noch eine andere Lésung (jedenfalls fiir  # 0) und die
nennt man —/x.

Wenn man eine komplexe Funktion z + /2 definieren mochte, ist es nicht mehr so
klar, welche der beiden Moglichkeiten man nehmen sollte. Benutzen wir die Schreibweise
mit Polarkoordinaten z = re’? sieht man leicht, dass sowohl

. 2 . 2
(ﬁe’%‘p> = z als auch (\/Fezé(‘ﬁ”)) = z.
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Abbildung 2.5: Der Realteil und Imaginérteil zur mehrwertigen ,z — +/z“. In Rot findet man
die reellen Funktionen x +— \/x und x — —\/x.

Vielleicht mochte man nur die erste Losung als Quadratwurzel definieren. Aber was macht
man dann mit \/z fiir z = 1>"? Nehmen wir v/1e22® = \/1e’™ = —1 oder doch 1? Eine
Moglichkeit ware, mehrwertige Funktionen zuzulassen:

Vel = {\/Fe’%@, —\/?ei%“’} fir r > 0 und ¢ € (—m, 7).
e [ir die dritte Wurzel hétte man so drei Moglichkeiten:

Vreir = {\/;ei%w7 \/;ei%so-l-i%w’ \/;ez%goﬂ'gn} ‘

Abbildung 2.6: Der Realteil und Imaginérteil zur mehrwertigen .z — /z“ In Rot ist die
reelle Funktion x — /x dargestellt.
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e Fiir z — z» konnte man alle w € C nehmen derart, dass w” = 2™ und da hitte
man dann n Losungen fiir z # 0. Da hétte man eine n-wertige Funktion. Es bleibt
die Frage wie man umgeht mit 24. Gilt 21 = 22 oder miifite man ggT(n,m) =1 als
Bedingung festlegen in der Definition von z= . Und wie sollte man zum Beispiel 2V2
definieren?

Vereinbarung 2.5. Lasst uns festlegen, dass wir z* nur schreiben im Fall, dass
1. a € Nund z € C mit 2° =1 fiir alle z,
2. a« €Z und z € C\ {0},
3. a€R und z € RT,
4. a € Cund z =e.

Sonstige Potenzen soll man an Ort und Stelle genauestens erkldiren.

41

0 2i

Abbildung 2.7: Der Realteil und Imaginérteil zum mehrwertigen .z — log z“.

e Wenn wir den reellen Logarithmus erweitern wollen, dann hat man abzéhlbar viele
mogliche Werte.

Fiir z = re” mit r > 0 erfiillen alle w € {log(r) + iy + 2k7i; k € Z} die Gleichung

eV =z

und wéren berechtigt als Logarithmus von z weiter zu leben. In Definition haben wir
jedoch eine feste Kombination gewahlt, namlich

Log () = In|z| + i Arg(z) (2.6)

und mit Arg(z) € (—m,n]. Mit Hilfe dieser Standardfunktion kénnte man z® definieren
fiir beliebige o

2 = eolos(z) — gallnlzl+i Are(2)) £y o € Cund 2 € C\ {0} . (2.7)
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Fiir a € Z sind diese Funktionen z +— 2% nur stetig auf C\ (—o0,0]. Vorsicht bleibt, denn
hier geht etwas schief:

—1 = =1 = (=1)¥® = ez(nl=thti Ars(=1)) — o5(0+mi) — o (37) 4+ isin (37) = 5 + i1V/3.
Fiir diesen komplexen Logarithmus gilt folgende Regel.
Lemma 2.6. Sei z,w € C\ {0}. Dann gibt es k € {—1,0,1} derart, dass
Log (zw) = Log () + Log (w) + 2kmi.
Beweis. Weil sowohl
Arg(z) + Arg(w) 4+ 2m  fiir Arg(z) + Arg(w) < —,

Arg(zw) = ¢ Arg(z) + Arg(w) fir —m < Arg(z) + Arg(w) <,
Arg(z) 4+ Arg(w) — 2r  fiir Arg(z) + Arg(w) > ,
als auch In [zw| = In (|z| |w|) = In|z| + In |w| gilt, folgt das Ergebnis aus (2.6)). O

Sei n € N. Aus dem Lemma folgt, dass es k € {—n + 1,...,n — 1} gibt derart, dass
Log (2") = n Log (2) + 2kmi.

Die Gleichung In (27) = plnz fiir € RT und p € R kann man also nicht so verallgemei-
nern fiir z € C\ {0}.

2.4 Gebrochen-lineare Funktionen

Definition 2.7. Seien «, 5,7, € C mit ad — 7y # 0. Die Abbildung f : C\{—=d/v} — C

mat
_az+p

(z) = vz + 0

nennt man eine gebrochen-lineare Funktion.

(2.8)

Bemerkung 2.7.1. Sie werden auch Mobius-Abbildungen genannt.
Bemerkung 2.7.2. Fiir v = 0 ist f eine affine Abbildung:

a p

)= —z+ —.
Bemerkung 2.7.3. Man kann C erweitern mit einem Punkt. Ublicherweise nennt man
diesen zusatzlichen Punkt oo. Wenn man R erweitert, nimmt man oo und —oo und kann

man formell rechnen wie lim e™ = 0 und lim e ™ = oo. Das jetzige oo soll jedoch
T—00 T—r—00

,,Unendlich in alle Richtungen“ in C erfassen. Obwohl dies ein anderes ,,Unendlich*
ist notiert man iiblicherweise dieses letzte Unendlich auch durch oco. Vielleicht ware es

niitzlich dieses ,,komplexe Unendlich® oo¢ zu nennen. Dann wére klar, dass lim e~
raade olgl

T

nicht existiert.

Man kann sich diese Erweiterung C:=CuU {oo} vorstellen als S?, die Einheitssphéire
in R3. Eine konkrete Abbildung findet man durch

4x 4y x24y2—4 .. .
pla +iy) = <4+$2+y2’ i 4+$2+y2> fir  +1y € €, (2.9)
(0,0,1) fir = + iy = co.

Eine geometrische Vorstellung von p bekommt man wie folgt. Man projiziere (x,y,0)
auf der Einheitssphire mit (0,0, 1) als Mittelpunkt mittels einer Geraden zum Nordpol.
Anschlieflend senkt man die Sphére um 1.
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Abbildung 2.8: C als R? und die Projektion aus @) auf der Einheitssphére um (0,0, 1).

2.4.1 Gebrochen-lineare Funktionen auf @

Wir betrachten f in 1} fiir v # 0. Auf C=Cu {o0} wird f erweitert zu f* durch

az+

) PO fir z #£ —d/7,
f(z) =9 o fir z = —d/7, (2.10)
afy fir z = oc.

Auch die Abbildung f* : C—Cin 1' nennt man eine gebrochen-lineare Funktion.
Auch hier unter der Bedingung, dass ad — v # 0.

Lemma 2.8. Seien f*, g* : C—C gebrochen-lineare Funktionen mit f* wie in

und g* (z) = az +? etc. Dann findet man

Yz +6

(ad+ B7) 2 + (aB + BS)
(fTog") ()= - - —=— elc,
(va+67) z + (75 + 55)

und (ad + 57) (’VB + 55) —(ya + %) (OdB + ﬂS) #+ 0. Also ist auch f*og* eine gebrochen-
lineare Funktion.

Beweis. Geradeaus Rechnen liefert die Formel und aulerdem findet man, dass

Korollar 2.9. Wenn f* : C — C eine gebrochen-lineare Funktion ist, dann existiert
(fX)™ . C — C und (f*)™" ist eine gebrochen-lineare Funktion.
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Beweis. Well
az+f  GE+ %

vZ2+6  Fz+ 8’

und weil man 6 € C so wihlen kann, dass 6> = ad— 3~ gilt, diirfen wir ohne Einschriankung
der Allgemeinheit annehmen, dass
a [\
det ( o s ) =1, (2.11)

Hat man im letzten Lemma die Ahnlichkeit mit komplexen 2 x 2-Matrizen bemerkt und
erinnert man sich, dass, wenn (2.11)) gilt, die Inverse wie folgt ist

(e8) = (2 0)

*\invers _ ow — 6
()7 (w) = wta etc.

so folgt

]

Bemerkung 2.9.1. Zu der Ahnlichkeit mit Matrizen: (ge.li.Fu.,o) und SL (2;C) sind
isomorph als Gruppe. SL (2;C) ist die spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iiber C,
oder anders gesagt, die 2 x 2 Matrizen mit Koeffizienten aus C und Determinante 1 und
versehen mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung.

Die gebrochen-linearen Funktionen sind zusammengestellt mittels drei Typen von
Standardfunktionen:

az+ B az+f/la o ad—pfy 1
ye+d  yz+6/y v vooyz+d

az+f = gz—l—é. In diesem Fall setzt man f*(oc0) = oc.

R R

Im ersten Fall kann man die Funktion wie folgt zusammensetzen:

e Fiir v # 0 gilt

e Fiir v = 0 folgt ad # 0 und

Vi 2 = gz

Vg wo o= w40
Y3 - U = u!
Yy v ——a‘sgmv

Man hat f = 7507, 07507507;. Den zweiten Fall kann man noch einfacher angehen.
Die Standardfunktionen, die hier erscheinen, kann man wie folgt beschreiben:

o Verschiebungen. Sei w € C und betrachte f : C — C mit f(z) = z + w. Man
erweitert durch f*(co) = oo. Dazu gehoren v, und ;.

e Drehskalierungen. Sei w € C\ {0} und betrachte f : C — C mit f(z) = wz. Auch
hier kann man erweitern durch f*(co) = oo. Eine Drehung mit Winkel ¢ kann
man darstellen durch z — ¢z und eine Skalierung durch z — rz mit r € R¥,
Fiir w = |w|e®* £ 0 findet man eine Drehskalierung. v, und ~, sind solche
Funktionen.

e Die Inversion v4: f*(z) = 27! fiir z € C\ {0} und f*(0) = oo, f*(c0) = 0.
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2.4.2 Eigenschaften von gebrochen-linearen Funktionen

Theorem 2.10. Gebrochen-lineare Funktionen bilden Kreise und Geraden ab auf Kreise
und Geraden.

Bemerkung 2.10.1. Eine Gerade in C wird in C erweitert durch oo dazuzunehmen. Mit
der Projektion in Abbildung 2.8 werden alle Kreise und Geraden in C zu Kreisen auf der
Sphére.

Bevor wir Theorem beweisen, brauchen wir das folgende Ergebnis.
Lemma 2.11. Seici,co € R und 5 € C mit |ﬁ|2 > ci1cy und setze
M:{ZEC;clzi—Bz—BZ—l—cQ:O}. (2.12)
1. Fiir ¢; #0 und |B|2 > cyco beschreibt M einen Kreis in C.
2. Fiir ¢, =0 und 8 # 0 beschreibt M eine Gerade in C.

3. Jeden Kreis und jede Gerade in C kann man auf diese Art darstellen.

Beweis. Fiir ¢; # 0 und |8]* > cy¢, setzt man r = \/01_2 (|6|2 — ¢162) und (2.12)) liefert
einen Kreis mit Radius 7:
‘z — 01_1/3|2 = (z — 01_15) (2 — 01_1@) =
=t (clzi — Bz — Bz + cflﬁﬁ) =2 (BB — 6102) =r? e R*. (2.13)
Fiir ¢; = 0 und B # 0 finden wir eine Gerade:
Rep Rez - = _
( Im 8 ) . ( Im 2 ) = Re(Bz) =3 (B+52) = 3 24

Es moge klar sein, dass man fiir ¢; = 0 durch geschickte Wahl von 8 € C\ {0} und
¢y € Rin (2.14) jede Gerade finden kann. Setzen wir in (2.13)) ¢; = 1 ein, so wird § der
Mittelpunkt des Kreises und mit ¢, = |3|° — 2 folgt als Radius r. O

Beweis von Theorem [2.10. Fiir Verschiebungen und Drehskalierungen sieht man direkt,
dass Kreise auf Kreisen und Geraden auf Geraden abgebildet werden. Nur zu der Inversion
soll man einen Beweis liefern. Und nur bei der Inversion spielt oo eine Rolle: 0 — oo und
oo — 0.

Nachdem wir gesehen haben, dass die Formel in tatsédchlich alle Kreise und
Geraden beschreibt, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die Bilder unter z — z~! eine
dhnliche Formel ergeben. Setzen wir w = z~!, dann #ndert sich in

1 -1 1
cg— —fB——B—=+c2=0.
ww w w

Diese Gleichung kann man auch darstellen als

cow — Pw — B + ¢; = 0. (2.15)

Weil die Bedingung | B|2 > cycq erfiillt ist, ist auch (2.15]) wiederum die Gleichung eines
Kreises oder einer Geraden.

Nur beim Bild von 2z = 0 und z = oo soll man etwas aufpassen. Wenn z = 0 im Original
liegt, dann gilt ¢, = 0 und es folgt —Bw — Bw+c; = 0, eine Gerade. In C ist co Teil dieser
Geraden. Wenn z = oo im Original liegt, gilt ¢; = 0 und folgt coww — Bw — B = 0. Dann
finden wir, dass w = 0 auf der Bildkurve liegt. [
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Folgen, Fraktale, Kurven und
Integrale

3.1 Nullstellensuche mit Newton und anderen Folgen

Fir f : R — R kann man Nullstellen finden mittels des Newton-Verfahrens. Man wéhlt
geschickt einen Anfangswert zy € R und approximiert die Nullstelle durch

Toi1 = T — (F(x0)) " fwn) fiir n € N.

Eine dhnliche Prozedur kénnte man auch fiir f : C — C versuchen. Man wihlt ge-
schickt einen Anfangswert 2z, € C und approximiert die Nullstelle durch

21 = 20 — (F'(20)) " f(2) fiir n € N.

Nimmt man den Realteil und den Imaginérteil, findet man via v = Re f und v = Im f

f' (@0 + iyn)
| f'(zn + iyn)]

Tp+1 + iynJrl =X, + Zyn - 2f<xn + Zyn)

und mit Cauchy-Riemann, dass
( Tn+1 ) —
Yn+1
T, -1 Uy (xnayn) (% (‘In)yn) ) ( u(xn,yn) )
_ + = 3.1
( Un ) | (@ + i) ( Vo (ZnsYn) U (TnsYn) )\ © (ZnsYn) (31)
— ( Tn ) . 1 ( vy (xnayn) _uy (xnayn> ) < u(xnayn) ) —
Yn Uy (xm yn)Q + v, (;pm yn)2 —Vg ($n7 yn) Uy (.Tm Z/n) U ($n7 yn)
_ ( T > B ( Us (Zns Yn) Uy (Tny Yn) )_1 ( U (T, Yn) >
Yn Vg (Tny Yn) Uy (T, Yn) 0 (s Yn) )

Das ist wieder genau die Definition vom Newton-Verfahren in 2 Dimensionen.

Bemerkung 3.0.1. Man kann sich diese Formel auch noch anders erkldren. Wenn wir
eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f : C — C suchen, entspricht das der Null-
stellensuche fiir vu2 + v2 : R? — R mit u(z,y) = Re f(z +iy) und v(z,y) = Im f(x +iy).

23
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Die Darstellung der Funktion vu? 4+ v2 : R? — R nennt man die Funktionenlandschaft.
Wenn man in den Bergen wandert und man mdochte den kiirzesten Weg hinunter nehmen,
dann gehe man gerade den Hang hinuter. Eine mathematische Wanderung in der Funk-
tionenlandschaft gibt da als Richtung —V (u? + v?). Bemerke, dass fiir u? +v? # 0 sowohl
—V (u? +v?) als auch —V+v/u?2 + v? die gleiche Richtung liefern. Mit Cauchy-Riemann

finden wir
_v (u2 n UQ) 9 UpU + Uz _9 Uy Vg U
Uyl + Vyv —Vp Uy v )

Diese gleiche Richtung findet man in (3.1]). Dieses sogenannte Verfahren des steilsten
Abstiegql], auch Gradientenverfahren genannt, findet breite Anwendung in der numerischen
Mathematik.

Abbildung 3.1: Die Funktionenlandschaft zu sin oder die Skizze zu z ~ |sinz|. Fiir eine
bessere Darstellung ist eine Ecke herausgeschnitten.

Jedes Polynom von Grad n hat n komplexe Nullstellen aber leider bekommt man nicht
bei jedem Anfangswert eine Nullstelle. Zum Beispiel kénnte man mit diesem Newton-
Verfahren eine Nullstelle von p(z) = 2% + 1 suchen. Wenn man anfiingt mit zy € R und
approximiert durch

2241
zn

Znal = Zn — fir n € N,

dann gilt z, € R (oder die Approximation ist zusammengebrochen, weil z,, = 0 erreicht
worden ist). Man kann sich die Frage stellen, fiir welche Anfangswerte diese Iteration zu
welcher Nullstelle konvergiert.

3.2 Iterative Folgen

Statt eine iterative Folge fiir die Nullstellen zu betrachten, kann man auch eine beliebige
iterativ definierte Folge anschauen. Sei zum Beispiel p ein Polynom. Dann kann man sich
die néchste Frage stellen:

'Das Verfahren des steilsten Abstiegs heifit auf Englisch “the method of steepest descent” oder auch
“gradient descent”.
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Fiir welche zq ist die Folge {z,} definiert durch z,+1 = p(z,), beschrinkt?

neN’

Diese Frage scheint einfach aber sogar fiir ein Polynom zweiten Grades ist sie nicht
unbedingt so einfach zu beantworten. Manchmal lassen sich durch ad-hoc Beweise Gebiete
festlegen fiir 2y, wo die Folge nicht oder gerade doch beschrénkt ist.

Beispiel 3.1. Betrachten wir p(z) = 22—1 und zy € C die Folge {z,}
durch

nens Lterativ definiert

21 = p(20) fiirn €N,

Fiir zy € C mit |zo| > 2 zeigt man mit vollstandiger Induktion, dass |z,| > n + 2.
Denn |z9| > 2 gilt und, angenommen es gilt |z,| > n+ 2, so folgt

|zpg1| = |22 — 1| > ‘zi‘—lz(n+2)2—1:n2—|—4n+32n+3.

Also ist die Folge nicht beschrankt.
Fiir zg € C mit |z| < 3 zeigt man mit vollstindiger Induktion, dass |zs,| < 5. Denn
|z0] < % gilt und, angenommen es gilt |z9,| < %, so folgt

o] = [ =1 = | (2= 1) 1] = [ = 222 = [l 22 - 2| <
19 1
< Jal (122 +2) < ()7 (3) +2) = < 35
Fiir die ungeraden Terme gilt |zani1| = |22, — 1] < |z +1 < s+ 1 =2 Also ist

{2n}pen beschrinkt.
Was passiert beziiglich der Beschrdanktheit der Folge bei den Anfangswerten zg, wenn

3 < |20 < 22 Eine Antwort ist nicht einfach.

Abbildung 3.2: Ein Bild zu Beispiel 3.]]

Gaston Julia und Pierre Fatou bemerkten 1918, dass die Menge der Anfangswerte,
bei denen so eine iterativ definierte Folge beschrinkt bleibt, sehr wild sein kann. Fiir
p(z) = 2% — 1.25 findet man eine Skizze dieser Menge in Abbildung Der Rand einer
solchen Menge wird Julia-Menge genannt. Fiir p(z) = 22 — ¢ hat diese Julia-Menge fast
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Abbildung 3.3: Ein Bild zur Julia-Menge der Anfangswerte, fiir die bei 2,41 = 22 — 1.25 die
Folge beschrénkt bleibt.

Abbildung 3.4: FEin Bild zur Mandelbrot-Menge, hergestellt durch ein Java-applet auf
http://www.h-schmidt.net/MandelApplet /mandelapplet.html .

immer eine fraktale Struktur. , Fraktal®“ bedeutet, dass die Hausdorf-Dimension dieser
Julia-Menge nicht ganzzahlig ist.

Die Menge der ¢ € C, fiir die die Julia-Menge zusammenhéngend ist, nennt man die
Mandelbrot-Menge. Auch der Rand der Mandelbrot-Menge ist fraktal.

Es fiihrt zu weit dieses Thema hier ausgiebig mathematisch (oder kiinstlerisch) anzu-
gehen.

3.3 Kurven

Definition 3.2. FEine stetige Abbildung 7 : [a,b] C R — C nennt man eine (komplexe)
Kurve; v(a) heiffit Anfangspunkt und v(b) Endpunkt.

Bemerkung 3.2.1. Man wire geneigt, die Bildmenge 7 ([a,b]) = {7 (t);t € [a,b]} als
Kurve zu definieren. Dann kann man jedoch nicht mehr unterscheiden in welcher Richtung
oder sogar wie oft die Kurve durchlaufen wird.

Definition 3.3. Fine Teilmenge A C C nennt man zusammenhingend, wenn es fiir
jede z1,z0 € A eine Kurve gibt mit z1 als Anfangspunkt und zo als Endpunkt, bei der die
Bildmenge in A liegt.
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Beispiel 3.4. Die Kurve v : [0,1] — C, definiert durch v(t) = (1 —t*) (e®+100! +4),
verbindet 1 411 mat 0.

Abbildung 3.5: Eine Skizze der Bildmenge der Kurve aus Beispiel

Definition 3.5. Einige spezielle Kurven v : [a,b] C R — C sind wie folgt definiert.

o Wenn v stetig (reell) differenzierbar ist und |y (t)| # 0, dann nennt man v eine
glatte Kurve.

o Wenn v(a) = ~(b) nennt man die Kurve geschlossen.
e Wenn 7 : (a,b] C R — C und [a,b) C R — C injektiv sind?|, heift sie einfach.

o Wenn sie geschlossen und einfach ist, nennt man sie eine Jordan-Kurve.

o C /))

Abbildung 3.6: Die Bildmenge einer einfachen und einer nicht-einfachen Kurve

Bemerkung 3.5.1. Die Abbildung v : [a,b] C R — C ist stetig differenzierbar, wenn
Re~ : [a,b] = R und Im~ : [a,b] — R stetig sind auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b),
die rechte Ableitung in a und die linke Ableitung in b existieren, und

im fir t = a,
el0 £
v (t) = 7 () fiir ¢ € (a,0),
i 2O =)y
e10 12

eine stetige Funktion auf [a, ] ist.

2Keine Doppelpunkte mit der Ausnahme, dass Endpunkt und Anfangspunkt identisch sein diirfen.
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Bemerkung 3.5.2. Sei v : [a,b] — C eine Jordan-Kurve. Der Jordansche Kurvensatz
besagt, dass C\7 [a, b] zwei Komponenten hat: Das beschrankte Innengebiet und das un-
beschrinkte Auflengebiet.

Bemerkung 3.5.3. In Analysis 2 haben wir gesehen, dass man eine Tangentialrichtung
an einer Kurve z : [a,b] — R? an der Stelle z(t) findet durch 2/(¢). Wendet man dies
an auf x(t) = (Rev(t),Im~(¢)), dann folgt 2'(t) = (Re+'(t),Im~+(t)). Anders gesagt, die
Tangentialrichtung an der Kurve v an der Stelle (¢) ist die (komplexe) Zahl ~/(t).

Lemma 3.6. Sei f : C — C eine holomorphe Abbildung und seien 7 : [a,b] — C und
¢ : [e,d] = C zwei glatte Kurven, die sich firt € (a,b) und s € (¢,d) schneiden in «.
Also av = y(t) = ((s). Nehme an, dass f'(a) # 0.

Dann schneiden sich die Bildkurven foy : [a,b] — C und fo( : [¢,d] — C firt € (a,b)
und s € (¢,d) an der Stelle f(a) mit dem gleichen Winkel und mit gleicher Orientierung
wie v und ¢ firt € (a,b) und s € (¢,d) an der Stelle c.

Beweis. Die Ableitung +/(t) gibt die Richtung der Kurve 7 an der Stelle . Der Winkel
und die Orientierung in o zwischen v und ¢ wird also bestimmt durch

T _ rg (7 () — Arg ({'(s T
hug (30 ) = Are/(0) - Arg (C(5) + 2k

Weil
(fon)' (1) _ (for(®) ¥'(t) _ f'a) () _ ()
fol)(s)  (frodls)) C(s)  flla)d'(s)  ((s)
folgt
(e Y, (Y
s (Foapen) =2 (34
und das gewiinschte Ergebnis. O]

Definition 3.7. Fine Kurve 7 : [a,b] — C nennt man eine stiickweise glatte Kurve,
wenn es endlich viele a; € R gibt mat

a=ap < a1 <@g < -+ < Qp1 < ap=2>=
derart, dass V\ja; a;,1] * 1@is @iv1] — C fiir jedes i € {0,n — 1} eine glatte Kurve ist.

Es wird niitzlich sein, wenn wir Kurven auch in umgekehrter Richtung folgen kénnen
oder auch zwei Kurven verkniipfen kénnen.

Notation 3.8. e Fiir eine Kurve v : [a,b] — C definieren wir die Kurve —v : [a, b
durch

(=) @) =70b+a-1).
o Fiir zwei Kurven v : [a,b] = C und ¢ : [c,d] = C mit vy(b) = ((c) definieren wir die
Kurve v+ ( : [a,b+ d — ¢| durch
B v(t) firt € [a,b],
(v+Q () = { Ct—b+c) firte (bb+d—d.
e [ir eine geschlossene Kurve 7y : [a,b] — C wird ny : [a,n(b—a)+b] mit n € N
definiert durch
(ny)(t) =yt —k(b—a)) fir tcla+k(b—a),b+k(b—a)
und ke€{0,...,n—1}.
Bemerkung 3.8.1. Diese kurze Notation ist leider manchmal auch verwirrend, denn

(=) (t) ist meistens nicht identisch mit — (v (¢)). Ebenso sind (ny) (¢) und n (v (t)) meis-
tend verschieden.
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3.4 Kurvenintegrale

Das Integral iiber eine komplexwertige Funktion ist definiert durch

b b b
/ g(t) dt:/ Re (g(t)) dt+i/ Im (g(t)) dt,

falls beide Integrale auf der rechten Seite definiert sind. Elementare Figenschaften fiir
(Riemann-)Integrale bleiben erhalten. Wenn ¢g; und g» (Riemann-)integrierbar sind iber
la,b], dann ist auch ¢;¢1 + c2g2 (Riemann-)integrierbar iiber [a, b] und es gilt

b b b
/ (Clgl(t) + CQgQ(t)) dt = Cl/ gl(t) dt + 02/ gg<t>dt fir C1,Co < C

Auch der Hauptsatz der Integralrechnung ist giiltig. Wenn F' : [a,b] — C eine stetig
differenzierbare Funktion ist mit F’(t) = f(¢), dann gilt

/ f(t) dt = F(b) — F(a).

Dieses Ergebnis folgt sofort, wenn man sich iiberlegt dass, falls g differenzierbar ist,

0

5; (Re (9(8)) +iIm (9(1))) = Re (¢'(t)) + i1m (¢'(1)) .

Nachdem wir komplexwertige Integrale definiert haben, kénnen wir den néchsten
Schritt machen und Kurvenintegrale in C definieren.

Definition 3.9. Sei f : U C C — C eine stetige Funktion mit U offen und sei~y : [a,b] —
C mit v[a,b] C U eine stetig differenzierbare Kurve. Man definiert das Kurvenintegral
f'y f(2)dz durch

/Y fe)dz = [ " fon(t) +(1) d.

Bemerkung 3.9.1. Fiir eine stiickweise differenzierbare Kurve wie in Definition [3.7] de-

finiert man
n—1
/f(z)dz = Z/ f(z)dz.
vy =0 v

[a,ai41]

Die iiblichen Eigenschaften von Integrale findet man auch hier:

Lemma 3.10. 1. Sei~: [a,b] — C eine stetig differenzierbare Kurve und seien f, g :
C — C stetige Funktionen und o, 8 € C. Dann gilt

l(af(Z)+6f(z))dzZaAf(Z)dz+6£g(2)dZ-

2. Sei vy : [a,b] = C eine stetig differenzierbare Kurve und sei f : C — C eine stetige
Funktion. Fiir —, definiert in Notation qgilt

/Wf(z)dz:—/fyf(z)dz
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3. Seieny : |a,b] - C und ¢ : [¢,d] — C stetig differenzierbare Kurven mit~y (b) = 6 (c)
und sei f : C — C eine stetige Funktion. Fir v+ 0, definiert in Notation qilt

/waf(Z)dz:/yf(z)dz—k/(sf(z)dz.

Die Beweise dieser Ergebnissen sind nicht besonders spannend. Man verwendet die
bekannten Eigenschaften von reellen Integralen iiber reelle Intervallen.

Lemma 3.11. Seig : [a,b] — C derartig, dasst — Re (g(t)) undt — Im (g(t)) (Riemann-
) integrierbar sind, dann ist auch t — |g(t)| (Riemann-) integrierbar und auferdem gilt

[ a0 il < [ (o) .

Bemerkung 3.11.1. Wenn wir dieses Ergebnis auf ein Kurvenintegral fiir v : [a,b] — C
anwenden, folgt

/7 F(2)dz

Der letzte Ausdruck ist nur eine Abkiirzung.

b b
/ f (v () 7’(t)dt‘ S/ [fer@] ['(#)]dt =¢/|f(Z)| |dz|.

Beweis. Das Basteln mit Unter- und Obersummen, um zu zeigen, dass die (Riemann-) In-
tegrierbarkeit von Re g und Im g die (Riemann-) Integrierbarkeit von |g| ergibt, werden wir

nicht durchfithren. Angenommen, dass die Integrale existieren, setzt man w = fab g(t) dt
und bemerkt, dass

b b
/ wg(t) dt = w/ g(t) dt = |w|> e R* U{0}.
Dann gilt

=l

/abg(t) dt‘ _ @/abg(t) dt‘ _ /ab@g(t) dt’ _
_ Re (/bazg(t) dt) _ /bRe (@g(t)) dt <

b ‘ b ‘ b
< [ g0l dt= [ 1allo0] @t = ol [ lgo)] dr

Entweder hat man w = 0 oder man darf durch |w| dividieren. Beide Moglichkeiten liefern
das gewiinschte Ergebnis. O]

Lemma 3.12. Sei U offen und sei f : U C C — C eine stetige Funktion. Wenn ~ :
la,0] > U C Cund( : [c,d] = U C C einfache glatte Kurven sind mit dem gleichen Bild,
das in gleicher Richtung durchlaufen wird, dann gilt

/vf(z)dz:/cf(z)dz.

,,Gleiches Bild in gleicher Richtung durchlaufen® heif§t, es gib eine monoton wachsende
bijektive Abbildung s : [a,b] — [c,d] mit vy (t) = (( o s) (t) fiir alle t € [a,b].
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Beweis. Eine monoton wachsende bijektive Funktion s : [a,b] — [c,d] ist auch stetig.
Wir zeigen, dass die Funktion s hier sogar differenzierbar ist. Weil 7 +— ((7) stetig
differenzierbar ist, ist auch 7 +— Re( (7) und 7 +— Im (1) stetig differenzierbar und es
folgt aus dem Mittelwertsatz, dass es 71, T2p € [s(t), s (t + h)] gibt mit

VR =y () C(s(+R) —C(s (1)
h h
(s(t+h)—s(t) (Re¢ (t14) +iIm(’ (Tgyh)).

h

Weil ¢’ stetig und ungleich 0 ist, folgt, dass

vt +h) =7 ()

sl s h _ 7w
h—0 h lim (Re (' (715) +iIm{ (125)) ¢ (s())

h—0

Also ist s differenzierbar (sogar stetig differenzierbar). Dann folgt aus der Substitutions-
regel, dass

/} dz—/'f O()CUMT:/(f<Q(U)<@&)5&ﬁﬁ:

- [wecon oy a=[tromw v a- [ ie-

]

Lemma 3.13. Sei U offen, F : U C C — C holomorph und sei F' = [ auf U. Wenn
v : |a,b] = U eine stickweise glatte Kurve ist, dann gilt

/ﬂ@M=FW@D—H%®)

Beweis. Wenn F' komplex differenzierbar ist in () und 7 reell differenzierbar in ¢, dann
ist ' o~y auch reell differenzierbar in ¢ und es gilt

(Fon) (t)=(Fov)(t) ().

Aus der Definition und dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt

/}@mZ: /(fvw®7ﬁﬁﬁz/(ﬁow@%ﬂﬂﬁ=
= (For)(b) - (For)(a)
und damit das Ergebnis. O]

Korollar 3.14. Sei U C C offen und o, 5 € U. Wenn f auf U C C eine Stammfunktion
F besitzt, dann gilt fiir jede Kurve vy, die o als Anfangspunkt hat, 5 als Endpunkt und die

innerhalb von U wverlduft,
[ #2)dz = F(3) - Pla),
-
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Beispiel 3.15. Nehmen wir o, f € C\ {0}. Dann gilt fir jede Kurve 7y : [a,b] — C\ {0}
mit y(a) = o und y(b) = 3, dass

1
/—2dz =al—-p1
v 2

Auf C\ {0} hat f(z) = 272 eine Stammfunktion, nimlich F(z) = —z~%.

Beispiel 3.16. Setze v, : [0, 7] — C mit v,(t) = €™ und 7, : [0, 7] = C mit y,(t) = e .
Beide Kurven verbinden 1 mut —1. Es gilt

1 1 1 . T
/ —dz = / ——~1(t) dt = / —ie’ dt = / i dt = i,
v, ? 0 71(t) 0o € 0
/ 1dz = /7r ! o (t) dt = /7r ! (—ie™™) dt = /7r —i dt = —mi.
vy # 0 Vo) 2 o e 0

Angeblich hat z — % keine Stammfunktion auf einer Umgebung von

{z € C;|z| = 1}.

Man konnte versuchen die Funktion z — Log (z) als Stammfunktion zu betrachten, sollte
dann aber merken, dass diese Funktion fir z € R~ nicht stetig ist. Nur auf C\ Ry ist
dieser Logarithmus differenzierbar und da ist sie sogar eine Stammfunktion von z — 271,
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Kurvenintegrale und Cauchy

4.1 Stammfunktion und geschlossene Kurven

Wir haben in Korollar gesehen, dass wenn [ eine Stammfunktion hat, das Kurven-
integral tiber eine geschlossene Kurve gleich 0 ist. Dieses Ergebnis folgt aus Lemma [3.13]
In diesem Kapitel wollen wir den inversen Weg finden.

Proposition 4.1. Set U C C eine offene zusammenhdngende Menge. Nehmen wir an,
dass f : U — C stetig ist, und dass fiir jede geschlossene stiickweise stetig differenzierbare
Kurve v : [a,b] = C mit v[a,b] C U gilt

A F(=)dz = 0.

Sei zg € U und sei (7, irgendeine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die zy innerhalb
U mat z verbindet. Dann ist
Flziz) = | f(w)dw

wohldefiniert fiir = € U, es gilt z — F(z; zy) ist holomorph auf U, und L F(z;z) = f(z).

Beweis. Weil fw f(2)dz = 0 gilt fiir jede geschlos-
sene Kurve, folgt dass F(z;29) = fg f(w)dw un-
abhéngig ist von der gewéhlten Kurve von 2o nach
z. Um zu zeigen, dass z — F(z;2) differenzier-
bar ist in 21, betrachten wir zwei spezielle Kurven.
Weil U offen ist, diirfen wir annehmen, dass so-
wohl [z1 — €, 21 + €] als auch [z — i€, 21 + ig] bei-
de innerhalb von U liegen fiir ein € € (0, %) Wir
nehmen 7, , : [~1,] derart, dass R

Y14(=1) = 20 und v, ,(s) = 2 + s fiir s € (—¢,¢),
und 7, : [—1,] derart, dass

Ya.:(—1) = 20 und vy, (s) = 2, +is fiir s € (—¢,¢).

33
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Fir t € (—e,¢) gilt

S=—¢&

= / f(z)dz—l—/ (21 + s)ds =
71,0 s=0

= F(z1;2)+ f(z1 + s)ds,
s=0

F(z1+1t;20) = / f(2)dz = f(z)dz + / flz1+s)ds =
Y1,t Y1,—¢

und es folgt aus dem Hauptsatz der Integralrechnung, dass
t— / f(2)dz fur t € (—e¢,¢)
V1,¢

(stetig) reell differenzierbar ist. Ebenso gilt

Fo1 + it 2) — / f(=)dz = / F(2)dz + / " (o is)ids —
Y2,t Y2,0 s=0

t
= F(zl;zo)+/ f(z1 +is)ids,
s=0

und
t— f(2)dz fir t € (—¢,¢)

Y2t

ist (stetig) reell differenzierbar. Aulerdem gilt

((%F (@ + iy; ZO)) - % (/; flon + s)ds) ) f(z1) und

|z+iy=21

(2 riw+ i) = 2 ([ sy =)

|x+iy=21

Also sind die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen in z; erfiillt und F(+; zo) ist auch
komplex differenzierbar in z;. Auflerdem gilt F’(z; 29) = f(2). O

4.2 Der Integralsatz von Cauchy

Zitat Encyclopaedia Britannica: Cauchy’s greatest con-

tributions to mathematics, characterized by the clear g%ﬁ% e [ SO 4
and rigorous methods that he introduced, are em- z i
bodied predominantly in his three great treatises: @ '/Jf]‘
Cours d’analyse de | "Ecole Royale Polytechnique (1821, g | :
“Courses on Analysis from the Ecole Royale Polytech- E 3,60

nique”); Résumé des legons sur le calcul infinitésimal

(1823; “Résumé of Lessons on Infinitesimal Calculus”); and Legons sur les applications du
calcul infinitésimal a la géométrie (1826-28; “Lessons on the Applications of Infinitesimal
Calculus to Geometry”). The first phase of modern rigour in mathematics originated in
his lectures and researches in analysis during the 1820s. He clarified the principles of
calculus and put them on a satisfactory basis by developing them with the aid of limits
and continuity, concepts now considered vital to analysis.

Bevor wir den nach Cauchy benannten Satz formulieren und beweisen konnen, brau-
chen wir:
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Definition 4.2. Eine offene Teilmenge U C C heifit einfach zusammenhdngend,
wenn U und C\U zusammenhdngend sind.

Bemerkung 4.2.1. Eine Menge G C C nennen wir zusammenhéngend, wenn es fiir jede
z,w € G eine stetige Kurve auf der Sphire {w € R3; |w| = 1} gibt, die p(z) und p(w)
verbindet. Hier ist p die Projektion aus [2.9]

Bemerkung 4.2.2. Einfacher gesagt: U heifit einfach zusammenhé&ngend wenn U zu-
sammenhéngend ist und keine Locher hat. Diese Definition ist iibrigens rein “complex-
1-dimensional”. In héheren Dimensionen ist “einfach zusammenhéngend” anders zu defi-
nieren.

Theorem 4.3 (Integralsatz von Cauchy). Sei U C C
offen und einfach zusammenhdingend. Seit f : U — C
holomorph. Dann gilt fiir jede stiickweise differen-
zierbare geschlossene Kurve v, die innerhalb von U
verlduft, dass

/ f(z)dz = 0.

v

Bemerkung 4.3.1. Fiir v, » : [0, 27] — C mit v, z(t) = w+Re" schreibt man manchmal

% f(z)dz = f(z)dz.
" o

Der Grund ist, dass man mit |z — w| = R die Richtung nicht festgelegt hat. Wir werden
diese Notation auch verwenden fiir den Rand eines Gebietes, das wir linksherum als Kurve
in einem Integral durchlaufen wollen.

Beweis. Wir beweisen durch Widerspruch and nehmen darum an, dass wir eine Kurve ~

haben, mit
/f(z)dz
-

Wir diirfen ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass v einfach ist. Aulerdem neh-
men wir an, dass v linksherum orientiert ist.

e Der erste Schritt im Beweis ist, statt v, eine Kurve 7, zu betrachten, die stiickweise
linear ist. Anders gesagt, eine Kurve zu betrachten, die einen Polygonzug beschreibt. Das
Integral iiber dem Polygonzug kann man vergleichen mit einer Riemannsumme fiir das
urspriingliche Integral. Darum kann man diesen Polygonzug geniigend nah an v nehmen

damit
/Wf(z)dz - /751 f(z)dz

/y Gy

e Im zweiten Schritt konstruiert man endlich viele Dreiecke {Di}le, die das Innere
von v, liberdecken und deren duflerer Rand genau das Bild von ~,; bildet. Nennen wir
0D; die linksherum laufende Kurve, die den Rand von D; als Bild hat, dann gilt

/7 1G)z= Z:?%D F(2)d.

=c>0.

1
< 3c.

Es gilt
>1e>0. (4.1)
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Kurven, die in beiden Richtungen durchlaufen werden, liefern keinen Beitrag. Wegen ({4. 1))
gilt fiir mindestens eine der Kurven 0D,

> °
2k

Abbildung 4.1: Zusétzliche Gerade ohne Einflufl auf den Wert des Integrals.

e Anschliefend teilt man dieses Dreieck D;, in vier gleichgrole Dreiecke der zweiten

Generation D?, ..., D%, Fiir mindestens eines dieser vier gilt
1 c
> f(z)dz Z 1%

Durch Fortsetzung dieses Algorithmus findet man eine Folge {Dm }OO mit

tm J m=1
N\ ¢

Nennen wir |0D| die Lénge der Kurve und setzen wir ¢ = |0D;, |, dann folgt

m—1
D" | = (%) (.

Abbildung 4.2: Einige Schritte zum Beweis des Integralsatzes: Polygonzug statt Kurve, Tri-
angulieren, Verfeinern, Verfeinern, Verfeinern.

o Es gilt D:ni Cc D" C---CD; C D undes gibt z; € (| D*. Sowohl die Pro-
m>2
jektion auf der reellen als auch auf der imaginédren Achse liefert eine Intervallschachtelung
und die Vollstandigkeit von R gibt die Existenz von Re z; und Im z;.

e Weil f holomorph ist in zp, gibt es fiir jede € > 0 ein §. > 0 derart, dass
f(z) = f(=)

0<l|z—2z]|<d:=>
Z— Z1

— f/(Zl) S E.
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Fir g(z) = f(z1) + (2 — 21) f'(21) kennen wir eine Stammfunktion, nédmlich

G(z) = 2f(21) + 5 (2 = 21)" ['(=1),
und es folgt

5éD (F(z1) + (2 — ) f(z2)) dz = 0.

m
m

Wenn D} C By, (z1) erfiillt ist, gilt also

(}I)Mis bt = yﬁD (F(2) = £(m1) = (= — 22) f'(=0)) de| <
< 7§Dr (F() = F(z2) = (2 = 22) F(z0))] |d2] <
< yg%a 2= 2| |dz| << G)m_le oD | = G)m_l Fe. (4.3)

Hier verwendet man

1 m—1
|z — 2] < (§> ¢ und

1 m—1
1 |dz| = [aD7 | = (5) ‘

éDZ;

e Kombiniert man (4.2) und (4.3)), so folgt ein Widerspruch fiir £ geniigend klein. Um
genau zu sein: man nehme ¢ € (0, ﬁ), finde passendes d. und nehme m derart, dass

(%)m_1 (< 6.. u
Kombinieren wir die Ergebnisse von Proposition [.1 und Theorem [4.3] dann folgt:

Korollar 4.4. Holomorphe Funktionen auf einfach zusammenhdngende Gebiete in C ha-
ben eine Stammfunktion.

4.3 Residuum

Eine Funktion wie f : C\ {0} — C mit f(z) = 27" hat eine Stammfunktion fiir n €
{2,3,4,...}, némlich F(z) = —£z7"" Fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve
v ¢ [a,b] = C\ {0} gilt

g

Fiir f : C\ {0} — C mit f(z) = 27! kann man nur auf einem Teil von C\ {0} eine
Stammfunktion finden. Sucht man auf einer kleinen Umgebung von 1 eine Stammfunktion
durch [, , f(w)dw + ¢, dann findet man

F(z) = Log(z) + c=1In|z| + i Arg(z) + ¢

und versucht man diese Funktion zu erweitern, bekommt man spétestens ein Problem,
wenn sich Kurven links und rechts um 0 herum treffen: Die Erweiterung vom Argument
gibt links herum einen Unterschied von 2. Das heifit, jede Stammfunktion von 2z + 27}
ist nicht nur in 0 nicht definiert, sondern hat notwendigerweise einen Schnitt in ihrem
Definitionsgebiet von 0 zu co. Egal wo man diesen Schnitt mit seiner Unstetigkeit plaziert,
der Sprung wird immer 274 sein.
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Abbildung 4.3: Ein Schnitt im Imaginérteil einer Stammfunktion fiir z — 2.

Lemma 4.5. Fir jede stiickweise differenzierbare Jordan-Kurve, die links um 0 herum

lauft, gilt
1
/ —dz = 2mi.
42

Beweis. Fiir v, : [0,27] — C mit ,(t) = €' gilt

1 2w 1 ] 2m
/—@:/ 7%%:/ i dt = 2mi.
Yo # o € 0

Fiir eine beliebige stiickweise stetige Jordan-Kurve v, die links um 0 herum l&uft, werden
wir eine Skizze eines Beweises geben. Man konstruiert eine Kurve wie im Bild. Nennen
wir die ‘grofle’ Kurve I'. und nehmen wir an, diese ist zusammengesetzt aus 4 kleineren
stiickweise stetig differenzierbaren Kurven:

Le=rv.+0 + 6 — 7,
1. 7., die bis auf einem Spalt gleich ~ ist;
2. g, die bis auf einem Spalt gleich v, ist;
3. 15, die den Endpunkt von 7, mit dem Anfangspunkt von —v, . verbindet;
4. (5, die den Anfangspunkt von v, mit dem Endpunkt von —v, . verbindet.
Wir haben

1 1 1 1 1 1
/ —dz:/ —dz:/ —dz+/ —dz—/ —dz+/ —dz.
— VeHE =7 . HE ? Ye ? = < Yo,e ? e *

5

Weil wir T, in ein einfach zusammenhéngendes Gebiet U C C\ {0} legen kénnen, gilt

1
/ —dz = 0.
.2
Aus Stetigkeitsgriinden gilt weiter:

1 1
lim/ —dz-/—dz,
€l0 5. z y z
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Abbildung 4.4: Links die Kurve um eine Singularitdt. In der Mitte deart gedndert, dass die
Singularitdt auflerhalb liegt. Rechts sieht man wie die neue Kurve innerhalb einer einfach zu-
sammenhéingende Menge (in griin) liegt.

1 1
lim | —dz=—lim [ —-dz

und

1
lim —dz:/ 1dz.
el0 Y0,e < Yo <
Es folgt, dass
) 1 1
0 = lim dz-hm / dz+/ dz—/ —dz—l—/ —dz | =
&LO €¢0 z Ze Z 707 Zi z
1
/ dz—/ —dz
y 2 o ?

0

1 1
/—dz = / —dz = 2mi.
v z Yo z

und dann auch

O
Theorem 4.6. Sei U C C einfach zusammenhdingend, seien wy, ..., w, € U unterschied-
lich und f : U\ {ws,...,wy,} — C eine holomorphe Funktion. Sei~y eine stickweise stetig

differenzierbare Jordan-Kurve mit Bild innerhalb von U, die links herum lduft. Dann gilt
fiir e > 0 und geniigend klein:

/ﬂc ()dz= ), L}wﬁs@it f(2)dz.

w; € Innengebiet te[0,2m]

Beweis. Ahnlich wie im ‘Beweis’ des letzten Theorems, baut man sich eine Kurve Iz, die
die Stellen w; zum Aussengebiet verurteilt. n

Definition 4.7. Sei U C C offen und w € U. Fir f : U\ {w} — C holomorph definiert
man das Restduum an der Stelle w durch

Resy (f) = %% / F(2)dz

w,e

fir v, 1 [0,2n] = C mit v, (t) = w4+ e,
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Abbildung 4.5: Die ‘Kanalisation’ einer Kurve, wenn es Singularitdten im Inneren gibt.

Bemerkung 4.7.1. Nehmen wir an, dass B,(w) C U fiir > 0. Dann kann man aus dem
letzten Theorem schlielen, dass fiir alle e € (0, 7)

L Wf(z)dz: 5 F(2)dz.

yE€

Um das Residuum zu bestimmen reicht es, dass B,.(w) C U. Es gilt:

1
Res, (f) = —?g f(z)dz fir r > 0 gentigend klein. (4.4)
|z—w|=r

2w
Das obrige Theorem 148t sich jetzt wie folgt formulieren:

Theorem 4.8 (Residuensatz fiir linksdrehende Jordan-Kurven). Sei U C C einfach zu-
sammenhdngend, seien wy, ..., wy, € U unterschiedlich und f : U\ {ws,...,w,} — C
eine holomorphe Funktion. Sei vy eine stickweise stetig differenzierbare Jordan-Kurve in-
nerhalb von U, die links herum lduft. Dann gilt:

/f(z)dz = 27 Z Resy, (f) -
v w; € Innengebiet vy

Bemerkung 4.8.1. Fiir eine beliebige geschlossene Kurve «, die nicht durch w € C lauft,
kann man die Umlaufzahl n (v, w) definieren. Der allgemeine Residuensatz gibt dann
die Aussage

/f(z)dz = 27m'Zn (v, w;) Resy, (f) -

Abbildung 4.6: Die Umlaufzahlen z — n(v, z) einer Kurve.
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Beispiel 4.9. Nehmen wir die Kurve v : [0,27] — C mit y(t) = 2¢. Gefragt ist der

Wert von
1
/ 5 dz.
y 25 F 1

Man bemerke, dass z — ﬁ zwei singuldre Stellen besitzt: z = i und z = —i. Beide Stellen
liegen innerhalb der Kurve . Statt eine Kanalisation zu basteln und die zugehérigen
Residuen direkt zu berechnen, zerlegen wir die Funktion:

1: 1;
1 50 50

I i S

Es folgt:

/= dzz/(—2,+ 2 .)dz=——i/ R
’YZ+1 v\ 7 —1 z+1 2 2 2 ’YZ+Z

Dann lisst sich Lemma [{.5 verwenden, wenn man bedenkt, dass die Residuen hier ver-
schoben sind von 0 auf i und von 0 auf —i. Definiere ~y,(t) = v(t)+1 und y_,(t) = v(t) —i.
Weil v sowohl v als auch —i im Innengebiet hat, bedeutet das

1 1 1 1
/ ,dz:/ —dz = 271 und/ ,dz:/ —dz = 2mi.
V2= v ? N 2T N, ?
1 1. 1. )
/YZQ—l—le: (—§Z+§Z> 27TZ:0.

Beispiel 4.10. Nehmen wir die Kurve v, : [0,27] — C mit v,(t) = i + €' und wird

1
/ 5 dz
’Yzz +1

gefragt, folgt dhnlich (aber jetzt liegt nur i im Innengebiet), dass

1 —1i; i 1
/ 5 dz:/ (—2—i— 2 ) dz =—=i(2mi)+ 0 =T.
vy ? +1 vy \Z =1 z+1 2

[e.9]

Wir finden

Beispiel 4.11. Wir méchten MY

dx berechnen. Eine Stammfunktion mit Hilfe ele-
x

0
mentaren Standardfunktionen steht nicht zu Verfigung. Man kann sich jedoch tiberzeugen,
dass dieses Integral als uneigentliches Riemann-Integral existiert. Wir werden zeigen, dass
uns der Residuensatz hilft den Wert des Integrals zu bestimmen. Betrachte

eiz
/ —dz
Y 2

fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve I'. ar, die das folgende Bild hat.
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10i -
M-iM M+iM
8i
6i -
a9
4if
2i -
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-10 -8 -6 -4 -2 —€| € 2 4 6 8 10
-M M

Wir schreiben Ue pr = Y+ Y+ Y + Vv + Yv v
L ~;:e,M]—C mit v,(t) =t,
II. ~vp:[0,M] —C mit vy (t) = M + it,
L~y =M, M] — C mit vy(t) = —t +iM,
IV. v :[0,M] —C mit yp(t) = —M +i (M —1),
V. vy [-M,—e] = C mitvy(t) =t,
VI vy :[0,7] = C mit 7y (t) = e,

Weil z +— % holomorph auf C\B./2(0) ist und keine singuldren Stellen innerhalb v hat,
qgilt

eiz Vi eiz
0:/ o= S
Lo v z k=17 Yk <
Wir betrachten die einzelnen Integrale:
L[ <dz=[" < dx,
el 'L(M+'Lt) etM—t . M _
11 f 7 ‘ ‘fo TM+tat ’ ‘fo M+itldt S%fo € tdtgﬁ
HL [, | = |- 0, 25 < 5 |25 de < 12, Stde = 2e,
IV. fv e—dz‘ < ...(Ghnlich wie bei IT)... < 4,
Vo [, Gdz= [0y Grde =~ [N rde

Fiir das letzte Integral finden wir

i(m—t)

eiz . T ege - ) . . s ity . T i
VI —dz = —1 +€€Z(ﬂ— )dt = —1 eae dt = —i e&(—cos +isin )dt
z cei(m—t)
Yvi 0 0 0

und fiir € | 0 folgt mit gleichmdfiger Stetigkeit
lim € dz= —ilim s(—oosttising) gy — —i/ ldt = —
0

el0 Yy z el0
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Kombinieren wir diese Ergebnisse, so finden wir drei Teilintegrale, die fiir M — oo nach
0 konvergieren, und folgendes bleibt iibrig:

iz M _ix M —iz iz
e e e e
0= lim —dz = lim (/ —dx —/ dx —i—/ —dz) =
el0 Ter z c X c X Yvi z

el0
M—o0 M—oc0
. M iz _ iz ) e’ [ sinz ,
= lim —dz + lim —dz = 2i dx — mi.
el0 c €T el0 Y1 z 0 i

M—oc0

Anders gesagt:

(o0} : 1
/ smxdx L
0 x 2



44

Woche 4, Kurvenintegrale und Cauchy



Funktionentheorie, Woche 5 F(Z)

Singulire Stellen

5.1 Beispiele zur Funktion und Stammfunktion

Inzwischen haben wir bemerkt, dass es einen starken Zusammenhang gibt zwischen kom-
plexer Differenzierbarkeit einer Funktion und der Existenz einer Stammfunktion. Bevor
wir mehr zu den Folgen des Integralsatzes von Cauchy sagen, betrachten wir erst mal
einige Beispiele.

Beispiel 5.1. Das wichtigste Beispiel haben wir schon mehrmals betrachtet. Die Funktion
2+ 271 st definiert auf C\ {0} und ist da auch holomorph. Fine Stammfunktion ist
aber nur zu finden auf einem einfach zusammenhdngenden Teilgebiet von C\{0}, wie zum
Beispiel C\ (—o00,0]. Eine solche Stammfunktion auf C \ (—o0,0] ist der Logarithmus,
definiert durch

Log(z) = In |z| + iArg(z).

Abbildung 5.1: Skizzen zu den Niveaumengen der Real- und Imaginérteile der Funktionen
z+271:C\ {0} = C und Log : C\ (—o0,0] — C.

45
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Hat man eine differenzierbare Kurve v : [a,b] — C\ (—00,0], so folgt f7 1dz =
Log(y (b)) — Log(v (a)). Wenn eine Kurve die negative reelle Achse schneidet gilt dies
nicht mehr unbedingt.

Wie man die Niveaumengen in Abbildung[5.1] findet, wird hier erklirt:

Die Niveaulinien von Re (z71) findet man durch z = x + iy und | | Die Niveaulinien von Re (Log(z)) = In|z| sind Kreise um 0 und
) die Niveaulinien von Im (Log(z)) = Arg(z) sind Halbgeraden, die
c=Re< 1 >=Re<r—w>= r in 0 anfangen.
T +iy a2 +y? 22 +y?

Es folgt 2* + y? = x/c und das lift sich auch schreiben als

(r =) +v°= ()"

Diese Gleichung liefert einen Kreis mit Radius 5

5l UM den Mit-

telpunkt (iﬁ)). Ahnlich findet man aus ¢ = Im (ﬁw) einen

Kreis mit Radius ﬁ um den Mittelpunkt (07 ;—Cl)

Beispiel 5.2. Ein zweites Beispiel ist die Funktion z — z=2. Auch diese Funktion ist defi-
niert auf C\ {0} und ist da auch holomorph. Diesmal finden wir sogar eine Stammfunktion

auf C\ {0}, ndamlich

F(z)=—2"1
Obwohl z — 272 in 0 eine Singularitit hat, gilt fiir jede differenzierbare Kurve vy : [a,b] —
C\ {0}, dass f7 Ldz = % - % Fiir jede geschlossene (differenzierbare) Kurve 7 :

la,b] — C\ {0}, auch wenn er um 0 herumlduft, gilt f7 Ldz=0.
Die Niveaulinien von Re (272) und Im (272) sind weniger schin zu berechnen und wir
lassen es bei einigen Bildern.

Abbildung 5.2: Skizzen zu z + 272 und z — —z~! mit Niveaumengen des Real- und Ima-
gindrteils.

Beispiel 5.3. Wenn wir versuchen die Wurzel aus z € C als Funktion zu definieren, also
fiir jede Zahl z € C einen eindeutigen Wert \/z € C, dann kann man das nur, wenn man
einen Schnitt anbringt. Zum Beispiel

\/2 — e%Log(z) _ yzle%iArg(z)
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erfillt (f(2))* = z, aber erbt den Schnitt des Logarithmus und ist nicht stetig iber C \
(—00,0]. Auf diesem Gebiet hat man eine Stammfunktion

F(z) = 2e308),

Berechnen wir

}Zg 208 . (5.1)
|2l=r

Weil man bei einer geschlossenen Kurve an einer beliebigen Stelle auf der Kurve anfangen
darf, nehmen wir «y : [—m, 7] — C, definiert durch ~ (t) = re* mit r > 0. Es folgt

™
1 . 1, it L
§Z§ e2L°g(Z)dz:/ \ |rett ez Are(re) i ott gy
|z|=r -7

iy iy
3 1o, 5 . 3 3. . 3 3,17
=72 / e2ietdt = ir2 / e2dt = ir2 [%62“]
—T

—Tr —T

Abbildung 5.3: Skizzen zur Erweiterung von x +— /x : Rt — R und eine Stammfunktion:
Links das Definitionsgebiet von z +—» exp(%Logz) mit Niveaumengen des Real- und Imaginérteils.
Rechts dhnliches zu z — % exp(3Logz).

Die Ableitungsregeln liefern, jedenfalls fir z € C\ (—o0,0]:

31og(2)3 _ 3Tog(z 1 _ 3log(z 1
o3 Lol )iLog'(z) — e2los( ); — e2los( )m

Auch mit dieser Stammfunktion, kann man berechnen. Man nehme

_ 6%Log(z) )

F'(z) =

win

v, [-m+e,m—¢e] = C mity, (t) = re

und finde
LLog(2) : LLog(2) i [2p8L08(2)]*7
2% dz = lim e2 ngdz:hm[ge'z ng]
|2|= 40 /. el0 z=—r—ie
. 3 _ i 3 g . 3 3i(m— 3 34— .3
— %hm <62Log( r4ie) 62Log( r zs)) — %hm (7,,2621(# g) 7n2€21( 7r+5)> — —gﬂ'l ra.
el0 el0

Wir haben hier verwendet, dass Log : C\ (—o00,0] — Rx (—im,im) eine bijektive Abbildung
ist mit z — e* als Inverse. Die Exponentialfunktion z — e* : C — C hat keine Inverse!
Die Finschrinkung der Ezponentialfunktion auf Rx (—im, im) schon.
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Abbildung 5.4: Links eine Skizze der Funktion z + Im (y/z) und rechts z — Im (%z\/z) Man
sieht die Unstetigkeit auf R™.

Beispiel 5.4. Wir betrachten z — e'/# : C\ {0} — C. Diese Funktion ist holomorph auf
C\ {0}. Dann kénnen wir auf C\ (—o0,0] eine Stammfunktion definieren durch

F(z):/ e/ dw,
[1,2]

wobei [1, z] die Kurve v : [0,1] — C ist mit v(t) = 1+t (2 —1). Fir z € C\ (—00,0] ist
dieses Integral wohldefiniert. Wenn man versucht mit Maple oder Mathematica eine mehr
explizite Stammfunktion zu finden, erscheint die folgende Stammfunktion:

F(2) = zeY* — Ei (1) :

z

Dieser Funktion hilft uns so nicht weiter.

Das Integral
51§ e*dz
|z|=r
kann man wie folgt berechnen:

27 1 )
yg el/zdz :/ <) ireitdt =
|z|=r 0
2 r—le—it 2z
(& ; €
- / L (irlety dt = _§£ “
0 (,r—le—zt) |z|=r—1 z

- 55 e—2dz = 271 Resy (6—2) = 2mi.
lo]=r=1 2 :

Fiir die Berechnung des Residuums benutzt man

er ldz+dp,E 1 1 &
¢ _ R iy
22 22 22z~ (m+2)

und bemerkt, dass

1 > zm
—dz =0 und dz = 0.
\¢4=8 2’2 N u é|=€ Z (m + 2)' &

m=0
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Abbildung 5.5: Skizzen zu den Landschaften von z — e'/# : C\ {0} — C (links) und die
Stammfunktion z — e'/*/z — Ei(1/z) : C\ (—o0,0] — C.

2i

Abbildung 5.6: Links eine Skizze zu z + exp(l/z) mit den Niveaumengen des Real- und
Imaginérteils(links). Rechts dhnliches fiir eine zugehérige Stammfunktion.

Die Funktion E{l] ist definiert auf C\ (—oo, 0] als eine Stammfunktion von z — €*/z.

In diesen vier Beispielen haben wir uns das Verhalten angeschaut von Funktionen, die
eine Singularidt bei 0 haben. Die ersten Beispiele betrachteten ”z +— 2%7.

o Fir a € Nist z* auf C definiert und es gibt eine Stammfunktion %Hz““.

e Fiir « € R\Z (und fiir « € C\R) kann man eine solche Funktion z® nur verniinftig
definieren, wenn man einen Schnitt zu 0 zulafit. Eine Stammfunktion hat den glei-
chen Schnitt.

o Firae {...,—3,—2} ist 2% definiert auf C\ {0} und ist da holomorph. Sie hat eine

Stammfunktion 2", die auch auf C\ {0} definiert ist und da holomorph ist.

e Fiir « = —1 ist 27! zwar definiert auf C\ {0}, hat aber nur eine Stammfunktion auf

eine zusammenhéngende Teilmenge.

'Das Ei kommt nicht vom Huhn sondern von ,, Exponentiellem Integral.
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e Die Funktion z + e'/# hat bei 0 eine Singularitit mit stirkerem Wachstum als jede
Potenz.

Die letzten 3 Moglichkeiten betreffen Funktionen, die holomorph sind auf C\ {0} und
in 0 eine Singularitdat haben.

Wenn man differenzierbare Funktionen f : R\ {0} — R betrachtet, dann kann man
eigentlich nichts dariiber aussagen, wie diese Funktion sich bei 0 verhalten sollte: ™" fiir
neN, |z|™ fir o € RY, 2 |z| " fiir @ € R, In ||, €/* haben alle ein unterschiedliches
singuldres Verhalten. Wenn wir holomorphe Funktionen f : C\ {0} — C betrachten,
scheint es weniger Spielraum zu geben. Es fiihrt uns zu der Frage:

Welcher Typ von Singularitit kann eine Funktion, die holomorph ist auf C\ {0},
in 0 haben?

5.2 Die Integralformel von Cauchy

Theorem 5.5 (Integralformel von Cauchy). Sei U C C offen und f : U — C holomorph.
Sei B.(z0) C U fiir r > 0. Dann gilt fir jedes z € B,(29), dass

F)= o Jw)

o

dw.

|lw—zo|=r

Bemerkung 5.5.1. Mit Hilfe des Residuensatzes findet man fiir jede stiicksweise stetig
differenzierbare Jordan-Kurve v : [a,b] — U, die links um 2z herum lauft, dass

f(z) = %m/%dw.

Das Erstaunliche an diesem Ergebnis ist, dass wenn man die holomorphe Funktion f
kennt auf so einer geschlossenen Kurve, alle Werte von f innerhalb der Kurve dann auch
feststehen.

Beweis. Wenn f : U — C holomorph ist und z € U, dann ist

J)1G)  fip £
g(w):{ v 7

’(Zz) filr w =0,

stetig. Es folgt sofort, dass g holomorph ist auf U\ {z}. Aulerdem ist g beschrénkt auf
B, (%), sagen wir durch M,. Mit dem Residuensatz (Theorem folgt fiir € € (0,79) mit
ro = |z — 20| < r dass

ylgw—zmr g (w) dw = 2mi Res, (g) = %%}_Zla g (w) dw.

Weil fiir jedes solches € > 0 gilt, dass

%ng:eg (w) dw' <

folgt

2m 2w
/ g(z0 +ee™) iee“dt‘ < / |9(z0 + g€™) ice™| dt < 2me My,
0 0

§z§ g (w) dw = 0.
|lw—zo|="r
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Weiter bekommt man

— g(w)dw + /@) §1|§w_zor ﬁdw _ 1) %%HM ﬁdw. (5.2)

270 iy zo|=r 2mi 2mi

Auch hier fiihrt der Residuensatz zum Ergebnis, denn es gilt

1 1 S .
dw = dw = —¢ie" = 2mi. (5.3)
lw—zo|]=r W — & lw—z|=e W — 2 =0 €€’

Die Kombination von (5.2)) und (5.3)) macht den Beweis komplett. O]

5.3 Holomorphe Funktionen haben holomorphe Ab-
leitungen

Wir erinnern uns, dass gleichméflige Konvergenz das Vertauschen von Grenzprozessen
erlaubt.

Lemma 5.6. Sei f : [a,b] x [0,v9] = R eine Funktion derart, dass x — f (x,v) integrier-
bar ist fiir jedes v € [0,v]. Wenn

liﬁr)l f(z,v) = f(x,0) gleichmdfig fir x € [a,b],

dann gilt

lim /bf(x, v)dr = /bf(x, 0)dx.

vl0

Bemerkung 5.6.1. Gleichméflige Konvergenz bedeutet, dass
Ve>030.>0: ve(0,0.) = sup |f(x,v)— f(z,0)] <e.

z€[a,b]

Eine sofortige Konsequenz der Integralformel von Cauchy ist:

Korollar 5.7. Sei U C C offen und f : U — C holomorph und sei B,.(z) C U fiirr > 0.
Dann existieren alle Ableitungen von f innerhalb B,.(zo) und es gilt fiir jedes z € B,(2o)
und n € N, dass

! f(w)
™) (z) = ljﬁ I aw. 5.4
(R A e o
Beweis. Fir z € B,(z) gilt inf {|w — z|;w € 0B,(20)} =: ¢ > 0. Es folgt, weil
flw) _ fw)
8 JA77 LA
9 J(w) = lim “——= = J(w) 5 gleichmaBig fiir w € 0B, (%),
Ozw—2z ==z 21 —2 (w—2)
dass
flw) _ f(w)
_ 1 —
lim f(zl) f(Z) = lim w—2z1 w—z dw =
21—z 2] — 2 2 2=z Jiysol=r 21— 2
flw) _ fw)

1 1
= lim Y=2 W=z g, _§£ (J”(_W)de. (5.5)
|lw—zo|="r

2mi |w—zo|=r 217 S 2mi w — z)
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Das heifit, f/(z) existiert und ist gleich ({5.5)).
Die Formel in ([5.4)) ist so bewiesen fiir n € {0,1}. Nehmen wir an, diese Formel gilt
fiir n, dann folgt auf dhnliche Weise, dass

|w— z0|—r

5.4 Holomorph mit Ausnahme einer Singularitéit

Jetzt konnen wir zum Teil die Frage am Ende von beantworten, ndmlich welcher Typ
von Singularitét es nicht gibt.

Lemma 5.8. Sei U C C offen und zy € U. Nehmen wir an, dass f : U — C holomorph
ist auf U\ {zo} und stetig ist in zo. Dann ist f holomorph auf U.

Beweis. Weil f dann auch beschrankt ist, gilt fiir ¢ | O:

1
?%]—z(ﬂe f(2)dz

[Resz, (f)] = 5=
Fiir jede geschlossene Kurve innerhalb B, (zp) C U gilt dann / f(2)dz = 0. Aus Propo-

21 21

1 1
<o 1G] < M (2ne) 0
|w—zo|=¢ 27

sition [4.1] folgt, dass f eine Stammfunktion F' hat auf B, (z) und dass F' holomorph ist
auf B, (z). Aus Korollar [5.7] folgt, dass auch f = F” holomorph ist. O

Man kann dieses letzte Resultat sogar noch etwas verallgemeinern.

Theorem 5.9 (Hebbarkeitssatz von Riemann). Sei U C C offen und zg € U. Nehmen
wir an, dass f : U\ {z0} = C holomorph ist und dass f beschrinkt ist in einer Umgebung

von zo. Dann ezistiert lim f(z) und die Funktion f, definiert durch
Z— 20

. f(z)  fir z # 2,
f(z) = lim f(2) firz = z,

Z—20

(5.6)

st holomorph auf U.

Beweis. Man definiere

F(z) = { F o) ) s 7

0 fiir z = 2.

Dann erfiillt ¥ die Bedingungen von Lemma [5.8 das heiit, F' ist holomorph auf U\ {zo}
und stetig in 2y, und es folgt, dass F' holomorph ist auf U. Weil

foy— PO PG =P

zZ— 20 zZ— 20

Z—Z20

gilt, existiert lim f(z) und die Erweiterung fin 1) ist wohldefiniert. Auflerdem erfiillt
f die Bedingungen von Lemma . ]
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Funktionen, die holomorph auf U \ {2z} und beschrankt in einer Umgebung von 2
sind, sind also holomorph auf U. Eine erste Moglichkeit einer Singularitdt bekommt man
bei einer Funktion wie f (z) = (z — 2)”'. Diese Funktion ist unbeschriinkt bei zy. Gibt es

etwas dazwischen wie zum Beispiel eine Funktion mit |f (2)| ~ |z — ZO|_%? Das néchste
Ergebnis zeigt genau, welche Moglichkeiten es gibt, wenn man das Wachstum der Singu-
laritdt durch eine Potenz abschétzen kann.

Lemma 5.10. Sei U C C offen und zy € U. Nehmen wir an, dass f : U\{z0} — C
holomorph ist und f folgende Abschitzung erfiillt. Es gibt M,r,o € Rt derart, dass

If(2)| < M|z — 2| fiir 2 € Br(2). (5.7)

Dann ezistieren 31, By, ..., B, € C mit n = [a] = max{n € N;n < a} und eine holo-
morphe Funktion g : U — C so, dass

f(2) =By (z—20) "+ Bpy (2= 20) "+ + By (2= 20) ' +g(2) fiirz €U.

Beweis. Nehme an zy = 0. Zeigen Sie, dass Fy : U — C, definiert durch

2" f(2) fiir 2 # 0,
F =
o(2) { 0 fir z =0,

holomorph ist. Dann definiere man iterativ

Fy(2)—F(0) fiir z 7& 0
Fipoq(2) = z ’
ki1(2) FI/(0)  firz=0

und beweise, dass auch Fj,q holomorph ist, wenn Fj holomorph ist. Man findet

fz2) = 2R (2) =
= 2 (FU(F(0) + 2F1(2)) =
= () (Fo(0) 4 2F1(0) 4 2°Fy(z)) =
= 2 P (F(0) + 2F1(0) + -+ + 2" Fp(0) + 2" Fopa(2)) =
Z"F0) 4+ 2T R (0) 4 - 4+ 27 R (0) 4+ Fga(2).
Man konnte auch via der Taylorreihe durchkommen. O]

Beispiel 5.11. Berechne [ = _dz fiiry : [0,27] = C mit () = 3e.

1—cos z

Die Funktion z 1;2“ st holomorph als Zusammensetzung holomorpher Funktio-
nen, jedenfalls wenn 1 — cosz # 0. Die Problemstellen sind also genau die Stellen, an
denen 1 — cosz =0 qult. Man lése 1 — cosz = 0:

cosz=1 & %:1@@2”4—1:2@”@

& 2" 41=06 (" -1) =0 =1
Setzen wir z = x + 1y, folgt

e Ycosx =1,

i(z+iy) -1 -y .. =1
e Se (Cos:c—l—zsmx) <:>{ e Ysinz = 0.
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SchlufSendlich folgert man
eVsint =0&sine =0 x =kt mit k € Z.

Die Gleichung 1 = e Y cos (kr) = e ¥ (—=1)" liefert, dass k gerade ist und y = 0. Die
Problemstellen sind also

{2mm; m € Z}.
Innerhalb der Kurve liegt nur eine Problemstelle, ndamlich 0. Weil
22 z2 z2
hl'I(l)l— = hII(l) k = () )k T —
z— — 2= z—>
cos z 11—, Qk)' [GRLe7 S 1 e »2k
1 1
= hII(l) l)k_ — :27
z—
> ket (2k)' 222 ilﬂ% > ko 2k+2 'Z%

P

—— in0
—COS 2

konnen wir den Hebbarkeitssatz verwenden. Das heifst, die Funktion z >
erweitert durch 2, ist holomorph und

2
/Z—dzzo.
71—cos,z

Beispiel 5.12. Berechne f7 dz fiir v : 0,2n] — C mit y(t) = 3e. Die Problemstel-

len sind noch immer

z
1—cosz

{2mm; m € Z}.

Wir finden mit Hilfe von der Potenzreihe zum Cosinus und

o
= E ’]”k7

k=0
dass
1 1 2 1 B
l—cosz %,22—i24+(’)(26)_z21—(1—12z2+(9(z4))
2 1 1 2
pu— —_— 1 —_— pr—
22( +(122 + 0 (2 )>+O(122 +0 (2 )))
2 1 ,
== ;—i-é—f-(’)(z)
Das bedeutet,
? .1
1—COSZ_2Z —i—g(z)

mit g holomorph in einer Umgebung von 0. Es qilt

2
/#dz = 2m Res,—g (L) = 21 Res,—g (—) = 4m.
vl—cosz 1—-cosz z

dz fiir v : 0,2n] — C mit y(t) = 3e. Die Problemstel-

Beispiel 5.13. Berechne fﬂ/
len sind noch immer

1—cos z

{2mm; m e Z}.
Wir finden

9.2 4 0 4 (2) = 242
T ooss = ¢ +0z7" 4+ g(2) =224 g(2)
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mit § holomorph in einer Umgebung von 0. Weil z — 2272 eine Stammfunktion hat und
g holomorph ist, gilt

1
—dz = 2:72 4G dz = 0.
/Wl—cosz - /( - —i—g(z)) :

Y

Beispiel 5.14. Berechne j; exdz fiir v : [0,27] — C mit 4(t) = 3¢'. Die Problemstelle

ist z = 0. Weil z — e= eine wesentliche Singularitit hat (eine Abschitzung wie in
gibt es nicht) muss uns etwas anderes einfallen.

| 2 L 2T N

e —_ P 1o P

/ezdz = / eset it dt = / e3¢ 3ieldt =
¥ 0 0

mit p 2 [0,27] — C und p(t) = ge=. Die Kurve v dreht einmal rechts um 0 herum. Weil
e = l+z+z2i;zk
—(k+2) 7

folgt

1 1 , 11
—/Me ;dz:—/ug(1+z+z g(z))dz:—/u<;+;+g(z)>dz

mit g holomorph. Also gilt, weil p rechtsherum lduft:

_/M(%—i—é—i—g(z)) dz:—/uédz:—(—Qm'):%m'.

5.5 Pole und wesentliche Singularititen

Betrachte man eine Funktion f : U C C — C, die holomorph ist auf B,(z)\ {20} C U,
dann sagt Lemma dass es genau die folgenden drei Moglichkeiten gibt:

1. Die Singularitiit in 2, ist hebbarf}

lim f(z) existiert.
Z—rZ0

Ausserdem gilt, dass die erweiterte Funktion

R f(2) fir z € By(20)\ {20},
f(z) = lim f(2) fiir z = 2,

Z—r20

holomorph ist auf B, (2);

2Englisch: removable singularity
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2. Die Singularitét in zj ist ein Pol n-ter Ordnung mit n € N*.

Hier ist n die kleinste Zahl in N, fiir die gilt

lim (z — 29)" f(2) existiert.
Z—Z20

Auflerdem gilt, dass es Konstanten ¢; € C mit ¢, # 0 und eine holomorphe Funktion
h auf B,.(z) gibt derart, dass

f(z) = G + . z:))"*l 4t p— + h(z) fir z € B(z0)\ {20} -

. Die Singularitit in z; ist wesentlichP}

Es gibt kein n € N derart, dass lim (z — zp)" f(z) existiert.

Z—20

Es folgt, dass auf jeder Umgebung U von 2, und fiir jedes n € N die Funktion
z > |2 — 20" | f(2)| unbeschrinkt ist.

Ein Beispiel fiir eine Funktion mit einer wesentlichen Singularitiit bei 0 ist z — e/,

Siehe Abbildungen [5.6) und 5.7

3Englisch: essential singularity
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Abbildung 5.7: Skizzen zu Re (el/z) und Im (el/z). Siehe auch Abbildung .

o7
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Funktionentheorie, Woche 6 F(Z)

Analytische Funktionen

6.1 Holomorphe Funktionen und Potenzreihen

Definition 6.1. Sei zg € C und sei U eine Umgebung von zy. Die Funktion f :U — C

nennt man analytisch in z,, wenn es eine Potenzreihe Y o, (2 — z9)" mit positivem

Konvergenzradius gibt derart, dass r > 0 existiert mit

f(z) = Zan (2 —20)" fiir z € B(2).

n=0

Wir haben schon bewiesen, dass Potenzreihen innerhalb des Konvergenzradius kom-
plex differenzierbar, also holomorph, sind.

Theorem 6.2. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zy € U und sei B,(z) C
U. Dann gilt fiir die Potenzreihe

S ) (2 = )", (6.1)

dass sie einen Konvergenzradius R > r hat und dass

o0

f(z) = Z %f(")(zo) (z— 20)" fiir alle z € B,(20).

n=0

Bemerkung 6.2.1. Weil Potenzreihen differenzierbar sind innerhalb des Konvergenzra-
dius, sind analytische Funktionen holomorph. Aus dem Theorem folgt, dass holomorphe
Funktionen analytisch sind. Also gilt fiir offene Gebiete U C C und f : U — C folgendes:

f analytisch auf U < f holomorph auf U.
Bemerkung 6.2.2. Man sollte sich erinnern, dass in (6.1) genau die Taylorreihe zu f

steht. In R hat man jedoch das einigermafien unbefriedigende Ergebnis, dass die Taylor-
reihe existieren kann, obwohl diese Reihe nicht unbedingt zu der Funktion konvergiert.

29
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Man erinnere sich an die folgende, beliebig oft differenzierbare Funktion f, die in 0 die
triviale Potenzreihe als Taylorreihe hat:

={ e TN

Fiir eine Funktion, die holomorph ist in zy, gibt es wegen der Definition eine Umgebung
B,(zp), in der sie holomorph ist, und das Theorem sagt aus, dass diese Funktion als
die Potenzreihe in (6.1) zu schreiben ist. Anders gesagt, bei komplex differenzierbaren
Funktionen konvergiert die Taylorreihe zu der Funktion.

Abbildung 6.1: Sei f holomorph auf U. Theorem besagt, dass im kleinen Kreis By(z1)
um z1 die Funktion als Potenzreihe p zu schreiben ist. Wenn diese Potenzreihe einen grifleren
Konvergenzradius R hat, dann hat man eine holomorphe Funktion auf Br(z1), die auf By(z1)
gleich f ist. Wenn sie auf U N Br(z1) tbereinstimmen, hat man eine holomorphe Fortsetzung
von f auf UU Br(z1) gefunden. Man soll sich also noch iiberlegen, wieso die Potenzreihe und f
auf U N (Br(z1)\Br(#1)) tbereinstimmen.

Beweis. Aus der Integralformel von Cauchy folgt, dass fiir jede p < r und z € B,(2) gilt

_ 1 f(w)
Je= 2mi %ﬂza:p w= Zdw

o] <1 folgendes gilt

zZ

11 11 i z—z\"
w—z_w—zol—ﬂ—w—zonzo w — 2o

w—20

Verwenden wir, dass fiir

bekommen wir
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Fiir festes z € B,(z) gilt ‘ﬁ

gen dieser gleichméfBiigen Konvergenz diirfen wir beide Grenzprozesse, das heifit Integral
und unendliche Summe, vertauschen und es folgt, dass

< @ < 1 und die Reihe konvergiert gleichméflig. We-

— (1 f(w) n
f(z)= (—% —ndw) (z — 20)
nzzo 2mi jw—z0|=p (W — 20) !
Fiir die Potenzreihe zu f hat man
1 f(w) 1
R dw = — f™(z,). 6.2
« 2mi lo—z0|=p ('U} _ ZO)nJrl w n! f (ZO) ( )

Diese letzte Identitét folgt aus (5.4)).

Weil diese Reihe konvergiert fir alle z mit |z — 2| < p, ist der Konvergenzradius
grofler oder gleich p. Weil p < r beliebig ist, ist der Konvergenzradius grofler oder gleich
. 0

Ein Zwischenergebnis wollen wir noch festhalten:

Lemma 6.3. Sei f: U C C — C holomorph und sei B,(zy) C U. Es gilt

n! f(z)
F™(z) = —% ————dz. (6.3)
2700 Sy ng=r (2 — 20)" T
Beweis. Dieses Ergebnis steht genau in ((6.2)). O

Korollar 6.4. Sei U C C offen und nehme an, Br(z) C U und w € dBg(z) NU.
Sei f : U\ {w} — C holomorph und nehme an, dass f eine nicht-hebbare Singularitit
i w besitzt. Dann hat die Taylorreihe zu f bei zy, das heifst die Potenzreihe in ,
Konvergenzradius R.

Bemerkung 6.4.1. Wenn wir dieses Korollar in Worte fassen wollen, kann man das Er-
gebnis wie folgt beschreiben: Betrachtet man bei einer holomorphen Funktion eine Tay-
lorreihe mit ihrem Konvergenzgebiet, dann wird f auf dem Rand dieses Kreises, jedenfalls
wenn f auf dem ganzen Kreis definiert ist, irgendwo singulér sein.

Beweis. Aus (/6.3)) folgt, dass fiir alle r < R gilt

n! 2nr

‘f(”)(zo)} <

= 2 pntlTT

fir M, = max{|f (2)|;]|z — 20| < r}. Es folgt, dass

< (M)n M,.
r

Wenn man |z — zp| < r nimmt, folgt, dass die Potenzreihe in konvergiert. Also findet
man, dass der Konvergenzradius gréfer gleich r ist. Weil man r beliebig nahe an R nehmen
kann, ist der Konvergenzradius mindestens R.

Wenn die Taylorreihe in auf By (z) mit R > R konvergiert, dann ist die Reihe
als Funktion identisch zu f auf B, (w) \ {w} und f hat eine hebbare Singularitit in w.
Dies ist ein Widerspruch. Also ist der Konvergenzradius hochstens R. O]

%f(n)(ZO) (2 —20)"
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Beispiel 6.5. Betrachte die Potenzreihe zu Log (z) um zo = 1+ i. Man findet

d n
(E) Log (z) = (—=1)" " (n — 1)!z™ fiirn > 1. (6.4)
Dann folgt fiir |z — 1 —1i| < R, dass
Log(2) = Log(1+9)+ > o1y
og(z) = Lo i - (z—1—-0)" =
—n(l+1i)
1 RS 1/2 8o\ A\

= 51n2—|—17m—25 5 264 (2—1—2) .

n=1

-1

%\/iegwi

Fiir den Konvergenzradius gilt R = = /2. Das passt zu der bekannten

Singularitit vom Logarithmus in 0.

Abbildung 6.2: Definitionsgebiete von Log und von den zwei zugehdrigen Potenzreihen aus

Beispiel [6.5 und[6.6

Beispiel 6.6. Betrachte die Potenzreihe zu Log (z) um zg = —4 + 3i. Die Ableitungen
sind wie in und es folgt fir |z — (=44 31)] < R mit Im z > 0, dass
S

Log(z) = Log(—4+3i)+ Z n(—4+30)" (z— (=4 +31)" =

1 (1 iarctan3 )"
= In5+ (7 —arctan 3) i — Z — (%elarcmﬂ) (z—(—4+30)).
n

Fiir den Konvergenzradius gilt R = |%e = 5. Das scheint nicht zu passen

zur Unstetigkeit vom Logarithmus auf (—o0, 0], oder? Man erinnere sich aber, dass 0 die
eigentliche Singularitit vom Logarithmus ist und dass man fiir eine passende Definition,
die In : R™ — R holomorph erweitert, einen Sprung haben soll auf irgendeiner Kurve, die
0 mit “coc” verbindet. Man findet fir |z — (=4 + 3i)| < 5, dass

Log (—iz) + 3mi = Log (=4 + 3i) + Y _ ﬁ (z— (—4+30)".

iarctan(3/4) ‘ -1
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Fiir z € C mit Arg (z) € (—4m,7) gilt Log (—iz) + imi = Log (2) .

de berechnen und betrachten dazu

Beispiel 6.7. Wir wollen /
oo (22 + 1)

1
——dz
/FR (22 +1)°

fiir die geschlossene Kurve I'r = vy p + 9 p mit
Yir: =R, R = C mity, p(t) =t,
Yor : 10,7 = C mit vy g (t) = R €.

Es gilt
* 1 1
/ ————dr = lim ——dz,
oo (22 +1) fooo )y (22 41)
1 1 1
——dz| < Lange (v sup |—— | < 7R ——
/ (2 +1)° s e (R? — 1)’
1
und lim 7R ———— = 0.
R—o0 (R2 — 1)
Verwenden wir, dass man die Funktion z — ﬁ, die nur in —i eine Singularitdt besitzt,
bei zg = i als Potenzreihe mit Konvergenzradius |i — —i| = 2 schreiben kann, so finden
wir
1 - 1 1- . N2
=—3—3i(z—19)+(=z—1)"h(z),

(= +1)°
wobei h : By (i) — C eine holomorphe Funktion ist. Es folgt, dass

1
———dz = 27mi Res,—; ; = 2mi Res,—; ! ! =
rp (224 1) (22+41) (z—1)" (z+1)
: )

z—1i)
——— (-t = Li(z =)+ (2 —i)?h(2))
= 2mi Res,—; (—1 (2 — i) — Ti(z— i)+ h (2)) = 2mi (—1i) = i,

= 27 Res,—; <

z—1)

und

1 1 1
lim ————dz = lim / ——dz —/ ——dz | = %7‘[’.
R0 Y1,R (’22 + 1) R—o0 I'r (22 + 1) Y2,R (22 + 1)

Wie wir soeben beim Logarithmus gesehen haben, kann der Konvergenzradius grofier
sein als a-priori vom Definitionsgebiet zugelassen wird. Auf diese Weise 148t sich oft eine
holomorphe Funktion erweitern zu einer holomorphen Funktion mit gréflerem Definitions-
gebiet.

Theorem 6.8 (zur eindeutigen Fortsetzung). Seien Uy, Uy C C Gebiete und f; : U; C
C — C holomorphe Funktionen. Sei zy € Uy N Uy und nehme an, es gibt r > 0 mit

fi(2) = fa(z) fiir z € B.(20).
Dann gilt fir jedes Gebiet A C Uy NUy mit 2y € A:
f1(z) = fa(z) fir z € A.
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Abbildung 6.3: Skizze zum Beweis von Theorem[6.8,

Bemerkung 6.8.1. Ein Gebiet in C ist eine offene zusammenhéngende Menge. Dieser
Zusammenhang ist ein wesentlicher Bestandteil des Theorems.

Beweis. Sei z, € A. Weil A offen und zusammenhéingend ist, gibt es einen Polygonzug ¢,
der zy mit z, innerhalb von A verbindet. Sei d die Distanz von ¢ zu A°.

Man kann endlich viele Kreisscheiben {By(z;)};_, wihlen derart, dass z; € ¢, z, = z,
und |z; — 24| < %d firie {1,...,n}.

Weil f1 = fo auf By(z) und B% 4(21) C By(z0), haben f; und fs die gleiche Potenzreihe
p1 auf By 4(z1). Weil diese Potenzreihe konvergiert auf By(z), findet man

f1 =pP1 = fQ auf Bd<21>.
Ahnlich folgt mit der Potenzreihe p, zu f; = f» auf B 1 4(22), dass

fi = p2 = fo auf By(2).

Nach n Schritten hat man f(z,) = fa(zs). O

6.2 Nullstellen eines Polynoms

Als eine Folge von der Formel von Cauchy bekommt man den Hauptsatz der Algebra:

Korollar 6.9. Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei n € Nt und seien «; € C fiir i € {0,...,n — 1}. Betrachten wir das Polynom
p(2) = 2" +ap 12" M 02" P a2 + . (6.5)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit haben wir «,, = 1 genommen.
Der erste Schritt des Beweises ist die folgende Abschitzung. Es gilt fiir |2| > Ry :=
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2nmax{|ozn_1| ) |an—2| ) |an—3| PRI |Oé1| ) |Oéo|} + 17 dass
n Op1 Qi a a
p(2)| = 2" |1+ o B2 T T
z z z z
... Dreiecksungleichung ...
2|Z’n(1_‘an—l i Qp—2 L aq . @)Z
z 22 on—1 on
.. wegen |z| > Ry >1 ..
> |2 <1_ lona] _Jan—of el M) >
|| || 2l e
.. wegen |z| > Ry > 2n|ay| ...
1 1 1 1 1
>t (1 = - = . 6.6
= Il ( o 2n 2n Qn) 2 (6.6)

Fiir den zweiten Schritt nehmen wir an, dass p keine Nullstelle hat. Dannist f : C — C
definiert durch

(6.7)

eine holomorphe Funktion. Aus der Formel von Cauchy folgt dann fiir R > Ry, dass

1 1 1
| f(0)] = —;lg S dz) = —§I§ dz‘ <
21 Jer 2—0 27 Ji=r 2p(2)
1 27 1 ) 1 21 1
— — _iRe"|dt < — ——|dt =2R™".
271 o | Ret p(Re”)Z ¢ 27 [ %Rn‘

In der letzten Ungleichung verwendet man ([6.6). Weil diese Abschitzung gilt fiir alle
R > Ry, folgt f(0) = 0. Fiir f, definiert in (6.7)), ist das ein Widerspruch. ]

Wenn man das Polynom p aus (6.5) durch z — z; dividiert, findet man 3, _,, 8,_;, ...,
By und B, in C, mit

z
p( ) :zn_l+Bn72zn_2+"'+612+60+ B* )
zZ— 21 zZ— z21

Also gilt
p(z) = (2" H B 02" Pt 4 Brz+ By) (2 — 21) + B,

Wenn z; eine Nullstelle von p ist, dann folgt, dass 5, = 0 und so auch

p(2)

= 2" 4 B 2"+ Bz + By

Das ist wieder ein Polynom, diesmal vom Grad n — 1. Also kann man wiederholt das
Korollar anwenden und findet schlulendlich, dass ein Polynom vom Grad n genau n
Nullstellen hat, jedenfalls wenn man die Nullstellen einschliefSlich der Multiplizitdt zéhlt:

Theorem 6.10. Sein € N und ag,...,a,—1 € C. Seip: C — C das Polynom
p(2) = 2"+ ap_12" 7 F 02" 4 -+ arz + ao.
Dann gibt es zq,...,z, € C derart, dass

p(z)=(z—21)(z—22)...(2 — zn) .
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6.3 Das Maximum-Prinzip

Die Formel von Cauchy erlaubt es uns, holomorphe Funktionen abzuschétzen.

Korollar 6.11. Sei f : U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(z) C U, dann
gilt entweder

1. 1f(z0)| < max{|f(2)|;z € 0B.(z0)}, oder
2. 1f(2)| = |f(20)| fiir alle z € 0B, (2).

Beweis. Es gilt

R fz) ]| [T fotre) .
|f(z0)] = 2_7Tz'y|§z|rz—zodz‘ =2 |, e dt| <
2
< o [ NfGotreldt < max{if()z € 9B ()} (68)
T Jt=0
Man findet
| f(20)] < max{|f(2)];z € 0B,(20)}. (6.9)

Wenn diese letzte Ungleichung strickt ist, finden wir die erste Behauptung.

Nehmen wir nun an, in steht ein Gleichheitszeichen. Dann miissen die beiden
Ungleichungen in sogar Gleichungen sein. Wenn die zweite Behauptung nicht gilt,
hat man

| f(z0 + re™)| < max {|f(2)]; 2 € 9B.(20)}
fiir irgendein tq € [0, 27, und gilt wegen der Stetigkeit, dass fiir [t — ¢y| geniigend klein
‘f(zo + Teit)‘ <max{|f(2)|;z € 0B (2)},
und der Widerspruch durch eine strickte Ungleichung in folgt. O
Ubrigens liefert die Formel von Cauchy auch folgendes Ergebnis:

Korollar 6.12. Sei f : U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(z9) C U, dann
gilt die erste Mittelwerteigenschaft:

27 f (20 + ret®)dy

flzo) = == . (6.10)
f(p:() dSO
Beweis. Es gilt
1 1 21 it )
flz0) = — /) dz = — o tref) +, 7“6 )z're”dt <
2mi Jis=r 2 — 20 21 Ji— re’t
1 2 )
_ i\ d

2 f(zo +re®)dp

und das ist genau die Aussage in ((6.10]). [

Bemerkung 6.12.1. Aus (6.10) folgt sofort, dass

e entweder

min  Re(f(z)) <Re(f(z)) < max Re(f(2)), (6.11)

2€0Br(20) 2€0Br(20)



6.3 Das Maximum-Prinzip 67

e oder

min  Re(f(2)) =Re(f(2)) = max Re(f(z)). (6.12)

z€0Br(20) z€0Br(20)

Die schwache Ungleichungen, also <, in folgen durch die Mittelwerteigenschaft.
Wenn eine Ungleichung sogar eine Gleichung ist, folgt wie im Beweis von Korollar [6.11]
dass Re (f) konstant ist auf 0B, (zp) und dann auch, dass beide schwache Ungleichungen
nun Gleichungen sein miissen.

Ahnliches gilt fiir Im (f).

Korollar 6.13. Sei f : U C C — C holomorph und U offen. Wenn Bgr(zy) C U, dann
qilt die zweite Mittelwerteigenschaft:

f fzf fzo + re“")rdgpdr
f o) QWO rdedr

Bemerkung 6.13.1. Ahnlich wie in Bemerkung [6.12.1| folgt aus (6.13) auch hier sofort,
dass

f(z0) = (6.13)

e entweder

min _ Re (f(2)) < Re(f(20)) < max Re(f(z)),

2€Br(20) 2€Br(z0)

e oder

min Re(f(2)) = Re(f(20)) = max Re(f(2)).

2E€Br(20) 2€Br(20)

Auch hier gilt &hnliches fiir Im (f).
Beweis. Weil (6.10)) gilt fiir jedes r € [0, R] folgt

R
/ f(zo + rét Prdedr = 2w f(zo)rdr =
r=0 J p=0

= 1R*f( f(zo / / rdpdr.
r=0 J p=

Theorem 6.14 (Das Maximum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen). Sei U C C ein
Gebiet und sei f holomorph auf U.

]

o Wenn z — |f(2)| ein lokales Mazimum hat in zo € U, dann ist f konstant.

o Fulls U beschrinkt ist und f stetig auf U ist, nimmt | f| das Mazimum an auf OU.

Beweis. Wenn |f| ein lokales Maximum in 2o hat, also |f(z0)| > |f(2)| fiir z € B,,(20)
und ein 7o > 0, dann gilt wegen Korollar [6.11] dass

|f(20)] = max {|f(2)|;2z € 0B,(20)} (6.14)

fiir r € (0,79). Das heifit, |f| ist konstant auf B, (). Wenn f(z) = 0 folgt f(z) = 0 auf
By, (z9). Wenn f(z9) # 0, dann folgt aus der Stetigkeit, dass f(z)/f(z) in der Néhe von

1 liegt fiir |z — zo| geniigend klein. Dann ist

2+ Log (f(2)/f(%0)) (6.15)
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in einer Umgebung von 2y, sagen wir auf B,, (zo) eine wohldefinierte holomorphe Funktion.
Sie hat wegen ((6.14]) einen konstanten Realteil auf B, (29):

Re (Log ((2)/£(20))) = In | £(2)/f(z0)] = In (1) = 0.

Aus den Cauchy-Riemann Gleichungen folgt d,v = 0,u = 0 und 0,v = —9d,u = 0, und
dass auch der Imaginérteil von (6.15) konstant ist. Wir finden

Im (Log (f(2)/f(20))) = Arg (f(2)/f(20)) = Arg (f(20)/f(20)) = Arg (1) =0

und
Log (f(2)/ f(20)) = 0 fiir z € By, (20) -

Dann ist f konstant in einer Umgebung von zy, denn
f(2)/f(z) = ol @/Fz0) — 0 — 1

Die Fortsetzung, wie in Lemma zeigt, dass f konstant ist auf U.

Fiir die zweite Aussage erinnert man sich, dass eine stetige Funktion auf einer kom-
pakten Menge, hier U, ihr Maximum annimmt. Wenn sie nicht konstant ist, kann das
Maximum nur auf OU liegen. Wenn sie konstant ist, liegt das Maximum {ibrigens auch

auf oU. O

Lemma 6.15 (Minimum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen). Sei U C C ein Gebiet und
f: U — C holomorph. Wenn z — |f (z)| ein lokales Minimum hat in zy € U, dann gilt
f(z0) = 0 oder f ist konstant auf U.

Beweis. Wenn |f(zg)| > 0, dann ist ¢ : B.(z9) — C mit

fiir » > 0 geniigend klein, holomorph auf B,(z) und es gilt wegen des Maximum-Prinzips
entweder, dass g(z) konstant auf B,(z) ist oder

Z < max Z) .
l9(20)] dax l9(2)|

Weil max.cp,(z) |9(2)] = |g9(20)| folgt g(2) ist konstant auf B,(z). Dann ist auch f(z)
konstant auf B, (zp) und wegen der eindeutigen Fortsetzung sogar auf U. O
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Eigenschaften holomorpher
Funktionen

7.1 Ganze Funktionen

Definition 7.1. Eine Funktion f : C — C, die holomorph ist auf C, nennt man eine
ganze Funktion.

Bemerkung 7.1.1. Als Folge von Theorem kann man jede ganze Funktion schreiben
als Potenzreihe Y ° j 2", die, weil sie Konvergenzradius oo hat, auf ganz C definiert
ist.

Selbstverstéindlich sind Polynome ganze Funktionen. Ganze Funktionen, die kein Po-
lynom sind, wie zum Beispiel z — e*, nennt man transzendente ganze Funktionen.

Theorem 7.2. Sei [ eine ganze Funktion f. Wenn esn € N und C € R* gibt derart,
dass

lf(2)| < C(Jz]"+1) fiir alle z € C,

dann st f ein Polynom vom Grad héchstens n.

Beweis. Betrachte die Potenzreihenentwicklung

f(z) = Z amz™.
m=0

Lemma zeigt
1 (w)

211

1
_ (m) _
o —m!f (0) = dw

m+41
|2|=r W

und es folgt, dass

1 f(w) 1 o fet)
| = o ol wm+1dw' - %/tzo Al g(matyit ¢ dt| <
27 it 27 n n
< i f(re>dt§i/ Mdtzci_
2 Ji—o | ™™ 21 Ji—o rm rm

69
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Fiir m > n gilt

41
lim ——— =
r—oo M
und folgt |a,,| = 0. Dann gilt f(z) =>"" _, a,z™ und f ist ein Polynom. O

Theorem 7.3 (Liouville, Fassung 1). Fine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Beschrinkt heifit: es gibt M € R mit
|f(2)] < M fiir alle 2z € C.

Mit Hilfe von Theorem [7.2] folgt das Ergebnis O
Es gibt noch eine schérfere Version:

Theorem 7.4 (Liouville, Fassung 2). Eine ganze Funktion, deren Realteil einseitig be-
schrankt ist, ist konstant.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt m € R mit
Re (f(z)) < m fiir alle z € C.

Es gilt
Im+1—f(2)] = [Re(m+1— f(2))| 2 Re (m+1— f(2)) = 1.
Dann ist g : C — C, definiert durch

1

9(2) = m,

holomorph und es gilt
lg(2)] <1 fiir alle z € C.

Theorem [7.3| liefert das Ergebnis. O

7.2 Aquivalente Aussagen

Theorem 7.5. Set U C C offen und f : U — C. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f ist holomorph auf U:
fir jedes w € U existiert f' (u).

2. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

auf U:
u(z,y) :=Re f (x+iy) und v (,y) :=Im f (x + iy) sind differenzierbar fiir v+ iy €
U und u, = vy, uy = —v, gelten.

3. f hat lokal eine Stammfunktion:
fiir jedes zo € U gibt es B, (z0) CU mitr >0 und F : B, (20) = C mit F' = f.

4. f st analytisch auf U:
fiir jedes zy € U gibt es B, (z9) C U mit r > 0 und f(2) = >~ an (2 —2)" fir
z € B, ().
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Einen Beweis findet man, indem man die bis jetzt bewiesenen Ergebnisse kombiniert.
Wir legen auch noch mal fest:

Definition 7.6. Sei zp € U und U C C offen.

e FEine holomorphe Funktion f : U — C hat eine Nullstelle von der Ordnung n € N,
wenn

f(2) =) ar(z—2z)" (7.1)
mit o, # 0.

e FEine holomorphe Funktion f : U\ {2z} — C hat einen Pol vom Grad n € N*, wenn

o0

f2) = ap(z—2) (7.2)

k=—n

mit o, # 0.

Man sieht sofort, dass wenn die holomorphe Funktion f : U — C eine Nullstelle von
der Ordnung n in 2y hat, die Funktion

B (z—20) " f(2) fir z € U\ {20},
9(z) = { lim, ., (z —20) " f(2) in 2o,

holomorph ist auf U. Bemerke, dass

(n)
lim (z —20)" " f(2) = @, und o, = / ('ZO).
Z—20 n!

Ahnlich gilt fiir f: U\ {20} — C mit einem Pol vom Grad n, dass die Funktion

B (z —20)" f(2) fir z € U\ {20},
9(z) = { lim, ., (z — 20)" f(2) in 2,

holomorph ist auf U.

Theorem 7.7 (Identitétssatz). Sei U ein Gebiet in C und sei f : U — C holomorph.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. f(2) =0 fir alle z € U.
2. Es gibt zo € U mit f"™(z) = 0 fiir alle n € N.
3. Die Menge {z € U; f(z) = 0} hat einen Haufungspunkt in U.

Beweis. 2 = 1: Wenn f(z) = 0 fiir alle n € N, dann ist die Potenzreihe

> () 20 n
ooy =S L) )

n!

gleich Null, hat also trivialerweise Konvergenzradius oco. Dann gilt fiir die grofite Kreis-
scheibe B,(z9) C U, dass f(z) = p(z) = 0 auf B,(2). Fiir 21 € B,(zp) kann man anschlie-
Bend B,,(z1) C U finden mit f (z) = 0 aufB,, (z1) usw. Die eindeutige Fortsetzung liefert,
dass f =0 auf U.
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3 = 2: Sei zy ein Haufungspunkt von {z € U; f(z) = 0}. Dann gibt es eine Folge
{#k}pens in {z € U; f(2) = 0} \ {20} mit limy_, 2 = 29. Weil f stetig ist, folgt

f(z0) = lim f(z) = 0.

Nehmen wir an, dass f #Z 0. Dann gibt es ein kleinstes m € Nt mit f(™(z) # 0 und f
hat eine Nullstelle in z5 vom Grad m. Es folgt, dass g : U — C, definiert durch

z—z) " f(2) fir z € U\{z},
o ={ il R

eine holomorphe Funktion ist mit g(zp) # 0. Es gilt auch, dass g(2x) = (21 — 20)" " f(2x) =
0 und weil g stetig ist, folgt
9(z0) = lim g(z) =0,

ein Widerspruch.

1 = 2, 3: Diese Beweisrichtung ist trivial. 0

7.3 Verbindung mit reellen Funktionen

Eine erste Bemerkung betrifft reell-analytische Funktionen.

Definition 7.8. Set I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion. Sie
heifst reell-analytisch, wenn es fir jedes xo € I eine Zahl ¢ > 0 und eine Potenzreihe

p(z) =307 s an (x —x0)" gibt, mit f(x) = p(x) fir |z — x| < €.

Betrachtet man p(z) = >~ a, (2 — )", dann ist diese Potenzreihe auch konvergent
fiir |z — 29| < € und man kann die Funktion f fortsetzen in eine komplexe Umgebung von
Zg.

In partiellen Differentialgleichungen spielt der sogenannte Laplace-Operatmﬂ eine
wichtige Rolle. Fiir zwei Dimensionen ist er definiert durch

A= <%)2 + ((%)2 (7.3)

A(2® —y* 4+ y’sinz) = (2 — y’sinz) + (=2 + 6ysinz) = (6y — y°) sinz.

Zum Beispiel

Definition 7.9. Sei Q C R?. Fine Funktion u : Q — R heifit harmonisch, wenn ihre
zweiten Ableitungen auf Q) existieren und
0%u 0%u

@(iﬁay)Jra—yg(%y) =0 fiir (z,y) € €2

!Der Laplace-Operator ist fiir n Dimensionen, das heifit fiir Funktionen

R" 3 (z1,...,2n) m u(z1,...,2,) ER,

2-3 ()

definiert durch
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Proposition 7.10. Set U C C offen und sei f : U — C holomorph. Definiere
Up :={(z,y) eR*x+iycU}.
Dann ist die Funktion u : Ug — R mut

u(z,y) =Re(f(z +1iy))
harmonisch.

Bemerkung 7.10.1. Wenn f holomorph ist, ist auch —if holomorph. Weil Re (—if) =
Im f, sieht man sofort, dass auch der Imaginérteil harmonisch ist.

Beweis. Wenn f holomorph ist, sind die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfiillt:

0 0 0 0
%Ref—a—ylmf und @Ref——almf

Weil holomorph auch bedeutet, dass f’ holomorph ist, existieren die zweiten und hoheren
Ableitungen und es gilt

o0\? o (0 o (0
(52) mer = 5 (yms) =3, () -

d ) d\>
= o Cayrer) == (5) mer
Also gilt ARe f = 0. O

Beispiel 7.11. Betrachten wir f(z) = %, so finden wir die harmonische Funktion u :
R2\ {0} — R, definiert durch

1 T
) =R )= .
u(z,y) e(x—irzy) x? + y?

Wenn man die harmonische Polynome in x und y betrachtet, kann man auch sofort
eine holomorphe Funktion erkennen, deren Realteil das harmonische Polynom liefert:

Grad harmonische Polynome auf R? Polynome auf C
1 T Y z —i2
2 2% — 2 Ty 22 —%ZQ
3 x® — 3xy? 2y — 3y° 23 —£2°
4 xt — 6%y + o 3y — xy? 24 —iz
5 | a® =102y + bay? | oty — 227 + 1P 2° —32°

Tabelle 7.1: harmonische Polynome
Die Frage bietet sich an:

Kann man bei einer harmonischen Funktion u eine holomorphe Funktion f
identifizieren so, dass u(x,y) = Re (f (x +iy))?



74 Woche 7, Eigenschaften holomorpher Funktionen

Beispiel 7.12. Betrachten wir u(z,y) = In (2* + y*). Man berechnet direkt, dass

2 2
Aln (xz + y2) = (%) In (:v2 + yz) + (%) In (:1:2 + yz)
0 2z g 2y
Tor g oy

2 42 2 4y?

= -~ + - = 0.
eyt (@) 2y (2 y?)]

Wenn man versucht eine holomorphe Funktion [ zu identifizieren, kann man die Cauchy-
Riemann Gleichungen verwenden. Wenn es f gibt, dann folgt fir v =1Im f, dass u, = v,.
Diese Gleichung liefert uns

2z

8y ay _$2+y2

und Integrieren nach y bringt (fir x > 0)

v (z,y) = 2arctan <%) +c(z).

Aus vy, = —uy folgt nun
—2y 2y
]32 + y2 fL’2 + y2

und ¢ (x) = 0 ergibt, dass ¢ konstant ist. Wir haben also gefunden, dass es ¢ € R gibt mit

+d (z) =

flx+iy) = u(z,y)+iv(z,y)=1In (x2 + y2) + 2i arctan (g) +ic=
x
= 2 Log(x +iy) + ic fir z > 0.

Wenn man versucht eine solche Funktion f fortzusetzen auf{z € C\ {0} ;Rez < 0}, dann
merkt man dass jede Fortsetzung einen Schnitt hat von 0 nach ococ.

Dieses Beispiel zeigt, dass man den einfachen Zusammenhang des Gebietes als not-
wendige Bedingung braucht um bei beliebigen harmonischen Funktionen eine zugehérige
holomorphe Funktion zu finden. Der néchste Satz zeigt, dass diese Bedingung auch aus-
reichend ist.

Theorem 7.13. Sei Q C R? ein offenes, einfach zusammenhdingendes Gebiet und sei
u: 2 — R harmonisch. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f : Q¢ — R mit

u(z,y) =Re(f(z+1y)).
Bemerkung 7.13.1. Fiir Q C R? definieren wir Q¢ := {z + iy € C; (z,y) € Q}.

Wenn man wiiite, dass die zweiten Ableitungen von u stetig wéaren, dann definiert
man ¢ : 2c — C durch

Es wiirde folgen, weil u,, + uy, = 0 (u ist harmonisch) und weil u,, = u,, (Satz von
Schwarz), dass

.0 . .
Z%g(it + Zy) = WUgy ($, y) + uym<x7y) =

. 0 .
= uxy(xvy) — WUy (x,y) = a_yg(aj =+ Zy)
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und so wéren die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen fiir g erfiillt. Weil ¢ einfach
zusammenhéngend ist, hitte g eine Stammfunktion G. Sei (xg, y9) € 2 und definiere

f(2) = G(2) = G(zo +iyo) + u (To, Yo) -

Diese Funktion wére holomorph und Re f (z + iy) = u (z,y).
Wir wollen aber auskommen ohne die stetige Differenzierbarkeit der Ableitungen.

Beweis. Nehme (z¢,70) € Q und sei T@¥ : [0, 1] — Q eine stetig differenzierbare Kurve,
die (20, yo) mit (x,7) verbindet: [@¥)(0) = (z9, 7o) und T@¥) (1) = (x, 7). Setze

o(z,y) /F (W ( o > 7 ds. (7.4)

WEeil fiir eine geschlossene linksherumdrehende Jordan-Kurve I' innerhalb €2 gilt, dass
der Tangentialvektor und der auswértige Normalenvektor wie folgt zusammenhéngen:

- (—ng) R (nl)
7= fiir n = .
1 %)
/<_uy>-Fd5:/<uw)‘ﬁd&
r Uy r \ Uy

Weil der Satz von Gaufl uns folgendes liefert:

Man findet:

n2

Abbildung 7.1: Fiir ﬁ: (”1) hat man T = (:Zz) Das Kurvenintegral in —links gleicht
dem Flichenintegral in —rechts.

/aQVu-ﬁds:/QAud(x,y) (7.5)

folgt

Anders gesagt: Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete ist die Definition von v un-
abhéngig vom Weg. Wie in Proposition zeigt man, dass die partiellen Ableitungen
von v existieren und dass

vy = —u, und v, = u,.

Setze f (x4 1iy) = u(x,y) + i (z,y). Weil u und v reell differenzierbar sind und die
Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillen ist f holomorph. O]
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7.3.1 Intermezzo

Fiir diejenigen, die Analysis 3 nicht gehort haben, folgt hier eine kurze Skizze zu der
Gleichung in ([7.5)), wenn €2 konvex ist. Auch fiir nicht-konvexe Gebiete gilt ein dhnliches
Ergebnis, wenn fast iiberall eine eindeutige Normalenrichtung auf dem Rand definiert ist.

Theorem 7.14 (GauB). Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und sei F : Q — R™ ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Auf dem Rand 0S) soll der auswirtige Normalenvektor
1 wohldefiniert sein. Dann gilt

/ﬁ.ﬁds:/v.ﬁdx. (7.6)
[2)9] Q

Bemerkung 7.14.1. Sei u zweimal stetig differenzierbar auf Q. Die Identitit

Vu- -7 ds = / Au dx (7.7)
0

[2}9]

ist dann ein Spezialfall des Gauflschen Integralsatzes. Setze F = Vu. Man findet V- F =
Awu und ([7.7)) folgt aus ((7.6)).

Beweis fiir ein konvezes Gebiet in R?. Wir nehmen also an, dass 2 konvex ist. Sei I eine
linksherumdrehende Parametrisierung von 0. Wir fangen an mit

/ ﬁ~ﬁds:/F1n1ds+/F2n2d3:
a0 r r

1. Man verteilt das erste Integral in einem Integral iiber der linken Seite, parametrisiert
durch Tjiuks, und einem iiber der rechten Seite, parametrisiert durch I'yeenes. Ahnliches
macht man beim zweiten Integral mit oben (I'gpen) und unten (I"ypeen). Die T'yxx sind
Teilkurven von I' und als Kurvensumme gilt I' = T'cents + Dlinks = Loben + [ unten-

. I/ F1n1d5+/ F1n1d$+/
Tlinks r r

F2n2d3+/ FQTleS: (78)
Cunten

oben

rechts

Abbildung 7.2: Fine geometrische Erklirung, wieso —nods = T1ds = dx und ni1ds = 19ds = dy
gelten.



7.3 Verbindung mit reellen Funktionen

2. Man macht eine Umparametrisierung der Kurven I'y in (7.8]) durch

[yl, y2] — RQ mit Y= (xlinks (y) 7y) )

rechts:  [y1,72] = R? mit 4y — (Treents (¥),Y) ,
] —R? mit z+— (ZE, Yoben (I))

] — R? mit z+— (-T, Yunten ('T)) :

)

Es gilt nids = dy und nsds = —dxz. Man achte auf die Integralgrenzen:

Y1 Y2
- / Fi(2ime (), y)dy + / Fy (@reants (4) » 9)dy +

Y2 Y1

_ / " By (2 yopen (2)) dr — / By (2, yoneen (1)) d = .

T2 1

3. Man passt die Richtung an und nimmt sie paarweise zusammen:

.= /y2 <F1 (Treents (), ¥) — F1(Trinks (¥) ,y)) dy +

Y1

+/”@um%mw»—B@wmeU¢m=m

x1

4. Man wendet den Hauptsatz der Integralrechnung an:

77

/y2 /'xrechts(y) a ( ) T2 Yoben () a ( )
.= —F (z,y)dx dy+/ / —Fy (x,y)dy | de = ...
Y1 xlinks(y) ax 1 yunten(z) ay

5. Man verwendet Fubini-Tonelli:
~ [ (h @)+ 5 Paw) ) de) = [ 9 Flay) dy
- 0 ax 1 » Y ay 2 Y YY) = 0 x,y z,y

und man hat das gewiinschte Ergebnis erreicht.
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Funktionentheorie, Woche 8 _F (Z)

Harmonische Funktionen in 2
Dimensionen

8.1 Die stationidre Wirmeleitungsgleichung

Wir wollen nun eine Losung u finden zum Randwertproblem

Au=0 1in Bl(O) CRQ, (8 1)

u=u, aufdB(0), '
wenn u, gegeben ist. Dieses Problem ist bekannt als die stationdre Warmeleitungsgleichung
auf der Einheitskreisscheibe bei gegebenen Randwerten.

Die Formel von Cauchy ergibt, dass bei einer holomorphen Funktion f die Randwerte
der Funktion, die Werte im Innern bestimmen. Fiir z € B;(0) gilt

z :L de. 8.2
/(2) g|§ (3.2)

2710 Jpm w — 2

Kann man bei einer harmonischen Funktion die Werte im Innern zurickfinden, wenn
man die Randwerte kennt?

Wenn u harmonisch ist auf By (0), dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf B;(0)c
mit © = Re f. Wenn man jedoch nur v auf dem Rand kennt, wie findet man f? Kénnen wir
vielleicht v im Innern finden, ohne vorher f kennen zu miissen? Die Antwort ist positiv.
Wir kénnen ohne weitere Kenntnisse von f aus den Randwerten von u diese harmonische
Funktion v im Innern finden. Das macht man wie folgt fiir das Randwertproblem auf der

Kreisscheibe ({8.1)):
Wir nehmen an, es gibt eine stetige Funktion f : B;(0); — C, holomorph auf B;(0)c

und mit u = Re f. Wenn z € B;(0)¢, dann folgt, dass 1/Z ¢ B1(0)¢ und mit Cauchy folgt
auch, dass
1 f(w)

0=— dw (8.3)

2w fiymw =17

Substrahieren wir (8.3) von (8.2]), dann bekommt man fiir |z| < 1 die folgende Formel:

f(z)—L o (wl ! )f(z)dw.

 2mi —z w-1/z

79
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Fiir |w| = 1 kénnen wir diese Formel &ndern, wenn wir den Ausdruck in Klammern wie
folgt umrechnen:

1 1 1 zZw

w—z w-—1/Z2 w—-2z Z-w

C@-+zw(w—2) w—]w 11—z

(w—z)(@—?) N |Z—w|2 w|z—w|2‘

Also findet man

z) = L 11_|Z|2 w)dw =
1(2) gé f(w)

211 |:1w‘z—w‘2
1 2T 1—’Z|2 ‘

= — ———— f(e")dep.
2W/Mz_ewf( \dio

Das Besondere an dieser Formel ist, dass nur f noch komplex ist. Man kann den Realteil
abtrennen und es folgt

Re (£(2)) = /27r 1_—|Z.|22Re (f(e%)) de.
27 Jo—o |2 — €'#]
Fiir die harmonische Funktion u (x,z2) := Re (f (21 + iz2)) findet man
17 1 — |2y, z0) | ;
u(xy,xe) = o /@0 o +||Z(x21_2€)u|1|2 Re (f(e"%)) dp =
1 /2” L~ |[(1, 22)[|"
27 Jo=o |(w1, 32) — (cos ¢, sin )|

Lemma 8.1. Wenn u harmonisch ist auf einer Umgebung von B1(0) C R?, dann gilt fiir
x = (x1,29) € B1(0)

5 (cos @, sin @) de. (8.4)

ux—l 1_—Wu do,,. 8.
() / (v) do, (8.5)

— o 2
21 Jiyj=1 llz = ||

Bemerkung 8.1.1. Fiir B, (z¢) findet man durch Skalierung und Translation eine dhnliche
Formel. Sei u eine harmonische Funktion auf B, (xy), so setzt man

U(Z) =u(zo+r1rT).

Dann ist U harmonisch auf B; (0) und man bekommt via z = zo+7rZ, und der Substitution
Yy = xg + ry, dass

(o +r3) = U(F) = 1/| =12 5 (5 do

— o - 112
21 Jygi=1 |2 — 9|

1/ 1— |z _
= 5= ~—~2U($0+Ty)d0§
21 Jygi=1 |1z — 9|
1 1|27 _
= — ————u(xo + ry) doy
27 J\otrg—soli=r 17 — | !
1 1—|r(z— 2
_ 1 H?“1 (z wOZ)H u(y) o,
27 Jly—woll=r  r7t (z = y)|l

und nachdem man dies noch vereinfacht, findet man

u(x) = L/ e - w20”2u (y) doy. (8.6)
217 Jjy—aol=r Iz =yl
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Beweis. Man darf annehmen, dass die Umgebung U O B;(0) einfach zusammenhéngend
ist. Dann gibt es f : Uc — C holomorph und mit © = Re f auf U. Weiter geht man voran
wie oben und verwendet (8.4) und die folgende Schreibweise fiir das Integral iiber den
Kreis:

2
/ g(y) doy, = / g (cos g, sin @) dp.
llyll=1 0

Beispiel 8.2. Man suche eine explizite Funktion als Losung von

Au(xy,22) =0  in By(0),
u (21, m2) = 125 auf OB1(0).

Statt die Formel in direkt zu benutzen, kann man versuchen direkt die holomorphe
Funktion zu finden. Schreibe z = x1 + ixy. Dann gilt fir z = €', also |z| = 1, dass

Rel = 1
Rez = Re (ew) = CoSp = T
Re (2*) = Re (e**) = cos2¢p = 2 (cos )P —1=222—-1
Re (2*) = Re (e*?) = cos3¢p = 4 (cos ©)® —3cosp = 4% — 314
und man sieht, dass man jedes Polynom in x1 vom Grad n als Realteil eines anderen
Polynoms in z vom gleichen Grad finden kann. Ahnliches gilt fiir Polynome in xo und

sogar fir Polynome in (x1,x5) liuft so etwas. Siehe auch Tabelle .
Fir (x1,x2) € 0B1(0) hat man

3 . 3 e e P — =i\
Try; = cosy(sing)’ = 5 _ =

21

1 : 1 ) 1. .. 1 )
= —Eie_“” + gie_m — gz'eQw + 1—61‘64“” =

1 641'30 _ 6742'50 1 621'4,0 _ 6722'50
B _é( 2 )+Z< 2 )_

] 1 - - : :
= ——sin(4p) + —sin(2p) = Re Tetio _ Ledio) —Re( L4122,
8 4 8
Fiir x € B1(0) findet man:

) ) 1 1 1
u(z1,x2) = Re (%24 — 222) = —§xi’a:2 + §m1x;’ + 51‘1[[’2.

Kontrolle liefert:

Au(z1,29) = —3w129+ 32129 =0 fiir (z1,x9) € By (0),
. 1 3 . 1 .3, 1 .
u(cos,siny) = =5 (cos )’ sinp + icosgo(smgo) + 5 Cospsing =
1

= 5cos psing (1 — (cos ©)® + (sin @)2) = cos p (sinp)® .
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8.2 Folgen der Holomorphie

Im letzten Kapitel sahen wir, dass der Realteil einer holomorphen Funktion harmonisch
ist, und dass es zu jeder harmonischen Funktion auf einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet in R? eine holomorphe Funktion gibt, deren Realteil genau diese harmonische
Funktion ist. Die Bedingung des einfachen Zusammenhangs ist notwendig, denn wenn das
Gebiet nicht einfach zusammenhéngend ist, gibt es harmonische Funktionen, die nicht
der Realteil einer holomorphen Funktion sind, wie man am Beispiel fir u(x,y) =
In (22 + y?) sieht. Diese Funktion ist auf R?\ {(0,0)} definiert und harmonisch. Fiir z+iy ¢
(—o0, 0] gilt
In (2* 4+ y*) = 2Re (Log (z + iy)) .

Weil die dazugehorige holomorphe Funktion eindeutig ist bis auf eine imaginére Konstante

und weil der Logarithmus einen Schnitt von oo zu 0 in seinem Definitionsgebiet hat, kann
man keine holomorphe Funktion auf ganz C\ {0} finden.

Lemma 8.3. Sei ) C R? offen und u : 2 — R harmonisch. Wenn B,(zo) C S0, dann gilt
die erste Mittelwerteigenschaft:

ulwo) = uly) do, (8.7)

277 J |ly—ao || =r

und auch die zweite Mittelwerteigenschaft:

1
u(zg) = — u(y) dy. 8.8
€) 2/ (y) dy (8.8)

10

Abbildung 8.1: Die Skizze einer harmonischen Funktion auf Bjp(0), die auf dem Rand
u(z1, o) = |21| erfiillt. Mit Lemma[8.3 kann man u(0) berechnen.

Bemerkung 8.3.1. Fiir das erste Integral parametrisiert man den Kreis durch y =
y (t) := (rcost,rsint) und findet

27
/ u(y) do, = / u (xg + 7 (cost,sint)) |y (t)] dt
ly—zoll=r t

=0

2w
= / u(xo+r(cost,sint)) rdt.
t=0

Weil f||y7mo||=r ldoy, = 2mr gilt, kann man 1' auch schreiben als
Jiy=sol=r “¥) doy
Jiy-soli=r 140y

u(zg) =
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und dies erklart auch den Namen. In der Mitte des Kreises nimmt « den Durchschnittswert
von u auf dem Rand des Kreises an.
Bemerkt man, dass f‘ ldo, = wr? gilt, dann versteht man auch 1’ leichter.

ly—zo||<r

Beweis. Man verwende die Cauchy-Formel fiir harmonische Funktionen (8.5 verschoben
nach der Kreisscheibe um z, und skaliert mit r. Das ist die Formell in (8.6). Setzt man
x =z so gilt fir y € 9B, (x¢), dass

= |z —zo)||* _
2 — 2 1
lz =yl r
und folgt.
Das zweite Ergebnis folgt aus dem Ersten, weil
1

— u(y) dy = —/ / y) doy, ds
= Jly—wol|<r s=0 J |ly— xoll—s

1

=— . 27s u (o) ds = u(xo) .

]

Theorem 8.4 (Das Maximum-Prinzip fiir harmonische Funktionen). Sei Q@ C R? ein
Gebiet und sei u harmonisch auf §2.

o Wenn x +— u(x) ein lokales Maximum hat in xo € §2, dann ist u konstant.
o Fulls Q beschrinkt ist und u stetig auf Q ist, nimmt u das Mazximum an auf 0.

Beweis. Man verwende die Mittelwerteigenschaft. Wenn u ein Maximum in xg € €2 hat,
dann gilt u (z) = u (o) fiir alle z € B, (29), jedenfalls wenn B, (z() C 2. Dieses Argument
kann man nun wiederholen fiir jedes Z € B, () statt zo. Es folgt so, dass u (x) = u (z) =
u (xg) fir alle x € Bz (Z) C Q. Weil Q ein Gebiet ist, ist € zusammenhéngend und offen.
Der Zusammenhang liefert fiir jedes = € () eine Kurve von xy nach x, die innerhalb von {2
liegt. Man iiberdeckt diese Kurve mit endlich vielen (Kompaktheit) offenen Kreisscheiben
innerhalb €2, hiipft von Kreisscheibe zu Kreisscheibe und findet nach endlichem Hiipfen,
dass u (x) = u (z9). O

Bemerkung 8.4.1. Wenn man dieses Theorem anwendet auf —u kann man Maximum
durch Minimum ersetzen.

Wir bekamen sogar eine Integralformel, um eine Harmonische Funktion auf der Kreis-
scheibe zu finden, wenn nur die Randdaten bekannt sind. Lemma kann man sogar
noch etwas erweitern:

Proposition 8.5. Sei B1(0) C R? und ugang : 0B1(0) C R* — R eine stetige Funktion.
Das Randwertproblem

Au=0  in By(0),
{ U = Urana auf 0B1(0), (8.9)
hat eine eindeutige Lisung u € C* (B1(0))NC (Bl(0)> und
1 / L~ la)f®
= — ———— = URand (y) doy,. (8.10)
21 Jjyi=1 llz =yl ’

Diese Formel ist bekannt als die Integralformel von Poisson.
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Bemerkung 8.5.1. Die Formel in gibt die Losung von

Au=0 in B.(zo),
U = URana auf OB,.(xo).

Beweis. Wenn uga,q = 0, dann ist u = 0 eine Losung. Die Eindeutigkeit folgt aus Theorem
8.4l Denn fiir jede Losung u liegt das Maximum von sowohl u als auch —u auf dem Rand
und dies zeigt, dass nur v = 0 eine Losung ist.

Wir diirfen also annehmen, dass tganq # 0. Auflerdem sei bemerkt, dass eine steti-
ge Funktion auf 0B;(0) gleichméBig stetig und gleichméfig beschriankt ist, weil 9B;(0)
kompakt ist.

Der Beweis geht in vier Schritten.

1. u e C?*(B1(0)) und u ist harmonisch:

Die Herleitung der Poissonschen Formel zeigt, dass

1— ||z|? 1 1
=L = Im , __ , ) =
|z —y] (1 +iy2) — (w1 +ix2) (1 +ive) — 7=
1 1
= Im - - + Im -
(Y1 + iy2) — (21 + iz2) (y1 —iy2) —

1
T1+iT2

( 1 1+ ?;33'2 >
Im ; — — ; .
(1 +iye) — (w1 +iwg) 1 — (y1 —iy2) (21 + ix2)

und weil rechts der Imaginérteil einer holomorphen Funktion von x; +ixy auf By (0)c¢
steht, ist

1 — ||[|”

|z —yl*

harmonisch. Fiir ||z|| < 1 — ¢ darf man Integral und Ableitung vertauschen, und es
folgt

X —

1 1— ||lz|)?
Au(z) = gy <Ax¢“2) URand (y) doy, = 0.
T Jlyl=1s |z =yl

2. Radiale Stetigkeit:

Gemeint ist hier, dass u(t cos @, tsin ¢) — Urana (COs @, sin @) fiir ¢ 1 1. Aus Symme-
triegriinden reicht es, wenn wir dies fiir einen festen Winkel ¢ zeigen. Wir nehmen
¢ = 0 und haben dann zu zeigen, dass

u(t,0) — Ugana (1,0) fiir ¢ 1 1. (8.11)

Weil )
1 1—
_/ ||I|!2day _,
210 Jyy=1 |z — y||

folgt

1 1 —¢?
u(t,0) — URana (1,0) = — ————— (URan — URand (1,0)) do,.
00 =t (0= g7 [ gy g (o O a0

Sei € > 0. Weil ugranq stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass

Iyl =1& fly = (1,0)]| <6 = |urana () = trana (1, 0)] < ze. (8.12)
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Auch hat man fiir |y = 1 und ¢ € [3,1] das* H1(E,0) —yll > 311(1,0) — gl Es
folgt, dass

1—t2 _ (14+1t)(1—1¢) Sﬁ

Iyl =1& Jly = (L0)[[ =6 =
1(2.0) —yI” (19)* 0?

1-1).
(8.13)

Setze
A:={y € 0B:1(0);[|ly — (1,0)[| < 6} und B :={y € B:1(0); |y — (1,0)| > 6} .

Sei M = max {|urana (¥)|; |ly|]| = 1}. Nehmen wir

2

11—t < —— 14
dann folgt mit (8.12)) auf A und (8.13) auf B, dass
u(t,0) — u, (1,0)] < 1/ Lt e () (1.0)]d
u\v, — Uy ~ ———— 5 |URand \Y) — URand P Oy =
27 Jyyi=1 ||(£,0) — y|” !
1 —t2
27T H 2 | URand (?J) — URand (17 0)| day S
1—t2 1 8
edoy+ — / ( 1— t) 2M do, <
60—y gt m) e
1—¢2 1 8
Iy (5-0) 2, <
21 Jyy=1 [1(2,0) — || 270 Jjy=1 \0
1 8 &2
- = IM ldo, = e+ le=¢. 8.15
+2 32 32M€ i Oy =3+ ze=¢ ( )

Die letzte Abschiatzung verwendet (| - Die Abschéitzung in (8.15)) zeigt -
Man findet sogar fiir alle € > 0, dass es > 0 gibt derart, dass

11—t <d = |u(tcosp,tsinp) —u, (cosp,sinp)| < e. (8.16)
3. Die Stetigkeit am Rand:
Fiir z € B1(0) und y € 90B;(0) gilt folgendes:
() = urana(y)| < u(z) — urana(z/ [|2])] + [urana (z/ [|2]]) — urana(y)] -
Kombiniert man (8.16)) und die Stetigkeit von ugang, so folgt dann fiir ||y|| = 1, dass

lim () = urana(y)-

flzll<1

1Setzt man y = (cos ¢, sin ¢) folgt

1
12.0) = Il = 5 11(1,0) =yl = (#* — 2tcosp +1) —
41
2

=t"— (2t — ) cosp+ 4 >t — (2t — 1) +
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4. Die Eindeutigkeit:

Dies folgt aus dem Maximum-Prinzip. Wenn es zwei Losungen geben wiirde, die auf
dem Rand identisch sind, dann ist die Differenz dieser zwei Losungen harmonisch in
B1(0) mit 0 als Randwert. Wegen des Maximum-Prinzips ist diese Differenz identisch
0.

Mit diesen 4 Schritten ist der Beweis komplett. O

Theorem 8.6. Sei Q C R? ein offenes Gebiet. Eine stetige Funktion u : Q — R ist

harmonisch genau dann, wenn u fir jede Kreisscheibe B,.(x) mit B.(x) C Q die erste
Mattelwerteigenschaft erfiillt.

Beweis. Es ist schon gezeigt worden, dass harmonische Funktionen die Mittelwerteigen-
schaft haben.

Fiir die andere Richtung sei u eine stetige Funktion, die auf jeder Kreisscheibe die
Mittelwerteigenschaft hat. Sei Br(xg) C Q. Wir setzen

1 R? — Hx—xOH2

~ 5. p 2
21R Jy—wol=r  [lz — ]

u(x) u(y) doy,.

Dann hat @, weil sie harmonisch ist, und u die Mittelwerteigenschaft auf jedem Kreis in
Br(zo). Dann hat auch u — @ auf jedem Kreis in Bg(xy) die Mittelwerteigenschaft. Das
bedeutet, dass v — @ kein Minimum oder Maximum innerhalb Br(x) hat, es sei denn,
u — u ist konstant. Weil u = @ auf 0Bg(zo), gilt

0 =min (u—u) < u(zr) —u(r) <max(u—1u) =0,

das heifit u und @ sind identisch auf Br(xq). Weil @ harmonisch in Bg(x) ist, ist auch u
harmonisch auf B,(x). Weil das Argument fiir jeden Kreis zutrifft, ist v harmonisch auf
Q. O

8.3 Subharmonische Funktionen

Definition 8.7. Sei Q ein Gebiet in R?. Eine zweimal differenzierbare Funktion u : € —
R heifit subharmonisch auf €2, wenn

—Au <0.

Theorem 8.8. Fine subharmonische Funktion auf Br(0), die stetig ist auf Br(0), erfillt
die Submittelwerteigenschaften:
1 1

uw(y)do, und u(0) < — u(y)dy.

u(0) < <
TR Jyy<r

~ 27R Jyy=r

Beweis. Sei u die Losung von

Wir betrachten w = u — u. Wenn wir zeigen koénnen, dass w(0) < 0, dann folgt

1 1

w0 =0l + a0 <10) = 5p [ oy =gop [ i,
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und die erste Behauptung ist bewiesen.
Wenn w(0) > 0, dann betrachten wir

we(r) = w(z) — Sw(0) (1~ []).

Weil w,(0) = 2w(0) > 0 und w.(z) = 0 fiir z € dB;(0), hat w. ein positives Maximum
innerhalb von B;(0), sage in *. Weil w, in * ein Maximum hat, gilt

9\’ 0\’

Dann folgt, weil u subharmonisch ist und % harmonisch, dass
0 < —Aw.(z") = —Au(z") + Au(z") — 2w(0) <0+ 0 —2w(0) < 0,

ein Widerspruch.
Die zweite Submittelwerteigenschaft folgt aus der ersten ,SMWE®“ genau so wie die
zweite Mittelwerteigenschaft aus der ersten ,MWE® folgt. m

Bemerkung 8.8.1. Ubrigens gibt es eine Definition von subharmonisch fiir Funktionen,
die nicht unbedingt zweimal differenzierbar sind. Diese Definition verwendet genau diese
Submittelwerteigenschaft.

8.4 Positive harmonische Funktionen

Theorem 8.9 (Die Harnacksche Ungleichung auf einer Kreisscheibe). Sei u eine positive
harmonische Funktion auf Br(0). Sei r < R. Dann gilt

R—r R+r
< <
R0 su@) s 5=

u(0) fir x € B,(0).

Bemerkung 8.9.1. Sei z,,;,, € B,.(0) die Stelle in B,(0), wo die Funktion « ihr Minimum
annimmt und x. € B,(0) die Stelle, wo u ihr Maximum annimmt. Es folgt, dass

o) < E000) < (B )

—r R—7r
Zum Beispiel gilt fiir r = %R, dass

U(Tmax) < 9 U(Tmin)- (8.17)

Beweis. Die Formel von Poisson liefert:

1 R? — =)

u(r) = —
2R Jyy=r |z -yl

u(y) doy.

Fir |ly|| = R und ||z|| = r < R liefert die Dreiecksungleichung, dass

0<R—r=yl—lzl <lly ==l <lyl+ =l = R+,
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Abbildung 8.2: Skizze einer positiven harmonischen Funktion u auf dem Einheitskreis. Auf
dem Kreis mir Radius % gilt u(Tmax) < 9U(Tmin)-

und wir finden
R? — ||x||2 < R? — 2 _(R—=r)(R+7) R+r

lz=yl* = (R-r)*  (B-7) R—r
R — |z RP—r> (R—r)(R+r) R-—r
le—ylI* — (B+7r)? (R+r)° R+r
Weil u positiv ist, folgt mit der Mittelwerteigenschaft und ||z|| = r, dass
1 R+ R+
< do, = 0
U(x) - 2mR lvl=R R — ’l“u (y) %y R — TU( )’
1 R—r R—r
> do, = ——u(0).
U(x) - 27R lyll=R R + T‘u (y) Ty R + ’I“U( )

]

Theorem 8.10 (Die Harnacksche Ungleichung auf allgemeinen Gebieten). Sei Q C R?
ein Gebiet und sei K C Q kompakt und zusammenhingend. Dann gibt es cqr € RT
derart, dass fir jede positive harmonische Funktion u auf Q gilt:

< i .
max u(z) < cax min u(z)

Bemerkung 8.10.1. Die Schirfe dieser Aussage liegt darin, dass die Konstante un-
abhéngig ist von wu: fiir jede positive harmonische Funktion gilt diese Abschéitzung mit

gleicher Konstante.

Beweis. Weil Q offen ist, gibt es zu jedem z € K ein r, > 0 mit B, (z) C . Dann ist
{B,,(%)},cx eine offene Uberdeckung von K, und weil K kompakt ist, hat man endlich

viele, die K {iberdecken, sagen wir {B,, (x(i))}zl. Setze

r*=min (ry,...,7m) .



8.4 Positive harmonische Funktionen &9

Als néchstes konnen wir endlich viele Kreise aus {BT* /3(x) }xe x Wiahlen, die K iiberdecken,
sagen wir {BT*/3(:E(i))}Z1

Nennen wir Zpi, und Tma, die Stellen in K, wo die Funktion « ihr Minimum und ihr
Maximum annimmt. Weil A := J*, B%r* (@) offen und zusammenhingend ist, gibt es

einen Polygonzug innerhalb von A, der x,;, und z., verbindet.

Abbildung 8.3: Skizze zum Beweis der Harnackschen Ungleichung.

Diese Konstruktion ist so gemacht, dass der Polygonzug mindestens %r* von 0f) ent-

fernt bleibt. Man wéhle (0 = z0e, M, ..., 2™ := 2., entlang des Polygons mit
|2® — 20+ < 2r*. Es gilt
B2 *<$(i)) cQ
3

T

und mit der Harnackschen Ungleichung fiir die Kugel folgt
W(Tmax) = u(z?) < 3u(32@ + L2).
Ebenso kann man zeigen, dass
u(2x© 4+ 12W) < 3u(z®) < u(la™ + 1z®)

usw. Es folgt
(@) < 9u(aM) < 9u(a®) < - < 3 u(mn).
Die Ungleichung ist erfiillt fiir co x = 3, wobei M die Zahl der Scheiben mit Radius

%r* ist, die man braucht, um K zu iiberdecken. O
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Funktionentheorie, Woche 9 F(Z)

Potentialstromungen

9.1 Ein Modell zu Potentialstrémungen

Stromungsprobleme lassen sich oft beschreiben mit Hilfe eines Potentials. Das heifit, das
Vektorfeld v, das die Stromungsrichtung und Stromungsgeschwindigkeit beschreibt, ist
der Gradient einer skalaren Funktion F'. Diese Funktion F' nennt man das Potential:

i=-VF. (9.1)

Das Minuszeichen ist Gewohnheitssache.

Zusitzlich zu einem Potentialfluss hat man oft noch einen Erhaltungssatz. So ein
(physikalischer) Satz ist zum Beispiel die Annahme, dass in jedes Volumenelement gleich
viel hinein wie heraus fliefit. Wenn es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, wird der
Erhaltungssatz beschrieben durch die mathematische Bedingung

V-7=0. (9.2)
Kombiniert man die beiden physikalischen Gleichungen (9.1]) und (9.2]), so bekommt man
AF = 0.

Bemerkung 9.0.2. Diesen Erhaltungssatz
kann man sich plausibel machen. Wenn im
Teilgebiet €2 gleich viel hinein wie heraus
flieit, dann gilt

/ v-1mdo=0.
a0

Aus dem Satz von Gauf3 folgt

/V-ﬁdx:/ v-1 do=0.
Q a0

WEeil dies fiir jedes Gebiet Q gilt, folgt V - v = 0.

91
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Das Potential F' ist hier also eine harmonische Funktion. In zwei Dimensionen bedeutet
das, dass wir diese Funktion, jedenfalls lokal, als Realteil einer holomorphen Funktion A
schreiben konnen:

F(x,y) =Reh(z+1y).

Das Vektorfeld v, das die Richtung und Grofie der Stromung angibt, steht senkrecht
auf den Aquipotenzialkurven F (z,y) = c. Also

v(z,y) = VF(x,y) = ( gzggzgigg )

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen liefern

O:Reh(z+iy) \ ([ 0,Imh(z+iy)
yReh(z+iy) )~ \ =0 Imh(z+iy) )

Das bedeutet
U(x,y) - VImh (z+iy) =0

oder, anders gesagt, das Vektorfeld v’ verlduft parallel zu den Niveaulinien von Im h. Noch-
mals anders gesagt: die Niveaulinien von Im A sind die Stromlinien zu der zugehérigen
Stromung. Man nennt die holomorphe Funktion h auch das zugehorige komplexe Po-
tential.

Beispiel 9.1. FEin Brunnen, der an einem Punkt eine Fliissigkeit in ein homogenes
pordoses Material bringt, das geniigend grof8 ist, um es als unbeschrinkt zu betrachten, sorgt
fiir ein radialsymmetrisches Potential. Um ein derartiges Potential zu finden, miissen wir

Au(r) =0
losen mit r = \/x? + y2. Es gilt

i = & (w05) 5 (10) -
(<> (2)) o (S
- v () + () +ven (251 1) -

- u”(r)—i—; o (r)

ﬂwlﬁ

Dann folgt aus u”(r) + u/(r) = 0, dass
In|u'(r)| =c—1Inr.

Es folgt u/(r) = ¢ r=* und
u(r) =c¢ —cylnr.

Man darf ¢y = 0 setzen, weil Vu unabhdngig von c; ist. Das Strémungsfeld wird

_z
—Vu(r) = ¢y ( 2 hy? > .
x2+y2
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Abbildung 9.1: In (4,0) wird zweimal soviel Fliissigkeit hineingepumpt, wie in (—4,0) heraus-
genommen wird. Von links oben nach rechts unten: Niveaulinien des Potentials, Potential mit
Stromungsfeld, Stromungsfeld mit den Niveaulinien vom Imaginérteil des komplexen Potentials,
beide Typen von Niveaulinien zusammen.

Aus jedem Gebiet Q mit 0 € Q) fliefit

M = — Vu-ndaz—/ Vu-nda—/ Vu-ndo =
89 8(Q\B-(0)) 9B:(0)
T
= oot [ () | T e
Q\B:(0) Il (z,y)ll=¢ 2 4y2 Varty?

1
= O+CQ/ —do = 27cs.
l(@y)ll=¢ €

Diese Zahl M ist auch genau die Menge (pro Zeiteinheit), die der Brunnen liefert.

Beispiel 9.2. Das Potential, das zu Abbz’ldung gehort, ist (ein Vielfaches von)
F(z,y) =l ((z+4)° +y*) —2In ((z — 4)* +¢?) .

Das zugehirige Vektorfeld ist

9 :17+24 —4 1—24
o x 2 o 2
U(JZ,y) _ ( 2( +4)° 4y ( 43)/ +y ) .

Y
(z+4)%+y2 (z—4)>+y?
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Weil F' = Re h mat
h(z) =2Log(z+4) —4Log (z — 4),

folgt

Imh(x +iy) = 2Arg (z +4) — 4Arg (z — 4) = 2Arg ((z+$2> .
Z—

Man sollte bemerken, dass diese Funktion (x,y) — Imh(z + iy) nur auf einfach zusam-

menhingenden Teilgebieten von R?\ {4, —4} definiert ist. Weil ein Sprung entlang eines
Schnitts konstant ist, bringt dies kaum Probleme mit sich fiir die Stromlinien.

Beispiel 9.3. Ein magnetischer Dipol hat folgendes Potential:

T
D(z,y) = o

Man hat

1
D(IE,y) _Re (x—i-zy)’

und die Stromlinien sind die Niveaulinien von

1 —Y
Im — | = .
T+ iy x? +y?
Diese Niveaukurven kann man wie folgt vereinfachen:

2 .
—y :C{i){ﬁ—i-(y-i-%) Zﬁfurc#(),
22+ 12

y =20 firc=0.

P

Abbildung 9.2: Ein Dipol.

9.2 Potentialstrome mit Randbedingungen

Wenn man eine Potentialstrémung in einem Gebiet mit Rand betrachtet, dann kann man
vermuten, dass der Rand eine Stromlinie ist. Anders gesagt, fiir das Potential F' gilt

2F =VF -1 =0 am Rande.
on

Diese Bedingung heifit (homogene) Neumann Randbedingung. ,,Homogen”, weil die
rechte Seite 0 ist; ,Neumann”, weil die Normalableitung festgelegt wird.



9.3 Beispiele von Potentialstrémungen

Beispiel 9.4. Das Potential F(x,y) = Reh (x + iy) mit
1
h(z) = -
(2) =z + ;
beschreibt eine Stromung auflerhalb des Einheitskreises. In Polarkoordinaten:

1
(r + —) COoS @,
T

1

i _ = :
Imh(re) = <r T)smcp.

Reh (’rew) =

Es qilt
0 0 1 1
%Fz o (r—l—;) cosp = (1_ﬁ) cosp =0 firr=1.
Wenn ||(z,y)|| geniigend grofs ist, kann man wie folgt vergleichen:
x
F - ~
(2, y) i
" y2—a? 1
2
VF(5y) ( G ) ~(y)
(@2 +y2)*

Genauer gesagt:

lim
[l (@,y)[|—o0

VE (z,y) — ( é)

In Worten: Weit entfernt vom Einheitskreis ist es fast ein konstanter Strom.
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Abbildung 9.3: Stromung um den Einheitkreis mit ‘konstantem’ Vektorfeld in co. Rechts eine

Nahaufnahme.

9.3 Beispiele von Potentialstrémungen

Die Konstruktion einer Strémung entlang einer Wand oder um ein Hindernis herum ist fast
mehr Kunst als Mathematik. Der umgekehrte Weg ist einfacher: Wenn eine holomorphe
Funktion gegeben ist, konnen wir eine Wand in eine Stromlinie legen und finden eine
passende Potentialstromung. Ob die tatséchlich auch alle Eigenschaften hat, die man

mochte, sollte man dann noch kontrollieren.
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Beispiel 9.5. Betrachten wir f : C — C mit f(z) = 2%. Das zugehdorige Potential und
die Stromungsfunktion sind

F(z,y) = Re((x+iy)°) =2 -4
S(z,y) = Tm ((z+iy)*) = 2ay.
Die Stromlinien sind defintert durch 2xy = c. Man findet:

r=0, y=0 und die Hyperbeln y = 2£
x

Nehmen wir = 0 als Wand und betrachten Q = {(z,y);x > 0}, dann sieht es danach
aus, als ob wir eine Stromung gefunden hdtten, die auf die Wand x = 0 zulduft. Betrachtet
man das Stromungsvektorfeld

U(z,y) = =VF(z,y) = < o ) ,

2y

dann folgt, dass die Stromungsgeschwindigkeit unrealistische Gréffen annimmd.

Abbildung 9.4: Strémung bei z — z* fiir Re z > 0.

Beispiel 9.6. Wir kénnen die ‘inverse’ Funktion betrachten: f : C\ (—o0,0) — C mit
f(z) = e2L08(2)  Diese Funktion ist eine holomorphe Erweiterung von x w— +/x. Wir

betrachten das Potential und die Strémungsfunktion bei if(z) und finden

F(z,y) = Re (ie%Log(‘””y)) = ... = s.ign(y)\/%\/ac2 +y? — 3,

S(z,y) = Im (ie%LOg(“”“y)) = .. = —\/% 2?2 + 42 + §u.

Die Stromlinien sind definiert durch S(x,y) = ¢ und diese Gleichung liefert:

%\/m—l—%x:c.

Fiir ¢ = 0 findet man y = 0 mit x < 0. Fiir ¢ > 0 folgt via 2* + y* = (z — 20)2, dass

y? = —4cx + 4c* und
L
T

Diese letzte Gleichung bringt uns ‘liegende’ Parabeln.
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Abbildung 9.5: Stromung bei der erweiterten Quadratwurzel.

9.4 Joukowski

Joukowski (Nikolai Yegorovich Zhukovsky, 1847 — 1921) war einer der Pioniere auf dem
Gebiet der Aero- und Hydrodynamik.

Beispiel 9.7. Wir kommen zuriick auf f : C\ {0} — C mit f(z) = z+ +. Diese Funktion
kann man beschreiben als eine ‘two-to-one’ Funktion fir fast alle Bildwerte w = f(z):
Man kann zeigen, dass

f(z1) = f(z0) & <21 = 29 oder z; = l) )

22

Nur fir z =1 und z = —1 hat f(z) nur einem Punkt im Urbild. Wir geben eine Tabelle:

z —  z+ %
1 — 2
-1 > —2
1 — 0
—1 — 0
0B1(0) — [-2,2]

Man kann sogar zeigen, dass jeder Kreis, der sowohl 1 als auch —1 enthdlt, abgebildet
wird auf einen Teilkreis, der —2 und 2 verbindet. Dazu verwenden wir, dass

f(z) =g309200q1(2) (9.3)

mit
z—1 1+wv

91(7«') = P 92(“’) = w” und 93(“) =2
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z _>f z+1=2l

\1/91 Tgs
z—1 _ w gﬁ w2 —y
z+

Wir kontrollieren die Behauptung in .'

1+ () 4124 (=17 22249 1
930 gaogi(z) =2 (ti)z :2< )2 ( )2 =2 =zZ7T .
- (=) ) - (- 1z 2

Die Funktionen g, und g3 sind gebrochen-lineare Funktionen (Mdbiusabbildungen), die
‘Kreise und Geraden’ abbilden auf ‘Kreise und Geraden’.

o Weil g1(—1) = 0o und g1(1) = 0, wird jeder Kreis durch —1 und 1 abgebildet auf
eine Gerade durch 0.

o Die Funktion go bildet Geraden durch 0 ab auf halbe Geraden, die 0 mit oo verbinden.

o Weil g3(0) = 2 und g1(c0) = —2, wird jede dieser halben Geraden abgebildet auf
einen Kreisteil oder ein Intervall, das 2 mit —2 verbindet.
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Diese Zusammenstellung von drei holomorphen Abbildungen erlaubt es uns zu folgern,
dass fiir jeden Kreis OB ;77 (ih) in C mit h € R gilt: Die Abbildung

ist injektiv. Bemerke, dass OB ;72 (ih) einen Kreis durch 1 und —1 beschreibt. Den
Sonderfall fiir h = 0 haben wir schon betrachtet.

Beispiel 9.8. Die Joukowski-Transformation verwendet einen Kreis durch 1, dessen Mit-
telpunkt im zweiten Quadranten nicht sehr weit von O entfernt ist. Dann liegt —1 in-
nerhalb des Kreises. Das Bild dieses neuen Kreises sieht aus wie der Querschnitt eines
Flugzeugfliigels. Fiir kleinere Geschwindigkeiten kann man die Luft um den Fligel als in-
kompressibles Fluid betrachten und so explizit die Stromung berechnen. Das heifst, man
betrachtet die analytische Funktion, die diese Stromung um den neuen Kreis liefert und
bildet diese mittels der konformen Abbildung im letzten Beispiel auf das Komplement des
Fliigeldurchschnitts ab. Der Rand des Fliigels wird so eine Stromlinie.

2 2

| |
Abbildung 9.6: Zwei Kreise und deren Bilder unter z — z + %
Das komplexe Potential fiir die Stromung um das Fligelprofil findet man durch
h=foTog
mat '
[ =241, TE=aztb wnd o) = (fiew ) ()

e Die Funktion g ist die inverse Funktion zu f auf dem Komplement des kleineren
Kreises in Abbildung[9.6. Das Urbild vom Komplement des Fligels unter Abbildung
g ist das Komplement des grifieren Kreises links in Abbildung[9.0.

o [ir die Funktion T soll man a,b € C so wdhlen, dass T (B1(0)) genau die Kreis-
scheibe des gréferen Kreises links in Abbildung ist.

e Die Kombination h = foT o g bildet C/[—2,2] holomorph ab auf das Komplement
des Fliigels.
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Diese Zusammensetzung liefert aber noch nicht das passende Modell. Statt f benutzt
man

.
fa(z) =2+ 2 + i Log (—2)
und muss sich dann tiberlegen, wie man mit dem Schnitt (1,00) umgeht.

Die NASA hat eine Webseite, wo man interaktiv die Parameter bei der Joukowski-
Transformation &ndern kann und das Ergebnis anschaulich gemacht wird:

http://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/map.html

Bei grofleren Geschwindigkeiten trifft die Annahme, dass Luft ein inkompressibles
Fluid ist, nicht zu. Auch die Annahme, dass das Fluid reibungslos an einem Korper ent-
lang flief8t, ist nicht mehr angebracht. Sogenannte Wirbel oder Kreisstromungen kénnen
auftreten. Das heifit, dass es sich nicht immer um Potentialfliisse handelt. Eine numerische
Approximation zu den Stromlinien in so einem Fall wird dargestellt in Abbildung [9.7

Abbildung 9.7: Aus ‘Control of turbulent incompressible flows around bluff bodies using
Large Eddy Simulations’ von Guillaume Fournier, Stéphanie Pellerin & Loc Ta Phuoc.
(http://www.limsi.fr/RS2005/meca/aero/aeroll/index.html)


http://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/map.html

Funktionentheorie, Woche 10 F(Z)

Biholomorphe Abbildungen

10.1 Konform und biholomorph

Eine konforme Abbildung erhilt Winkel und Orientierung. Damit ist folgendes gemeint:
Wenn sich zwei Kurven schneiden, dann schneiden sich die Bildkurven mit gleichem Win-
kel und gleicher Orientierung. Dies bedeutet: Wenn sich die glatten Kurven 7, und -,
schneiden, sagen wir v, (t;) = v5(t2), und h eine konforme Abbildung ist, dann gilt

g (’Y/l(tl)) — Arg ((h 0'71)/ (ﬁ)) ‘
V5 (t2) (hos) (t2)
Definition 10.1. Sei U C C offen. Fine Abbildung h : U — C heifit konform, wenn

glatte Kurven in U tberfihrt werden in glatte Kurven und wenn diese Abbildung winkel-
und orientierungstreu ist.

Bemerkung 10.1.1. In der Literatur ist ,konform” (Englisch: conformal) nicht eindeutig
definiert. Manchmal wird zusétzlich die Injektivitdt der Abbildung verlangt.

)4

A\

Abbildung 10.1: Einige Kurven und ihre Bilder unter einer konformen Abbildung.

101
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Lemma 10.2. Jede holomorphe Abbildung h : U — C mit h' # 0 in U ist konform.

Beweis. Wenn v, : [a,b] — U und 7, : [¢,d] — U glatte Kurven sind, die sich schnei-
den, sagen wir p = 7,(t1) = 7,(t2), dann sind Winkel und Orientierung des Schnittwin-
kels festgelegt durch Arg (v(t1)/v5(t2)). Fiir die Bildkurven h o «y, und h o ~y, wird dies

Arg ((hoy,) ()] (ho ) (t2)). Weil

(hoy)'( R () n(t) P e)nlt) _ %it)
(hov,) ( W (75(t2)) Ya(t2) W (p)V5(ta)  Yh(ta)

sind Winkel und Orientierung identisch. Weil fiir eine glatte Kurve 7/ # 0 gilt, ist dieser
Quotient wohldefiniert. O

1

t1)
ty)

2

Definition 10.3. Sei U C C offen. Fine Abbildung h : U — C heifst btholomorph, wenn
h:U — W(U) holomorph und bijektiv ist und auch die inverse Funktion h'™ : h(U) — U
holomorph ist.

Wenn h holomorph ist auf U, dann kann man diese Funktion fiir jedes w € U als
konvergente Potenzreihe schreiben:

h(z) = Zozn (z —w)".

Wenn A’ in w eine k-fache Nullstelle hat, dann gilt ag,1 # 0 und a; = as = --- = a = 0.
Wenn zwei glatten Kurven v, und 7, sich in w schneiden, sagen wir v, (t1) = v,(t2) = w,
dann folgt mit

h(z) — h(w) :Zan(z—w)n: Z a, (z —w)",

dass man den Winkel zwischen den aus h(w) gehenden Bildkurven ho~, und ho-, findet
durch:

((h 09, (i +2) = h(w)) S 0 (4 2) - w)")

(hoy) (ta +¢) — h(w) Z;.I,O:k-l—l (Yo

= lim Arg (O”Hl (n(ts ) = w>k+1> = lim Arg (—(6 7/1<t1))k+1> =
=0 )i s CRACY

apr1 (72(t2 +€) —w
A (7&@))“1
= Arg p :
V5(t2)
WEeil bei einer konformen Abbildung die Argumente identisch sind fiir alle glatten

Kurven, die sich in w schneiden, folgt k& = 0. Man sieht, dass A’ # 0 notwendig ist fiir eine
konforme Abbildung.

Im Gegensatz zu differenzierbar und f’ # 0 fiir reelle Funktionen, reicht holomorph
und A’ # 0 nicht, um eine bijektive Abbildung zu haben bei komplexen Funktionen. Lokal
reicht zwar diese Bedingung (holomorph und 7’ # 0), aber am Beispiel z + 2% : C\ {0} —
C\ {0} sieht man sofort, dass die Bedingung nicht ausreichend ist fiir eine globale Aussage
beziiglich der Bijektivitét.

Wir werden in diesem Kapitel die Frage studieren, unter welchen Bedingungen zwei
Gebiete sich biholomorph aufeinander abbilden lassen. Einen ersten Schritt liefert das
folgende Ergebnis.

= lim Arg (

lim Arg i
&

el0
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Abbildung 10.2: Ein Gebiet und sein Bild unter z — z°.

Theorem 10.4 (Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und h : G — C holomorph und
nichtkonstant. Dann ist h(G) ein Gebiet.

Bemerkung 10.4.1. Ein Gebiet ist eine offene, zusammenhéngende Menge.

Bemerkung 10.4.2. Diese Eigenschaft ist nicht giiltig fiir differenzierbare Abbildungen
in R". Betrachte zum Beispiel f : R* — R? mit f (x,y) = (22,y). Siehe Abbildung [10.4.2|

I I I I
-10 ~05 0.0 05 10 00 02 04 06 08 10

Abbildung 10.3: Rechts das Bild des linken Gebietes unter der Abbildung f aus Bemerkung

die nicht holomorph ist. Das Bild der offenen Ellipse ist nicht offen. Die Abbildung ist
nicht gebietstreu.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass h(G) offen und zusammenhéngend ist. Der Zusammen-
hang von h(G) folgt direkt: Weil G ein Gebiet ist, gibt es einen Weg 7, der z; und 2,
innerhalb G verbindet. Dann werden h(z;) und h(z3) durch den Weg h o innerhalb von
h(G) verbunden.

Um zu zeigen, dass h(G) offen ist, miissen wir fiir jedes wy € h(G) ein € > 0 finden
mit B.(wp) C h(G).
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Sei wy € h(G). Dann gibt es ein zg € G mit wy = h(zp). Wenn b’ (2g) # 0 gilt, dann
existiert lokal eine inverse Funktion und wéren wir schnell fertig. Leider kann man dies
nicht annehmen. Weil h jedoch nicht konstant ist, dann gilt wegen des Identitdtsatzes
Theorem [7.7] dass die Losungen von h(z) — wg = 0 keine Héufungspunkte haben. Also
gibt es ein 7 > 0 derart, dass es aufler zy auf B, (zy) keine Losungen von h(z) —wg = 0
gibt. Wir diirfen r so wihlen, dass B,(z9) C G. Wir setzen

m = inf {|h(Z) — wo|;Z € dB,(20)}.
Weil 0B, (z) kompakt ist und h stetig, gilt
m = min {|h(2) — wy|;Z € B, (20)}

und es folgt, dass m > 0.
Wir behaupten, dass
B%m(wo) C h(B,(z0)).

Man beweist dies durch einen Widerspruch und nimmt an, es gibt w; € B 1 m(wp) derart,

dass h(z) = wy keine Losung in B,(z) hat. Dann ist g : B,(29) — C mit

9(z) = —h(z)l_ "

holomorph. Das Maximum-Prinzip, Theorem [6.14] liefert uns, dass fiir z € B, (2¢) folgen-
des gilt:
1

PeED

< max{'m e 8Br(z0)}.

Dann findet man fir z € B,(z), dass

h(2) — wi| > min {|A(2) — wi| ;2 € IB,(20)} >

Z m1n{|h(2) — ’LUO| ;5 € 837(20)} — |UJ1 — w0| Z

1o, — 2
>m 3M = M.

Fiir z = 2y gilt aber auch
|h(20) — wi] = |wo — wi| < 3m

und wir erhalten einen Widerspruch. O]

10.2 Kreisscheibe zu Kreisscheibe

Die gebrochen-linearen Abbildungen bilden ,Kreise und Geraden” ab auf , Kreise und
Geraden”. Mochte man die Einheitskreisscheibe biholomorph auf sich selber abbilden,
dann passen bestimmte gebrochen-lineare Abbildungen:

Lemma 10.5. Sei zg € B1(0) und ¢ € (—m,7]. Dann ist f : B1(0) — B1(0) mit

zZ— 20

f(z) =e* (10.1)

1—%2z

biholomorph von By(0) nach B(0).
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Beweis. Fiir |z] < 1 gilt

-z Z—Z% 121> = oz + 20 Z) + |20 B

HO

C1-Zzl—20Z 11— (ZTpz+22) + |2 |2)®
2 2 2 2
L OoER-P) OOl
L~ (22 + 20 2) + |2 |0 11—z

Also gilt f(B1(0)) C B4(0).
Betrachte nun

—ip & T Wo
— ol
9(2) = e T
mit wy = —e“?zy. Weil auch wy € B;(0) gilt, hat g dhnliche Eigenschaften. Es folgt
9 (B1(0)) C B1(0). |
Man hat weiter, dass g o f(z) = z. Anders gesagt: g = f™. O

Lemma 10.6 (Das Schwarz’sche Lemma). Sei f : B1(0) — B1(0) holomorph und sei
f(0) = 0. Dann gilt:

L) < 2] und [f(0)] < 1;

2. Wenn auflerdem f'(0) = 1 oder f(zy) = 2o fir ein zo € B1(0)\{0}, dann gilt
fz) =2,

Beweis. Wir definieren g : B1(0) — C durch

[ f(z)/z firz#0,
g(z)—{ f(0) fiir z=0.

Weil f holomorph ist auf B; (0) und f(0) =0, gilt f (2) = > 5o, £ f*) (0) 2" fiir |2] < 1

und

— 1 1 e
g(2) :ny(k) (0) 21 fiir |2| < 1.
k=1

Also ¢ ist auch holomorph. Wegen des Maximum-Prinzips gilt fiir z € B;(0) und alle
r € (|z],1), dass

1
|9(2)| < max|g(w)| = max p

|w|=r |lwl=r | W

f)

Weil dies fiir alle r € (|z|,1) gilt, folgt |g(2)| < 1 und so auch
[f(2)] < [z und [f(0)] < 1.
Fiir das zweite Ergebnis betrachten wir das Maximum-Prinzip genauer. Man findet:
lg(2)] < 1in By(0) oder g(z) ist konstant auf B;(0).

Weil wir annehmen, dass f'(0) = 1 (es folgt g(0) = 1) oder f(z9) = zo (es folgt g(z9) = 1),
findet man, dass g konstant gleich 1 ist. Und ¢ (z) = 1 impliziert f(z) = z. O

Korollar 10.7. Die einzigen biholomorphen Abbildungen von By(0) nach B1(0) sind die
in .
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Beweis. Sei f: B1(0) — B1(0) biholomorph. Definiere w = f(0) € B;(0) und setze

C1—wz

Dann ist h o f : By(0) — Bi(0) biholomorph und h o f(0) = 0. Das bedeutet, dass
ho fund (ho f)™ die Bedingungen des Schwarz’schen Lemmas erfiillen. Es folgt, dass

}(hof)/ (0)| <1 und ‘((ho f)inv>l(0)‘ < 1. Dann gilt ’(ho /)" (0)] = 1. Nehmen wir

p=—Arg ((ho ) (0)),
dann gilt fiir z — ¢ (ho f)(2), dass € (ho f)' (0) = 1 und das heifit

e (hof)(z) =2
und nach Umformung findet man
f(z) = W™ (e7%%z).

Diese Funktion hat eine Form wie in (|10.1]). [

10.3 Riemannscher Abbildungssatz

Theorem 10.8 (Der Riemannsche Abbildungssatz).
Ser G ; C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung h : R +iRT — G.

Bevor wir einen Beweis geben koénnen, braucht es noch einiges an Vorbereitung. Den
Beweis finden Sie dann auch erst im letzten Kapitel.

Bemerkung 10.8.1. Man kann sogar zeigen, dass diese Abbildung h sich erweitern 1483t
zu einer stetigen Abbildung auf R + i [0, 00).

Bemerkung 10.8.2. Bernhard Riemann hat dieses Ergebnis unter der Bedingung, dass
G einen stiickweise glatten Rand hat, in seiner Doktorarbeit 1851 formuliert. Sein Beweis
dieses Satzes war nicht vollstdndig. Ein echter Beweis wurde erst sechzig Jahre spéter
gefunden.

Ein relativ eleganter Beweis verwendet Variationsrechnung und braucht einige funk-
tionalanalytische FErgebnisse.

Bemerkung 10.8.3. Fiir G = B;(0) kann man zeigen, dass h : R +iR* — B;(0) mit

Z—1
zZ41

h(z) =

so eine biholomorphe Abbildung ist. Wenn man diese Abbildung zusammensetzt mit einer
aus Theorem [10.8] dann findet man, dass jedes einfach zusammenhéngende Gebiet G C C
mit G ; C als Bild der Einheitskreisscheibe unter einer biholomorphen Abbildung zu be-
kommen ist. Also gilt auch, dass sich ein solches Gebiet biholomorph auf die Kreisscheibe
abbilden 1483t.

Bemerkung 10.8.4. Wenn man zwei biholomorphe Abbildungen hq, hy von B;(0) auf G
hat, dann ist A" o h; eine biholomorphe Abbildung von Bj(0) auf B;(0).
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10.4 Konstruktion biholomorpher Abbildungen

10.4.1 Von der Halbebene zum Sektor
Wir konstruieren eine biholomorphe Abbildung
h:R+iRY — {2z €C;Arg(2) € (p,0)}
mit —7 < ¢ < ¢ < 7. Dazu verwenden wir:
hy : R4+ iRT — RT +4R mit hy(z) = —iz,
he i RY +iR — {2 € C;|Arg (2)| < %52} mit ho(z) = 7 Log(®),
hs:{z € Ci|Arg (2)| < 52} — {2 € C; Arg (2) € (¢, ¢)} mit hy(z) =€ 2 2.

4i- 4i-
3i- 3i-
2i - 2i -
i~ i~
h I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 ) -4 -3 -2 -1 2 3 4
ik ik
2i 2i
-3i 3
—4ik —4ilk
4i 4i
3i 3
2i 2i
i ir
I I I I I I I I h2 I I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 S 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
4 -t
-2if- -2iF
-3i|- -3iF
—4i —4i

Nur bei ho mufl man vielleicht noch etwas erkliaren. Fiir @ € R ist die Funktion z — e®Los(?)
eine analytische Fortsetzung von z +— x® auf R". Fiir alle « € R und z # 0 folgt

[0}

aLog(z)‘ —e

alnfz| _ |

e 2|
Fir a € (0,2] und z € R* + 4R folgt
Arg (eaLog(z)) _ AI‘g (ea(1n|z\+iArg(z))) _ Arg (eiozArg(z)) _ ozArg (Z) )

Die letzte Identitét verwendet, dass aus a € (0,2] und |Arg (z)| < 3 folgt, dass Arg (z) €
(—m, 7). Genau dieser Fall trifft zu, weil *=£ € (0, 2)].
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10.4.2 Von der Halbebene zu einem Polygon mit drei Kanten

Seien /4 C C Halbgeraden mit £1 als Endpunkt die nicht durch 0 gehen. Wir betrachten
G C Cmit 0G = (_ U [—1,1] U ¢, und mit ie € G fiir geniigend kleines e. Die letzte
Bedingung legt fest, dass G ,,oberhalb” von [—1, 1] liegt.

4i-
3i-

2i-

Abbildung 10.4: Gebiet mit drei Teilgeraden als Rand

Betrachte eine Funktion A mit der Ableitung
W(2) = (2 4+ 1)V (z — 1)~ #0/m

wobel

w® = eoeLog(w)

und
Log (w) = In |w| 4 tArg (w) fur Arg(w) € (—m,7].

Die Funktion A’ ist holomorph auf R+4iR* und hat also eine Stammfunktion 4 auf R+iR*.
Das heifit, die Annahme, dass es so eine Funktion h gibt ist erlaubt.
Fir z =2 € R gilt

Arg ((aj + 1)*‘L1/7r> _ —PY_q fir x < —1,
0 firz>-1

und

N
0 fiir x > 1.

Es folgt, dass

—p_ — @ fiirez < -1,

Arg (K (z)) = —py firze(-1,1), (10.2)
0 fir x > 1,
und
e~ i(p-1tes) |x+1| fiir x < —1,
W (z) = e~ | + e o — 1;7 T firre (—1,1), (10.3)
|z + 1|77 fiir z > 1.
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Abbildung 10.5: Die Richtungsédnderungen ¢_; und ¢ .

Weil z — (z + 1)7?-V™ (2 — 1)"#+/™ holomorph ist auf dem einfach zusammenhéingenden
Gebiet R x R™ existiert eine Stammfunktion, zum Beispiel definiert durch

h(z)= / (w + 1)_“‘7*1/“ (w— 1)_“0“/7r dw.
0,2]

Diese Funktion h ist sogar holomorph erweiterbar auf C \ ({1,—1} + i (—o0,0]). Wenn
p, < mis h sogar stetig erweiterbar in {—1,1}. Nennen wir auch diese Erweiterung h.
Wir finden dann, dass die Kurve v : R — C mit «(t) = ¢, die den Rand von R + iR*
parametrisiert, durch h abgebildet wird auf die Kurve h o, und fiir deren Richtung gilt

(hon) (t) =h (v(1)7'(t) = I (t).

Weil Arg (h/(t)) durch festgelegt wird, ist die Bildkurve die Kombination von 3
Teilgeraden. Wegen ¢, < 7 ist A’ auf R integrierbar und wir finden sogar, dass h auf
R + i[0,00) stetig ist. Das bedeutet, dass das Bild h o v zusammengesetzt ist aus ei-
ner Halbgeraden mit Richtung 6_i<w*1+‘p+1), die in z_; = h(—1) endet, einem Interval
[2_1, ;1] mit Richtung e~*+1 und einer Halbgeraden mit Richtung 1, die in z;; anfingt.
Eine lineare Transformation 7', die z_; auf —1 und z,; auf 1 abbildet, vervollstandigt den
Beweis:

T() =1+ 270 o)
|Z—1 - Z+1‘ i

Die von uns gesuchte Funktion ist T"o h. Eine explizite Formel fiir 7"o A bekommt man im
Allgemeinen nur, wenn man die sogenannten hypergeometrischen Funktionen als explizit
definiert. Zum Berechnen einer Stammfunktion A braucht man Hilfe von zum Beispiel
Mathematica.

Beispiel 10.9. Von der Halbebene zu ein halber Streifen:

)= Integrate[(z+1)"(-1/2) (z-1)"(-1/2), z]

V-1+z ]
V2
Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR folgt.

ouj1]= 2 ArcSi nh [
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I

% s 2 1 2 3 4 1 2 s
Beispiel 10.10. Von der Halbebene zu einem Polygon mit zwei Winkel der Gréfle %7‘(‘.‘
mo]= Integrate[(z+1)"(-1/3) (z-1)"(-1/3), z]

3 (-1+2)2® Hypergeonetri c2F1 | 2.5 1;]

W]k

Out[9]= 5. 21/3 5

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR folgt.

h
3it %

c

4 3 2 1 2 3 4 I
Beispiel 10.11. Von der Halbebene zu einem gleichseitigen Dreieck:

n[so]= Integrate[(z+1)"(-2/3) (z-1)"(-2/3), z]

3 (-1+2)Y3 Hypergeometric2Fl %, 2, 2 172]

W[

out[59]= 5273

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR* folgt.

h
3ir % 2if-

; ; ; ; ; ; ; ; | |
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 1 2 3 4

Beispiel 10.12. Von der Halbebene zu einem Dreieck mit Winkel }lw und %7‘(‘.‘
ns6:= Integrate[(z+1)"(-3/4) (z-1)*(-3/5), z]

5 (—1+z)2/5l—|ypergeonetri02F1[%, %, g 1;]

out[56]= S i
X
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4ir

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR* folgt.

h
Sl % 2iF

4 s 2 1 T2 s 4 A 2 s 7
Beispiel 10.13. Von der Halbebene zu (R x i[1,00)) U (R*)?:

Info}:= Integrate[(z+1) " (1/2) (z-1)"(-1/2), z]

(-1+2z)V1i+z +2V-1+2z ArcSinh{ e }

Va2
Out[90]=
-1l+z i
1+z
Auch hier ein Bild: o \
N,
N,
. e ———
\7
31
2i 21
i i
4 3 2 1 2 3 4 -6 -5 *‘4 *‘3 -2 *‘1 1 2 3 4 5 6

Bemerkung 10.13.1. Wie oben beschrieben kann man durch Verschiebung und Dreh-
skalierung zwei beliebige Eckpunkte bekommen.

Bemerkung 10.13.2. Wie man im 3. und 4. Beispiel gesehen hat, funktioniert diese
Konstruktion sogar, wenn ¢_; + ¢_; > 7. Dann schneiden sich die beiden Geraden. In
diesem Fall wird oo auf die dritte Ecke des entstandenen Dreiecks abgebildet.

Bemerkung 10.13.3. Wenn man eine dhnliche Konstruktion ansetzt bei vier Eckpunkten
(oder drei echten endlichen und oo als viertem), dann bemerkt man spétestens bei der
Transformation, dass man das Verhéltnis der Léngen der Seiten nicht direkt im voraus
festlegen kann. Ein Viereck ist, abgesehen von Skalierungen und Verschiebungen, festgelegt
durch drei Winkel und das Léngenverhiltnis zweier benachbarter Seiten.

Bemerkung 10.13.4. Es gibt ein Ergebnis, dass nach Christoffe]]und Schwar4? benannt
ist, das besagt, dass man fiir jedes Polynom P mit n Ecken eine biholomorphe Abbildung
von R + iR* auf P findet mittels

h(z):oz—kﬁ/[o]
L

Elwin Bruno Christoffel (1829 - 1900) war Schiiler am Friedrich-Wilhelm Gymnasium in Koln.
2Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921)

(w— 2,) ™ dw.
1
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10.5 Biholomorph bei mehrfachem Zusammenhang

Die Frage, ob ein Gebiet mit n Lochern sich biholomorph abbilden l&8t auf eine Kreis-
scheibe mit n kreistférmigen Lochern ist auch heute noch aktuell. Schauen Sie sich dazu
folgenden Artikel an:

SIAME] News, Volume 41, Number 1, January/February 2008. Breakthrough in Con-
formal Mapping by James Case.

http://www.siam.org/pdf/news/1297.pdf

3Society for Industrial and Applied Mathematics


http://www.siam.org/pdf/news/1297.pdf

Funktionentheorie, Woche 11 ‘F(Z)

Funktionen und Polstellen

11.1 Meromorphe Funktionen

Definition 11.1. Se: U C C offen und sei f : U — C eine Funktion. Wenn folgendes
gilt, nennt man f meromorph auf U:

1. P:= f~1(00) hat keine Hiufungspunkte;
2. P besteht nur aus Polstellen von f;

3. f:U\P — C ist holomorph.

Beispiel 11.2. Wenn p ein Polynom vom Grad gréiffer gleich 1 ist, ist q : C — C definiert

durch
_ [ 1/p(2) firp(z) #0,
Q(z)_{ oo fiirp(z) =0,

eine meromorphe Funktion auf C. Es ist tibrigens tiblich zu schreiben q (z) = 1/p(z) und
oo an den nicht-definierten Stellen zu nehmen.

Beispiel 11.3. Die Funktion z +— tan (z) ist meromorph auf C. Auch hier nimmt man
00, wenn cos (z) = 0. Eine Skizze der Funktionenlandschaft finden sie in Abbildung|11.1|

Beispiel 11.4. Die Funktion f: C — @, definiert durch

f(z):{ ez firze C\ {0},

00 fir z=20

1st nicht meromorph auf C. Wenn f einen Pol von Ordnung m in O hdtte, dann wiirde
lim, .o 2™ f (2) existieren. Fiir alle m € NT gilt jedoch

lggrolx f(x) = oc.

Ubrigens, auch wenn man f(0) = w fir ein w € C, statt f(0) = oo, definieren wiirde,
wird f nicht meromorph bei 0.

113



114 Woche 11, Funktionen und Polstellen

Abbildung 11.1: Die Funktionenlandschaft von z — tan (z).

Wenn f: U Cc C — C eine Nullstelle von Ordnung m hat in w € U und holomorph ist
auf B, (w) mit r > 0, dann hat z — 1/f (2) eine Polstelle von Ordnung m in w. Wegen
des Identitdtssatzes (Theorem haben die Nullstellen von f keine Haufungspunkte in
B, (w), und es folgt, dass die Polstellen von 1/f in B, (w) keine Haufungspunkte haben.

Lemma 11.5. Sei U C C offen.

1. Wenn f,g: U — C holomorphe Funktionen sind mit g # 0, dann ist f /g meromorph
auf U.

2. Wenn h meromorph auf U ist, dann gibt es zu jedem w € U eine Umgebung B,.(w)
und zwei holomorphe Funktionen f,q : B.(w) — C mit h = f/g.

Beweis. 1) Wenn die Funktion g holomorph ist und nicht identisch 0, kénnen die Null-
stellen keine Haufungspunkte haben, und die Nullstellen sind endlicher Ordnung. Siehe
Theorem [7.7] Eine Nullstelle von g mit Ordnung n fiihrt zu einem Pol in f/g (wenn nicht
auch f eine Nullstelle hat an der Stelle, wo g eine hat).

2) Sei w € U. Wenn h keinen Pol in w hat, dann ist A holomorph in w und man
kann h mit Hilfe einer Potenzreihe f mit positivem Konvergenzradius schreiben. Man
setze g = 1. Wenn h einen Pol von Ordnung n hat, setzt man g(z) = (z — w)", und die
Funktion z — (2 — w)" h(z) kann man in w zu einer holomorphen Funktion erweitern. []

52
sin(z)

Bemerkung 11.5.1. Wenn man sagt, dass die Funktion z — auf C meromorph ist,

dann meint man, dass

Sij(z) fir 2 € 77,
f(z)= 0 firz=0,

oo fiir z € 7Z\ {0},

meromorph ist. Die Locher in der Formel fiir f werden sozusagen ,,automatisch ausge-
stopft “. Wenn es eine hebbare Singularitét betrifft, setzt man f (w) = lim f (2), und sonst
zZ—w

setzt man f (w) = oo.
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Korollar 11.6. Sei U C C offen, sei f : U — C meromorph und f # 0. Dann gibt es fir
jedes w € U eine Zahl v € RT, ein ky € Z und eine Folge {@k}kogkez C C derart, dass
ax, 0 und

f(2)=> " ar(z—w)" firze B, (w)\{w}. (11.1)
k=Fko
Das heifit, i ar (z — w)" konvergiert auf B, (w), und
k=0

e fiir kg > 0 hat f eine Nullstelle von Ordnung ko in w;
e fiir ko < 0 hat f eine Polstelle von Ordnung |ko| = —ko in w.

Beweis. Wegen Lemmall1.5|gibt es 7y > 0 und holomorphen Funktionen fi, f5 : B, (w) —
Cmit f(2) = f1(2)/f2(2). Dann ist f, auf B,, (w) als Potenzreihe zu schreiben:

bei der wir mg die kleinstmégliche Zahl in N nehmen derart, dass b,,, # 0. Dann gilt
1 1 1 1

f2(2)  Xpeme bm (2= w)™ (2= w)™ 3T by (2 = w)™ T

Fiir die Funktion g (2) = >.7°_ b, (z —w)™ "™ gilt g (w) # 0 und daher ist z — 1/g (2)

m=mg

holomorph in einer Umgebung B,, (w). Es folgt, dass

fe) =t fi ()

(z —w)™

g9(2)

Weil z — f1(2) /g (z) holomorph ist auf B, (w) mit r = min {r, 72}, kann man die-
se Funktion als Potenzreihe auf B, (w) schreiben und wenn man dann durch (z — w)™

dividiert, folgt (11.1]). O

Lemma 11.7. Sei U C C offen. Wenn f,g : U — C meromorphe Funktionen sind mit
g #Z0, dann sind f + g, f — g, f.g und f/g meromorphe Funktionen auf U.

Der Beweis ist fast direkt und wird dem Leser iiberlassen.

Bemerkung 11.7.1. Wenn f,g: C — C meromorphe Funktionen sind, ist fog : C — C
im Allgemeinen nicht meromorph (und auch nicht zu ergénzen zu einer meromorphen
Funktion). Das Standardbeispiel ist f (z) = e und g (z) = 1. Die Funktionen f und g
sind meromorph auf C; die Funktion f o g jedoch nicht.

11.2 Nullstellen, Pole und ein Kurvenintegral

Sei U C C offen, und sei I" das Bild einer linksherum laufenden (differenzierbaren) Jordan-
Kurve v. Nehmen wir an, dass [' und sein Innengebiet in U liegen.

Sei f meromorph auf U und derart, dass f weder Nullstellen noch Polstellen auf I'
hat. Wir schreiben dann

#n(f, ') = die Zahl der Nullstellen von f innerhalb von T,
#p(f,I') = die Zahl der Polstellen von f innerhalb von I,
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Abbildung 11.2: U, T und die Richtung von

wobei diese Zahl inklusive Multiplizitit gezéhlt wird. Die Multiplizitdt einer n-fachen
Nullstelle ist n; die Multiplizitéit eines Pols von Ordnung m ist m. Im néchsten Beispiel
sieht man nochmals wie dies gemeint ist.

(z—1)2(2+i)(z—5)* sin(z)?
(z41)22

Beispiel 11.8. Die Funktion g(z) = ist meromorph und man findet

i) 1 ist eine Nullstelle mit Multiplizitit 2;
ii) —i ist eine Nullstelle mit Multiplizitat 1;
iii) 5 ist eine Nullstelle mit Multiplizitit 4;

i) 0 ist eine Nullstelle mit Multiplizitat 1:

sin (z)? _ (2 —52°+ O<25)>2 =z2(1-1224+0(2");

v) —1 ist eine Polstelle mit Multiplizitat 2.

Also gilt #n5(g,0B2(0)) =2+ 1+ 1 =4 und #p(g,0B(0)) = 2. Die Nullstelle 5 liegt
aufSerhalb 0B2(0).

Lemma 11.9. Seien f und I wie oben und sei vy eine Parametrisierung von I'. Dann gilt

f'(z)
) dz. (11.2)

Beweis. Sei m € Z und w € U. Lokal hat man f(z) = > "2 ax (2 — w)* mit a,, # 0.
Wenn m > 0, dann ist w eine Nullstelle von f mit Ordnung m. Wenn m < 0, dann ist w
eine Polstelle von f der Ordnung —m. Es gilt fiir m # 0, dass

fz) _ Siakar(z—w) 1 W),

f(z) SR g (z—w)" z—w

#N(far)_#P(f>F) ZQLM/

bei dem
R () g (2~ w)

ZZO Qpgm (2 — w)é

eine in einer Umgebung von w holomorphe Funktion ist. Weiter gilt

h(z)
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Die Funktion z — f’(2)/f(z) ist holomorph in einer Umgebung von w, wenn f in w keine
Nullstelle und auch keine Polstelle hat. Wenn f in w eine Nullstelle oder Polstelle hat,
hat z — f’(2)/f(2) einen Pol von Ordnung 1 und es folgt

i { #n (f,0B.(w)) fiir m > 0,
Res,, ( > —m =

f e (£,0B.(w)) fiir m < 0.

Der Residuensatz liefert das Ergebnis. O

Abbildung 11.3: Das Kurvenintegral in 4 z&8hlt Nullstellen minus Polstellen innerhalb der

Kurve. Hier ist die Funktionenlandschaft zu f (z) = % skizziert. Fiir die skizzierte Kurve

liegen 2 Nullstellen und 5 Polstellen innerhalb, alle mit Multiplizitdt 1. Man findet / J;((ZZ)) dz =
¥
2—-5=-3.

Theorem 11.10 (Rouché). Seien f und g meromorphe Funktionen auf U und seien f
und I wie oben. Wenn

lf(z) —g(2)| < |f(2)| fir allez €T, (11.3)

dann gilt
#N(f,r)_#P(f,F):#N(Q,F)_#P(Q,F>- (114>

Bemerkung 11.10.1. Wenn f und g holomorph sind, dann findet man
#n ([, 1) =#n(g,T).

Beweis. Betrachte h(f,z) = (1 —0) f(2) + fg(2) fixr 6 € [0,1]. Fiir alle 6 € [0,1] ist
z +— h(0, z) eine meromorphe Funktion. Aulerdem gilt

[f(2) = (0, 2)] = 01 (2) = g(2)| < |f(2) —g(2)| < |f(2)] fiir alle z € T,
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und es folgt, dass h(f, z) weder eine Nullstelle noch eine Polstelle auf I' hat. Denn hétte
h(0, z) eine Nullstelle w € I', dann liefert

[f(w)] = |f(w) = h(6, w)| < |f(w)]

den Widerspruch. Hétte h(6, z) eine Polstelle w € I'; dann findet man einen Widerspruch
durch
oo = |f(w) — h(8,w)| < [f(w)] < 0.

Also ist die Funktion A : [0,1] — R durch

A0) - 1 n'(6, 2)

— d
2mi J., h(0, 2) :

mit A'(6,z) = Zh(0, ) fiir jedes 6 € [0,1] wohldefiniert. Weil #'(¢,z) und h(6, z) keine
Null- oder Polstellen fiir z € T haben, ist § — A (0) sogar stetig auf [0, 1]. Und weil
1 R'(8, =)
— | ————dz = h(o,-),I') — h(o,-),I
i h(‘g,Z) z #N( ( ’ )) ) #P( ( ’ )7 )

o

nur ganze Zahlen als Wert annimmt, folgt, dass
00— #n(h(0,-),T) — #p(h(6,-),T)
konstant ist. Das besagt genau, dass ((11.4) erfiillt ist. ]

11.3 Partialbruchentwicklung

In der Analysis Vorlesung haben Sie gesehen, dass man rationale Funktionen in Partial-
briiche zerlegen kann. Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome. Zerlegen
in Partialbriiche heif3t, dass es fiir jedes paar Polynome p und ¢ ein Polynom p und kom-
plexe Zahlen ¢, gibt derart, dass

L,

PE) 5+ Sy (11.5)

¢(2) a0 =1 (2= %)

mit £, die Multiplizitdt der Nullstelle z; von ¢. Zum Beispiel gilt:

25— 3244523 —3224+42—1 _25—3z4—|—5z3—322+4z—1 B

A48 4522 —dz+ 4 (2241) (2 —2)

2 3. 2 3. 1o 19
413’ _ BT’ » 5
z2—1 z2+1 z—2 (2_2)2

Wenn man in ((11.5)) die Polynome p und ¢ ersetzt durch holomorphe Funktionen, bekommt
man meromorphe Funktionen. Kann man bei einer meromorphen Funktion etwas machen
mit Partialbruchzerlegung?

Eine meromorphe Funktion h ist holomorph mit moglicher Ausnahme von moglichst
unendlich, aber hochstens abzéhlbar vielen Polstellen z;. Bei so einer Polstelle kann man

h wie folgt schreiben
-1

h(z) = Z e (z — z)" + g(2),

l=—m
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wobei g eine in einer Umgebung von z; holomorphe Funktion ist und m ist die Ordnung

des Pols. Man nennt )

> ar(z—z) (11.6)

l=—m

den Hauptteil von h an der Stelle z;. Ubrigens, da die Parameter m € N* und a, € C
im Allgemeinen fiir jede Polstelle unterschiedlich sind, miisste man eigentlich mj, und ay
schreiben. Die Polstellen z; mit den Hauptteilen nennt man die Hauptteilverteilung

von h: B -
{ Z apy (2 — zk)z}

t=—mx k=1

Die zentrale Frage, die wir nun betrachten, ist, ob man zu vorgegebenen Hauptteilen
bei Polstellen ohne Haufungspunkte immer eine meromorphe Funktion finden kann, die
genau diese Polstellen hat. Wenn U C C beschrinkt ist, ist die Frage leicht zu losen.
Fiir beschranktes U gibt es hochstens endlich viele Polstellen, und man summiert die
Hauptteile. Bei unbeschrankten Gebieten, wie zum Beispiel ganz C, ist die Frage weniger
einfach. Wenn man erneut einfach die Hauptteile addiert, kann man nicht garantieren,
dass diese Summe konvergiert. Bevor wir uns an eine Konstruktion wagen, die unendlich
viele Terme enthalten muss, miissen wir uns also eine Art von Konvergenz iiberlegen. Eine
Schwierigkeit dabei bilden die Polstellen. Wie kann man Konvergenz einer Funktionenfolge
definieren, wenn diese Funktionen an einigen Stellen den Wert oo haben?

In der folgenden Definition wird verwendet, dass die Polstellen einer meromorphen
Funktion keine Haufungspunkte haben und es deshalb nur endlich viele auf einem Kom-
paktum geben kann. Man kann zum Beispiel die Polstellen nach absoluter Gréfie anordnen

|21] < |z2] < ... und wie folgt versuchen zu summieren:
o) -1
h(z)= Z Z age(z — z)’ (11.7)
k=1 f=—my

Nehmen wir an, dass |z,| > R, dann hétten wir fiir

o0 -1
Z Z Z o (2 — )

k=n l=—my,

auf Bpr (0) keine Polstellen und kénnten auf Bg (0) die gleichméfiige Konvergenz dieser
Folge betrachten. Wir werden noch sehen, dass die rechte Seite in oft nicht konver-
giert, im Grunde jedoch ist diese Idee nicht schlecht. Wenn wir die Hauptteile mit einem
geschickten Polynom ergénzen, kann man die Konvergenz erlangen.

Diese Art von Konvergenz wird in der folgenden Definition festgelegt.

Definition 11.11. Sei U C C offen und sei {f,: U — C},2, eine Folge meromorpher

Funktionen. Man sagt, dass die Folge {Zf;:l fk}g kompakt konvergiert auf U, wenn es
=1
fiir jede kompakte Teilmenge K C U ein (k gibt, so dass gilt:

o fiir { >l sind die Funktionen f, holomorph auf K,

° {an:eK fm}:; konvergiert gleichmdfiig auf K.
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Bemerkung 11.11.1. Eine Funktionenfolge {g,},~, konvergiert gleichméflig auf K, wenn
es g : K — C gibt, mit

Ve>03W. e NVze K: 0>l = |g(z) —g(2)| <e. (11.8)

Anders gesagt, wenn
1. oo O;
Py l9e = 9l oo (10

wobei |[ge = gll oo (i) = sup {lge(2) — 9(2) 2 € K}

Bemerkung 11.11.2. Wenn eine Funktionenfolge gleichméfiig Cauchy ist auf K, dann
ist sie auch gleichméfig konvergent auf K.
GleichmaBig Cauchy bedeutet, dass fiir die Funktionenfolge gilt

Ve>03. e NVze Kk, {>0. = |g(z) — gr(2)| <e. (11.9)

In dem Fall kann man § auf K definieren durch §(z) = limy_,, ge(2).

Die Folge {g/},-, konvergiert gleichméfliig gegen §g. Das sieht man wie folgt. Sei ¢ > 0.
Man nehme £,/ wie in und k. > (., derart, dass |gi, (2) — §(2)| < e. Fiir £ > L.
folgt dann, dass

90(2) — §(2)] <190(2) = g (2)] + |9, (2) — §(2)| < 36 + 2e =e.

Wenn die g, in ((11.9) stetig sind, dann ist auch g stetig. Auch dies kann man einfach
nachvollziehen. Sei € > 0 und nehme ¢, /4 in (11.8). Fiir k& > £, /4 folgt

|9(w) — g(2)] < |g(w) — gr(w)| + |gr(w) — gr(2)] + |gx(2) — §(2)| <
< e+ lgr(w) — ge(2)] + fe.

Weil g, stetig ist, gibt es 6 > 0 derart, dass |gi(w) — gi(z)| < 3¢ fiir |w — 2] < 4.

Theorem 11.12 (Mittag-Leffler). Sei {z},-, eine Folge paarweise verschiedener kom-
plezer Zahlen ohne Hiaufungspunkt. Wir diirfen annehmen, dass 0 < |z1] < |zo| < .... Sei
my € Z~, apye € C und setze

—1
=) e (z— )

1. Wenn es ganze Funktionen gy gibt derart, dass

{Z(fk_gk)} (11.10)

k=1

kompakt konvergiert fiir m — oo, dann ist F, definiert durch

Z Jr — gk
k=1

eine meromorphe Funktion auf C mit der gewiinschten Hauptteilverteilung.

2. Nimmt man fir g, das Taylorpolynom zu fi in 0 mit hinreichend hohem Grad, dann
ist (11.10}) kompakt konvergent.
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Bemerkung 11.12.1. Weil {z;},;~, keinen Haufungspunkt hat, kann man nach GroBe
des Betrags ordnen. Wir haben angenommen, dass 0 < |z;|. Das darf man ohne Verlust
der Allgemeinheit. Wenn z; = 0, kann man um 3 |z, — 2| verschieben.

Beweis. 1) Nehmen wir an, dass kompakt konvergiert. Es reicht, wenn wir zeigen,
dass F auf jeder kompakten Menge K C C die gewiinschte Hauptteilverteilung hat. Aus
der Annahme folgt, dass es kg gibt, so dass > 2, (fi — gi) gleichméfig konvergiert auf
K. Weil die Funktionen f; holomorph sind auf K ist auch %, (fx — gx) holomorph
auf K.

Die Tatsache, dass eine konvergente Folge von holomorphen Funktionen zu einer ho-
lomorphen Funktion konvergiert, folgt mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy. Denn
Korollar zeigt, dass fiir hy, holomorph auf By (z) mit R > r gilt

! hi(w)
™ (z) = ”—yﬁ ) dw.
r (2) 27 Syl (w0 — 2)™] w

Dann folgt, dass wenn hy, gleichméafig konvergiert auf By (zj), auch h;") konvergiert auf
B, (29). Dann kann man h., := limy_, hy als Potenzreihe schreiben auf B, (zg) und somit
ist auch A, holomorph.

Die Hauptteilverteilung auf K ist nun endlich und enthélt genau die gewiinschten
Hauptteile fj.

2) Weil die Polstellen keinen Haufungspunkt haben, gibt es fiir jedes R € R™ hichstens
endlich viele mit |z;| < R. Setzt man r, = |z, dann folgt limy_,, 7 = 00. Die Taylorreihe
fir f konvergiert fur |z| < rp und man kann ein Taylorpolynom finden derart, dass

|fr(2) — gr(2)| < 2—1k fir z € B,, )2(0).

Sei nun K eine kompakte Menge und sei kg derart, dass K C BrkK/Q(O). Fir k£ > kx ist
fr — gx holomorph auf K, und es gilt

o0 o0

1 1
STIERPARI| ) SIARSNEITES oI SR WP
k= p— k=k
So konvergiert > 7, (fi — gr) gleichmifig auf K. O

Wenn es zwei Losungen einer Hauptteilverteilung gibt, sagen wir f und f, dann hat
f — f nur hebbare Singularitdten und das bedeutet, dass

f2)=fz)  fiw 2 {2}
lim (f(z) — f(z)) fir z = 2

Z— 2L

h(z) := (11.11)

eine holomorphe Funktion ist.

Theorem 11.13 (Partialbruchzerlegung). Sei f eine meromorphe Funktion auf C mit
Polstellen 0 = |zo| < |z1| < |22] < ... ohne Hdiufungsstelle und mit Hauptteilverteilung

{fe}eZo-
1. Dann gibt es {{},-, € N derart, dass

+i (fr(2) = T (2)) (11.12)

kompakt konvergiert. Hier ist Ty, (2) das Taylorpolynom zu fi, in 0 vom Grad (.
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2. Wenn .
9+ (o) = T4, (2) (11.13)

kompakt konvergiert, dann gibt es eine ganze Funktion h derart, dass
f(z) = h(z) + g(2).

Bemerkung 11.13.1. Ohne Verlust der Allgemeinheit haben wir 0 als Polstelle genom-
men, denn man kann immer ,,verschieben”. Der Term f, enthélt genau diesen Hauptteil.

Beweis. Jede meromorphe Funktion f kann nur Polstellen ohne Haufungspunkte haben.
In der Nahe einer Polstelle hat f ein eindeutiges Hauptteil. Also hat f eine eindeutige
Hauptteilverteilung. Der Satz von Mittag-Leffler liefert eine meromorphe Funktion g wie
in (IL12),

Jede Funktion g, wie in , hat die gleiche Hauptteilverteilung. Betrachtet man
zwei meromorphe Funktionen f und f mit gleicher Hauptteilverteilung { fe e, dann
liefert die ganze Funktion h. O

Wenn f eine meromorphe Funktion auf C ist, dann ist auch die Hauptteilverteilung
{fi}re, festgelegt. Man kann nicht wie bei einer rationalen Funktion r sagen, dass es ein
Polynom p gibt so, dass

m

r(2)=p2)+ Y ful2),

k=0

denn fiir die Konvergenz muss man moglicherweise kompensieren durch Taylorpolynome
von f,. Man findet jedoch, dass man eine meromorphe Funktion f wie folgt entwickeln
kann. Es gibt eine holomorphe Funktion h so, dass

f +Z Tﬁk ))

k=0

mit 7}, geschickt gewéhlte Polynome.

z haben wollen, dann ist

=1+ ¥ (Z+3)

neZ\{0}

eine passende meromorphe Funktion. Sei K C Bg(0). Dann gilt:

1. Fir |n| > ng :=2[R+1] ist z — —— + L holomorph auf K

2. fir z € K gilt

Z 1 1 Z 1 1
- z2—n n _ z2—n n
neN mit |n|>ng neN mit |n|>ng
= _— — 00.
- nn—z)|— m? ng—1
neN mit |n|>ng m=no
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Beispiel 11.15. Wenn {m} die Hauptteilverteilung ist, dann ist
nmeZ

1 1 1 p
~t > (Z—(n+mi)+n+mi+(n+im)2> (11.14)

nmeZ
(n,m)#(0,0)

kompakt konvergent und liefert also eine passende meromorphe Funktion.
Man kann sich fragen, ob der Ausdruck

%+ > (Z_(n1+mz')+n+1mz'> (11.15)

n,meZ
(n,m)#(0,0)

kompakt konvergent ist. Diese Frage ist nicht einfach zu beantworten. Absolut konvergent
auf kompakten Mengen ist diese Reihe jedoch nicht.

Die Frage, ob eine Reihe absolute konvergent ist, ist meistens einfacher. Fiir (11.1/
berechnet man

1 1 z I

~ + -+
z—(4+mi) n+mi (n+im)

Fiir z in eine kompakte Menge gilt
22 '
(n+m i)’ (z— (n+mi))

1
=0 () i il o,

In+m il’

und man kann die Summe mit einem Integral vergleichen:

1 1 <1
Z 3" / —3d£[}dy = 271'/ —3Td7' < Q.
n+mal” Syl o+l =17

nmeZ
(n,m)#(0,0)

Man kann sich selber iberlegen, was mit ~ gemeint ist. Ahnlich kann man auch zeigen,
dass nicht absolut konvergent ist.
11.4 Beispiele einiger Partialbruchentwicklungen

Proposition 11.16. Fiir z € C gilt:

_1 5= > (% (11.16)

n=—oo

—~
n
—
=
N

~—

Beweis. Weil die Funktion z — 1/ (sin ) Polstellen in n hat und weil in einer Umgebung
von nm gilt
sinz = (=1)" (z — nm) (1+ O (z — n71)?)

gilt auch

(sinz)? = (z — nm)? (14 O (z — nm)?)" =
=(z— n7r)2 (1 +0(z— n7r)2)
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und
1 1 ) 1
= O(z—nr)’)=—5+0().
(sinz)® (2 —nm)? (1+0( ") (z —nm)’ oW

Deshalb hat 1/ (sin z)* die Hauptteilverteilung

(=)

Sei K kompakt und ng € N so gewdhlt, dass K C B, x/2(0). Dann gilt fiir z € K und
In| > ng, dass
|z — nm| > |nw| — |z| > |nw| — |nem /2| > % In| m

und
1 4
> TS 2 e
2| = 2.2
[n|>no (Z - ’I’L’T&') [n|>no e
Also ist Y~ (ZT kompakt konvergent, und man findet mit dem Satz von Mittag-
Leffler, dass g mit
- 1
z) = T
(R Pk

eine meromorphe Funktion ist mit gleicher Hauptteilverteilung wie z — 1/ (sin 2)2. Der
Satz zur Partialbruchzerlegung besagt, dass

h(z) = (Snllz)Z— 3 (;2 (11.17)

S (z—nm)

eine ganze Funktion ist (nach Fortsetzung durch die Grenzwerte an der Stellen n).

Wir miissen noch zeigen, dass h gleich 0 ist und schauen uns h aus genauer an.
Weil beide Terme in der rechten Seite von periodisch sind in der reellen Richtung,
ist h periodisch:

h(z + 2km) = h(z) fir z € C.

Dann ist h auch beschrinkt auf R + i [a, b]. AuBerdem gilt, dass h gegen 0 konvergiert in
den imagindren Richtungen. Fiir den ersten Term gilt:

1 \?2
(sinz)

4 4
= —5 < —— — 0 fiir |y[ — oo. (11.18)
leirey — e~izey| (elvl — e~lul)

21

eite~Y — e~iTeY

Fiir die Abschétzung des zweiten Terms und fiir |y| > 7 setzen wir n, = [z/7]. Es gilt

o 1 oo
< —
P e RPN P e
00 ng—1
1 1 c 1
< + =+
n:§;+1(n—nx—1) 24y y? n__oo(n—nx+1) 2 4 y?
3 o0 1 3 1
— + —a  pdt=—+ —0fur — 0. 11.19
oy /oo T2 + y? y: oyl i (11.19)
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1 2
(@) |
Sin z

Also h ist beschrankt und aus dem Satz von Liouville folgt, dass h konstant ist. Wegen
der Abschitzung in (11.20)) folgt sogar h = 0. O

Dann gilt
io L
(z —nn)®

n=—oo

|h(z +iy)| < — 0 fur |y| — oo. (11.20)

Proposition 11.17. Fiir z € C gilt:

@) - Zatw

nez
2
7r 1
(&) - e
1 1 1
meot (mz) = —+ +-,
*onenqoy N
1 1
mtan (mz) = — + ;
(72) %Zz(z—%—n n+%)
1 1 1
— = -+ (—D”( —),
sin (7z) ezl Z—n n
1 « 2
i = -+ (_1)” : )
sin (7z) z = 2% —n?
s n 1 1
= -+ — ,
cos (7z) " ;( ) (z—l—n—k% n—l—é)
™ - 2n+1 2
= 7+ ) (-1)" + :
cos (mz) HZ:O (zQ—(n—I—%)Q n—i—%)

Der Beweis der ersten Formel folgt aus Proposition [11.16] Die iibrigen Beweise werden
dem Leser iiberlassen.

Bemerkung 11.17.1. Die zweite Formel aus Proposition [11.17] liefert fiir z = 0:

nezZ \ 2
1 1 1 1 1
= 8{Etptmtatet
Die sechste Formel liefert fiir z = %

>n+1

o= _2+§: — _2+4§: S =T

sm 1
94y 1 1 N 11 N 1 B
n 3x1 5x3 7x5 9x7 11x9 7

1 1 1
= 2+1 N
Jr6(5><3><1+9><7><5+13><11><9Jr )
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Funktionentheorie, Woche 12 F(Z)

Funktionen und Nullstellen

12.1 Ganze Funktionen mit bestimmten Nullstellen

Statt die Polstellen vorzugeben, kann man sich auch fragen, ob man bei gegebenen Null-
stellen eine ganze Funktion finden kann, die genau diese Nullstellen hat. Bei endlich vielen

Nullstellen {z1, 29, ..., 2,} ist die Antwort einfach: Man nehme das Polynom
H zZ — Zk
k=1

Fiir unendlich viele Nullstellen {z},-, kénnte man folgendes versuchen:
f(z) = nh_)rgog (z—z1). (12.1)

Ubrigens, wenn {[],_, ax}~, konvergiert, schreibt man

o n

Hak = lim Hak
n—oo

k=1 k=1

Man kann sich sofort iiberlegen, dass, wenn [[;-, a;y # 0 gelten soll, diese Folge nur
konvergiert, wenn lim,, .., aj, = 1.

Also nur wenn lim,, ., (2 — 2,,) = 1, kénnte einen Sinn ergeben. Die Vorausset-
zung lim,, . (z — 2z,) = 1 ist fiir kein z erfiillt, wenn die z, nicht konvergieren. Wenn die
zp konvergieren, dann sagt der Identitdtssatz (Theorem , dass f (z) = 0.

Ein besserer Vorschlag als ((12.1]) wére

JEEOH (1 — —) (12.2)

Wenn die z;, keine Hiufungspunkte haben, dann gilt limy_,. |2x| = oo und fiir jedes z € C

folgt
lim (1 _ i) — 1.
k—o00 Zk

Diese letzte Bedingung ist eine notwendige, aber noch keine hinreichende Bedingung fiir
Konvergenz.

127
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Definition 12.1. Die ganze Funktion f hat eine Nullstellenverteilung {(ay, ny)}re, mit
ap € C und n, € N, wenn f genau die Nullstellen a;, von Ordnung n;. hat.

Beispiel 12.2. Die Sinusfunktion hat die Nullstellenverteilung {(km, 1)}, ;.

Die zentrale Frage in diesem Kapitel ist:

Wenn N eine Nullstellenverteilung (ohne Hiufungspunkt von Nullstellen) ist,
gibt es eine ganze Funktion f, die diese Nullstellenverteilung hat?

Wir werden die Ergebnisse bei der Hauptteilverteilung nutzen und brauchen dazu
einige technische Ergebnisse.

Bemerkung 12.2.1. Im Gegensatz zur Hauptteilverteilung, bei der nicht nur die Ord-
nung der Polen vorgeschrieben werden, sondern auch die Koeffizienten, wird bei der Null-
stellenverteilung nur die Ordnung der Nullstellen vorgeschrieben.

12.2 Unendliche Produkte und Reihen

Wir haben gesehen, dass klim wy = 1 notwendig ist fiir die Konvergenz bei
— 00

k=1

Die Konvergenz bei diesem Produkt kann man mit der Konvergenz einer Reihe vergleichen.
Schreiben wir wy = 1+ oy und lassen «y, nach 0 konvergieren, dann kann man sehen, dass
die Konvergenz von

I
J [[ (0 )
k=1
und die Konvergenz von
lim Z oy
sich sehr &hneln.

Lemma 12.3. Sei oy, € C\ {—1} fiir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o lim >} Log(l + ax) konvergiert gegen ein L € C;

n—oo

o lim [[,_ (1 + o) konvergiert gegen ein ¢ € C\ {0}.

n—oo

Bemerkung 12.3.1. Aus diesen Aussagen folgt nicht, dass lim Log ([[,_,(1 + o)) kon-
n—oo
vergiert: Log ([T,_o(1 4+ ax)) ist meistens nicht gleich >")_, Log(1 + ax).

Bemerkung 12.3.2. Hier nehmen wir Log(z) = In|z| + iArg(z) mit Arg(z) € (—7, 7]
fur z € C\ {0}.
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Beweis. (=) Man bemerke, dass

exp <Z Log(1 + ozn)> = H(l + ay).

Wenn der Ausdruck innerhalb der Klammern links konvergiert, konvergiert auch exp(...)
und damit die rechte Seite. Weil exp(L) # 0 gilt, liegt der Grenzwert in C\ {0}.

(<) Sei ¢ > 0. Wenn lim [[,_,(1 + ou) gegen ¢ € C\ {0} konvergiert, dann gilt
n—oo
1+ a, = 1und 670 (1 + o) — 1 fiir n — oo. Auch gilt

———— — 1 fiir n > oo.
Hk:o(l + ar,)

Genauer gesagt: Es gibt n. € N derart, dass

a. lam| < € fir alle n > n.,

. 12.3
‘£_1H (14+ag) — 1| <e fiir alle n > n, 2

und mit der Stetigkeit vom Argument auf B;(1) kann man sogar n. finden, so dass auch
noch folgendes gilt:

c. |Arg (1 +ay)| < e fir alle n > n.,

g (T, (0 aw)| <o firalle n > . (12.4)

Fiir e € (0, ;’/T) springt das Argument nicht und folgt, dass

Arg(ﬁ(l—i—ak))‘: Arg< e 0(1‘1'0%))‘:

k=nc¢ i l_InE 1(1 + ak)

= |Arg (4‘1 ﬁ(l + ak)) — Arg (4‘1 nﬁ (1+ ozk))

k=0 k=0

< 2. (12.5)

Verwenden wir wiederholt und ( ﬂc dann folgt fiir € € (O ) dass auch hier
das Argument nicht springt:

Arg(ﬁ(l—l—ak) Arg((ﬁ 1+ak> 1+an)>:

:Arg< 1+ak>+Arg 1+ a,) =
k=n.

= Arg (ﬁ (1+ ozk)) +Arg (1 +an1) +Arg (1 +a,) =

k=n.

=...= Z Arg (1 + o) .

k=nc¢1
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Fiir € € (0, 1) folgt

L0g<ﬁ(1+ak)> zln(ﬁ ll—i—oak]) —i—z’Arg(ﬁ(l—i—ak)) —

k=n.¢ k=nc k=nc
= Zln]1+ak|+iZArg(1+0¢k): ZLog(l—i—ak). (12.6)
k=n, n=ne k=n.

Fiir € > 0 aber geniigend klein, kénnen wir diese Abschétzungen benutzen.

Weil Arg (TTj_,.(1 4+ ax)) < 2¢ und der Logarithmus stetig ist auBerhalb von (—oc, 0],
folgt aus der Konvergenz von {szns(l + ozk)}zo:ne mit Hilfe von ((12.6) die Konvergenz
von {ZZ:m Log(1 + ak)}zo:ng. O

Lemma 12.4. Sei oy, € C\ {—1} fiir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

. n .
1. nll_>Holo Y ho || konvergiert.

2. lim Yy |Log(l + au)| konvergiert.
n—oo

3. lim Y7 In(1 + |ag|) konvergiert.
n—oo

4. lim [[;_o(1 + |ag|) konvergiert.
n—oo

Beweis. (1 = 3) Wenn lim ), _ |ay| konvergiert, dann folgt lim |a,| = 0. Man verwen-
n—00 n—00
det
In(1+1¢) <t fiirt €[0,1]

und das Majorantenkriterium.

(3=1) Wenn lim Y, In(1+ |ay|) konvergiert, dann folgt lim In(1+ |a,|) = 0 und

n—oo n—oo

damit

lim |ay,| = lim em(FlenD 1 — 0
n—oo n—oo

Man verwendet auflerdem
tln2 <In(1+1¢) furt € [0,1]
und das Majorantenkriterium fiir
Zn: ] < —— Zn: In(1 + |ax]).
~ In2
k=ng k=ng
(1 = 2) Wenn nlggo > r_o la| konvergiert, dann gilt nlgg(} || = 0. Fiir || < 3 gilt

z

< |ag| max = 2oyl .

ZG[I,l—‘rOLk]

1
|Log(1 + ag)| = '/ —dz
[1,14ax] #

Auch hier komplettiert das Majorantenkriterium den Beweis.
(2=1) Wenn lim ", _,|Log(1 + o4)| konvergiert, dann gilt lim Log(l + o) = 0.
n—oo n— oo

Fiir [Log(1 + oy)| < 5 folgt

< |Log(1 + ay)| Ve.

Log(1+ak) 1} —

| = e / e*dz
[OvLOg(1+ak)]

(3 < 4) Diese Ergebnisse folgen aus Lemma [12.3] O
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12.3 Der Satz von Weierstrafl

Lemma 12.5. Wenn g eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist, dann gibt es eine ganze

Funktion h mit

g(z) = "

Beweis. Wenn ¢ eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist, dann ist z — ¢'(2)/g(z) eine
ganze Funktion. Weil C einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Stammfunktion h von
2+ ¢'(2)/g(z) mit h(0) = Log (¢(0)). Weil

(9(2)™) = g/ (2)e ™" — g(2)e "W (z) = 0,
folgt g(z) = ce®) und aus h(0) = Log (¢(0)) folgt ¢ = 1. ]

Korollar 12.6. Wenn zwei ganze Funktionen gy, g2 die gleiche Nullstellenverteilung ha-
ben, dann gibt es eine ganze Funktion h mat

Theorem 12.7 (Produktsatz von Weierstraf{l)). Sei {(ax, ni)}oe, eine Nullstellenvertei-
lung ohne Hdiufungspunkt. Wir dirfen annehmen, dass

0=uag < |a1| <lag| <laz| < ... .

1 1S 2\™
— = 12.7
(z—ak+akmzzo<ak) ) ( )
kompakt konvergiert, dann ist

f(z) = z”oli[l ((1 - aik) exp (Zkil% (aik)m»nk (12.8)

m=1

Sei 0, € N. Wenn

g(z) = Z ng

k=

eine ganze Funktion mit obengenannter Nullstellenverteilung.

Bemerkung 12.7.1. Das Taylorpolynom vom Ordnung ¢ zu z — (z — ak)f1 bei 2 =0

ist genau
1 Ly S\™
T E— E .
fk(z> ax <ak)

m=0

Theorem [11.13] besagt, dass wenn man ¢, geniigend grofi wihlt, ¢ in (12.7) kompakt
konvergent ist.

Beweis. Setzen wir

hi(z) = ((1 = aik) exp (gzk m;ﬂ <ai,€)m+1>>nk,

g (a5 (2)) =

dann folgt

0

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl, 1815-1897, verlie 1838 die Universitit Bonn ohne Abschluss.
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Wir haben vorausgesetzt, dass ) .-, gx(z) kompakt konvergiert. Dann gibt es fir je-
de kompakte Menge K ein kg € N so, dass g, holomorph ist auf K fiir £ > ky und
> heko 9r(2) gleichmiBig konvergiert auf K. Es reicht, wenn wir die kompakten Mengen

Bgr(0) betrachten. Fiir z € Bg(0) und k > ky ist

z L 1 2\™
G = dw = n;L 1—= — =
k(2) /[o,z]gk(w> w = ny og( ak> +m:0m+1 (ak>

wohldefiniert, und die gleichméfige Konvergenz von > °, "gi(z) auf Bg(0) impliziert

die gleichméBige Konvergenz von )2, Gy (z) konvergiert gleichméBig auf Br(0). Dann
konvergiert auch

exp (Z Gk(z)> = H exp (Gi(z H hi(z
k=ko k=ko k=ko

und

<z”0 1__[ hk(z)> H hi(z) = 2™ Hhk(z) =

k=ko

auf Bgr(0). Also ist die Folge kompakt konvergent und der Limes hat genau die gewiinschten
Nullstellen. O

12.4 Einige Nullstellenentwicklungen

Proposition 12.8. Fiir z € C gilt

sin (7z2) = 7z H (1 - %) ek, (12.9)

keZ\ {0}

> (1)

keZ\{0}

konvergiert kompakt. Mit Theorem folgt, dass f, definiert durch
z z
fe == 11 (1-7)ew(5).

eine ganze Funktion ist mit {(k,1);k € Z} als Nullstellenmenge. Mit Korollar gibt
es eine ganze Funktion A mit

Beweis. Die Folge

sin (72) = " f(2).
Dann gilt, wenn wir beweisen, dass

o = 11 (D))

keZ\{0}

# 3 (=)o (D) T (=5)e (7).

meZ\{0} kezZ\{0,m}
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das folgende:
(sin(7z))"  e"@W(2)f(z

)
sin (7z) eh®) f(2)

1
=K -
(z)—irz—l—

Aus Proposition weill man, dass

(sin (w2))" 1 1 1
sin (72) _WCOt(WZ)_z—i_ z—k+k
keZ\{0}

und es gilt 2'(z) = 0. Mit f/(0) =1 und
mcos(0) = (sin (72))._o = €"® (W(0)(0) + f(0)) = "

finden wir

und das Ergebnis folgt. O
Proposition 12.9. Fir z € C gilt

sin(72) = 7z [] <1—Z—Z)v
cos (m2) = lg<1_kj%)ep(kj )

Bemerkung 12.9.1. Diese Formel fiir den Sinus fithrt zu dem Euler-Wallis Produkt fiir

den Sinus:
sin(z) x? x? 2 z?
1—-— 1-— 1-— 1-— cee
x ( 7r2) ( 47T2) ( 972 1672

Korollar 12.10 (Produkt von Wallis).

2k
- H ok —

keN+

Beweis. Setzen wir z = 3 ein in die Formel fiir sin (7z) in Proposition m, so folgt

1=sin(n/2) = /2 ][] ( 1/4) /2 H (k+ 3)

keNt keN+t

und

us
2

H k? 0 2-24-46-68-8
eNT

gt (k—3)(k+3) 1-33-55.77-9 7"
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Funktionentheorie, Woche 13 F(Z)

Spezielle Funktionen

13.1 Die Gamma-Funktion

Weil 37, v+ (ZJ%k — ) kompakt konvergiert, folgt aus Theorem , dass die Funktion
£:CS C mit

z

f(z)==z= H <1 + %) exp <_E) (13.1)

wohldefiniert ist als ganze Funktion auf C. Diese Funktion f hat einfache Nullstellen in
{0,—1,—-2,-3,...}. Weil die Reihe

konvergiert, es gilt ndmlich

2

(1) e (=2) 1= -5+ 0(2) wa 34 <.

kann man die Konvergenz auch folgern mit den Ergebnissen aus Abschnitt [12.2]
Wir mochten diese Konvergenz niher betrachten und definieren

fu(z) = zkf[l (1 + %) exp (—%) )

Dann gilt
1) 2T, (L 2 exp (=5)
fal2) I (T4 7) exp (=)
Skt z+1 1
= (z+1) ———————exp (——) =
P k+z k
= (n+z+1)exp (;—%> =

z+1 "1
= |14+ — Inn — - 1. 13.2
( + - )exp(nn 2 k) (13.2)
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Der Limes der Folge {7, } -, mit
Y= ——lnn (13.3)
existiert, denn aus
"1 1 "1
lnn:/—dxg —§1—|—/ —dr=1+1Inn
1 k 1z
folgt, dass v,, € [0,1], und aus

1 n+1 1 ntl
N - ] — _ Zdr <0
Tn41 ™ Tn n+1 n( n ) n+1 /n l‘w_

folgt, dass {, } -, eine fallende Folge ist.

Definition 13.1. Die Euler-Mascheron{ |- Konstante wird definiert durch

"1
v = lim (Z - —In n) = 0.577215664901532860606512.... (13.4)

n—00
k=1

Bemerkung 13.1.1. Es ist noch immer nicht bekannt, ob + rational oder irrational ist.

Wenn wir die Funktion z — f,(z)e"»* mit dem Quotienten in (13.2)) vergleichen, folgt

fir n — oo:
fim 2 D (1 42T 1) ~ 1. (13.5)
n—o00 fn(z)e’YnZ n—o00 n
Man definiert ) )
['(z) = lim = (13.6)

e e JR)e

oder expliziter:

Definition 13.2. Die meromorphe Funktion I' auf C, definiert durch
| 2\ 1 z
[(z)=e" 2 H (1 + E) exp (E) (13.7)
keN+
mit vy aus , heifit Gamma-Funktion. Sie hat Pole in {—n;n € N}.

Lemma 13.3. Es gilt:
o I'(z+1)=2TI(2) fir alle z € C\ {0,—-1,—-2,-3,...},
o I'(n+1)=n! firneN.

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus ((13.6) und ([13.5)). Weil

[(1)=lmD(z+1) =limz [(z) = lime ™ ] (1 n E)‘lex (E) 1
keNt
folgt die zweite Eigenschaft mit Induktion aus den ersten. n

Lorenzo Mascheroni (1750-1800) hat 1790 in seinem Werk Adnotationes ad calculum integralem Euleri
einige Integraldarstellungen dieser Konstante beschrieben.
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Abbildung 13.1: Die Funktionenlandschaft zur Gamma-Funktion. Die I'-Funktion hat Polstel-
len in {0,—1,—-2,-3,...}.

Bemerkung 13.3.1. Die dritte Eigenschaft besagt, dass die Gamma-Funktion z
I' (z + 1) eine meromorphe Erweiterung von n — n! ist.

Lemma 13.4. Es gilt T'(2)['(1 — z) = il

fir z€ C\ Z.

sin (7z)
Beweis. Man verwende aus Proposition dass

sin (72) = 7z [ <1 - Z—Z) :

und 2I'(2) =T (2 + 1):
P21 —z)=-I'(2) 2 F(—f’) =
S () o ()-
- 7(T7Tz)

72 [Lens (1= %) sin

! 1
Lemma 13.5. Fs gilt T(z) = lim "o (zInn)
n—oo [T o (k+2)

Bemerkung 13.5.1. Fiir z € R\ {0, —1,-2,-3,...} folgt

nln®

F(m):JL%ox(x+1)(x+n)
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Beweis. Man verwende die Definition von I' und die Folge in (13.3)):

1~ AN z
— 1i -z — — | =
()= fim e IT (7)o ()

n—00 HZ:O (l{ -+ Z)

Lemma 13.6. Fir Rez > 1 gilt

['(z) = /000 exp ((z —1)In(¢) — t) dt. (13.8)

Bemerkung 13.6.1. Fiir z > 1 folgt:

Beweis. Bemerke, dass
lexp ((z — 1) In(t) — )| = exp (Re (2) — 1) 1In () — t) = Rl (13.9)

Wenn Re (z) — 1 > 0 gilt, dann ist das Integral in ((13.8)) nur uneigentlich in co. Wegen
die Abschétzung in ((13.9) konvergiert das Integral. Das heifit, fiir alle z € C und € > 0
gibt es M, . € N mit

< / tRe@=1e~tqt < ¢ (13.10)
Mz,s

/OO exp (= — 1)In (f) — t) dt

M e

Weil In (1 — s) < —s fiir s € (0,1) folgt, dass nln (1 — %) < —¢ und auch

(1 — i) <et
n

Also wir finden auch, dass fiir n > M, . gilt

n t n n
0§/ tRe()=1 (1——) dtg/ tRe@ -1t < ¢, (13.11)

M, . n M. .

Aus der gleichmafligen Konvergenz auf kompakten Mengen von

t n
lim (1 — —) =e
n—oo n

folgt fiir t € [0, M. ], dass es N, . > M, . gibt, mit fir n > N,

/OMM (1 — %)nexp ((z=1)In(t)) dt — /OM e'exp((z—1)In(t)dt| <e. (13.12)
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Kombiniert man die Abschétzungen in (13.10}f13.11||13.12)), so folgt fiir n > N, .

/On <1 — E)nexp((z— 1)ln(t))dt—/oooexp((z— 1) In (t) — ¢) dt| < 3e.

n

Es gilt also, dass

n

lim (1 - %)nexp (z=1)In(t)) dt = /000 exp ((z —1)In(t) —t)dt (13.13)

n—oQ 0
Weil
1 t\"
s (1 — ﬁ) exp (z1n (t)))

finden wir auch

/0” (1 - %)neXp((z — 1) 1n(t)dt =
_ % {(1 — %)nexp (zln(t))KJr%/on (1 _ %)H exp (1 (1)) dt =

ﬁ (1 - %)"‘ exp((z+1)In(t))| +

e (z1+ 1) n; : /On (1 N %)n exp ((2 +1)1n (t)) dt = (13.14)

= ... (wiederholte partielle Integration) --- =

B () s

_ (n—1)! 1
2+ D). (z+n—1)(z+n)n!
nlexp (z +n)

T2+ . (ztn—1D(z+n) (13.15)

Die Kombination von ((13.13) und ([13.15) mit Lemma komplettiert den Beweis. [J

exp ((z+n)lnn) =

13.2 Die Riemannsche (-Funktion

Fiir z € RT und s € R ist 2° wohldefiniert und es gilt
x* =exp(slnz).
Fir s € C und z € C\ (—o00,0] kann man sogar ,,2°“ definieren durch

exp (sLog (2)) .
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Weil Log (z1) + Log (z2) nicht unbedingt Log (2122) gleicht, sondern es k € {—1,0, 1} gibt
mit

Log (1) + Log (22) = In |2] + iArg (1) + In ] + iArg (25)
= In (|z1] |22]) + tArg (2122) + i2km = Log (21 22) + 12k,
soll man jedoch vorsichtig sein beim Rechnen mit dieser Erweiterung.

Definition 13.7. Die Riemann-C-Funktion ist fir s € (1,00) definiert durch

C(s) =) _n*. (13.16)

Hier ist ¢ der griechische Buchstabe Zeta.

Diese unendliche Summe ist fiir reelle s genau dann endlich, wenn s € (1,00). Kann
man diese Funktion erweitern fiir komplexe Zahlen? Weil fiir s 4 ¢t gilt, dass

s

lexp (— (s +it)Inn)| =exp (—slnn) =n"

sieht man sofort, dass die Reihe in ((13.16]) absolut konvergent ist, wenn Re (s 4 it) > 1.
Man kann die Funktion ( fiir solche z dann auch direkt wie folgt erweitern:

Lemma 13.8. Setzt man
((2) = Zexp (—zlnn) fir z € C mit Rez > 1, (13.17)
n=1
dann ist diese eine Erweiterung der Riemann-(-Funktion.

Beweis. Fiir Re z > 1 ist die Reihe in (13.17]) konvergent und deshalb wohldefiniert. Fiir
z € (1,00) folgt (13.16)) und dies zeigt, sie ist eine Erweiterung,. O

Sogar fiir andere z € C kann man die Funktion erweitern aber dazu miissen wir uns
einiges iiberlegen.

Sei 7,5 mit 0 < ¢ <7 < 7 eine Kurve, die cog + 19, V/1? — 6% +1i6,4/r2 — 6% —id und

oor — 40 verbindet.

Um genau zu sein, sie kombiniert

Yo <—ooR, V2 — (52} — C mit v,(t) = —t + 9,
Yo [arcsin (§> ,2m — arcsin (é)] — C mit y,(t) = re”,
r

r

Vg [\/ r2 — %, ooR> — C mit v4(t) =t —id.
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Theorem 13.9. Sei v, ; wie oben. Wenn z € C mit Rez > 1, dann gilt

exp | (z — 1) Log (—w)
C(z) = —T (1 2) QLM/ ( T )dw. (13.18)

Lemma 13.10. Sei 0 < § < r < w. Die rechte Seite in héngt nicht von r oder §
ab und ist wohldefiniert als meromorphe Funktion auf C.

Beweis. Auf C\ [0, 00) ist die Funktion

exp ((z — 1) Log (—w))

'%
v exp (w) — 1

fur alle z € C wohldefiniert und sogar holomorph. Fiir Re (w) > 1 und |Im (w)| < 7 gilt
folgendes:

eXp ((Z — 1) Log (—w)) < oD (Re(z —1)In|w| —Im (2 — 1) Arg (—w))
exp (w) — 1 - %eRe(w)

< e~ Re(w)eﬂlm(z)\ ’w’Re(z)—l .

Dies zeigt, dass das Integral konvergiert. Mit dieser Abschitzung und dem Satz von
Cauchy folgt, dass das Integral nicht abhéngig ist von 0 und r. Man schaue sich dazu
das folgende Bild an.

Also ist

o(2) = / exp ((z — 1) Log (—w) > .

exp (w) — 1

Ty

wohldefiniert. Die majorisierte Konvergenz erlaubt uns Integral und Ableiten bei g zu
vertauschen und so die Differenzierbarkeit in z zu zeigen. Die Funktion z — I" (1 — 2) ist
bekanntlich meromorph. Dann ist auch ¢ meromorph als Produkt zweier meromorpher
Funktionen. O

Beweis von Theorem [13.9. Wir betrachten die Integrale I}, definiert fiir k € N* durch

Iy = / exp ((z — 1) Log (—w) — k:w) dw.

L

Ahnlich wie im Beweis von Lemma [13.10 findet man, dass diese Integrale wohldefiniert
sind und dass [ nicht von  und § anhéngt, jedenfalls wenn 0 < § < r < «. Dies bedeutet,
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dass

exp ((z — 1) Log (—w) — k:w> dw
r/k,6/k

A exp ((z —1)Log (—v/k) — v) dv

=
I

exp((1 —z)In k’)/ exp <(z — 1) Log (—v) — v) dv

’Y'r,ts

= exp(—zln k)/ exp ((z — 1) Log (—v) — v) dv.

Vr,5

Fiir Rez > 1 ist I summierbar und es folgt einerseits, dass

Zlk /exp(z 1) Log (— )Zexp dw
.0

= /%,5 exp ((z — 1) Log (_w>> exp (—w 1 _) eX(;X(p_<w> )N+1dw
: /” - <<:X; (11)0)L0—g1(_w>) (1 —exp (—w>N> dw (13.19)

und andererseits, dass

i[k = iexp (—zIn k)/ exp ((z — 1) Log (—v) — v) dv
k=1 k=1 Tr,6
= C(z)/ exp ((z — 1) Log (—v) — v) dv. (13.20)
Fiir 0 | 0 finden wir |

/%,6 exp ((z — 1) Log (—v) — v) dv = ﬁ”r exp ((z — 1) Log (—v)) exp (—v) dv +
+ /g:; (— exp <(z —1)(In(z) — m)) + exp ((z —1)(In(z) + m)) +> exp (—x) dx.

(13.21)

Weil exp <(z — 1) Log (—v) ) exp (—v) beschrankt ist fiir Re (z) > 1, folgt
1}&)1 o exp ((z — 1) Log (—v)) exp (—v)dv = 0. (13.22)

Auch findet man
lim :O (—exp (2 = 1) (n(2) = 7)) +exp (2 = 1) (I (2) + 7)) +) exp () da

= /:0 exp <(z —1)In (:B)) 2isin ((z — 1) m) exp (—x) dx

= 2isin ((z — 1) m) /: exp ((z —1)In (:z:)) exp (—x) dx
— 2isin ((z — 1)) T (2) = —2isin (=1) T (2) = — " (13.23)

I'(l—=z2)
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Im letzten Schritt haben wir Lemma 13.4| verwendet: I'(z)['(1 — z) = —F

sin(wz)
Aus ((13.21)), (13.22) und ([13.23]) folgt

/7 exp <(z —1)Log (—v) — v) dv = %

Kommen wir zurtick auf (13.19)). Weil das Integral in ({13.19)) nicht von r und § abhéngt,
wenn 0 < § < r < m, folgt

(13.24)

/ exp((z—1)Log(~w)) exp (—w)N dw — / exp((z—=1)Log(~w)) exp (_w)N dw,
Yr,8

exp(w)—1 exp(w)—1
[ 7L g
N'N
und es gilt
exp ((z — 1) Log (—w)) N
J\}gréo oxp () = 1 exp (—w)" dw = 0. (13.25)

Yr &
N'N

Um (|13.25)) zu zeigen betrachtet man die drei Teilkurven getrennt und findet, dass dieses
Integral von Ordnung O (N~Re==1) ist.
Dies liefert uns
i exp ((z — 1) Log (—w)>
I = / duw. (13.26)
— . exp (w) — 1

7,6

Kombinieren wir ((13.26]) und ({13.20f), so folgt
/ exp ((z — 1) Log (—w))
Yr,5

exp (w) — 1

dw = C(z)[y exp ((z —1)Log (—v) — U) dv  (13.27)

Das gewiinschte Ergebnis folgt aus (13.27) und (13.24)). O

Definition 13.11. Man definiert fiir o € C mit Reo < 1 und o ¢ NT die Erweiterung
der Riemann-C Funktion durch die rechte Seite in .

Abbildung 13.2: Die Funktionenlandschaft zur Riemann-(-Funktion
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Theorem 13.12 (Leonhard Euler, 1707-1783). Sei P = {2,3,5,7,11,...} die Menge der
Primzahlen. Fir s > 1 gilt

1 = _
Hl_p_szzln § =

Fir z € C mit Rez > 1 gilt

Hl—exp (—zlnp) Zexp —zlnn) =C(2).

peP n=1
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Abbildung 13.3: Kopie der Handschrift von Riemann aus 1859.

Bewets. Man erinnere sich, dass

- 1
Zam = fir |af < 1.
— 1 -«

Es gilt:
11 L _ ! 1 L
pe{p1,..., pk}l—p—s 1—p1_51_p2_5 l_pk
= Z (pl_s)m1 Z (pg_s)nﬂ Z (p,;s)mk _
=0 m2=0 =0

m1=0 mo=0

o0
ME\—S __ —S
' Z(P1p2--Pk) = Z n-°.
my=0 nENT dessen

Primfaktorzerlegung
nur pi,...,pi enthélt.

Bei der letzten Gleichung wird verwendet, dass jede Zahl n € N7 eine eindeutige Zerlegung
in Primfaktoren hat.

LiBt man & — oo gehen, dann folgt die Behauptung. Weil p € R* gilt, kann man
s € (1,00) durch z € C mit Rez > 1 ersetzen. Mal soll bemerken, dass die ganzen Zahlen
m; erlauben, die Potenzrechnung durchzufiihren:

(xp (s mp))™ .. (exp (~2Inps))™ =
=exp(—z(milnp;+ ... +molnpy)) =exp(—zIn(p™ ... p3?)).
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Vermutung 13.13 (‘The Riemann Hypothesis’). Aufer den trivialen Nullstellen
{—2,—4,—6,...} hat die Riemannsche (-Funktion nur Nullstellen z € C mit Re z = %

Abbildung 13.4: Die Funktionenlandschaft zu z — 1/( (z). Die Nullstellen der Riemann-Zeta
Funktion liefern leicht erkennbare Polstellen.
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Abbildung 13.5: Skizzen zu den Funktionen t — Re({(§ +it)) und t — Im(¢(} + it)).

Bemerkung 13.13.1. Wenn man imstande ist diese Vermutung zu beweisen, sollte man
sich schleunigst melden bei:
http://www.claymath.org/millennium-problems/riemann-hypothesis

Regelméfig gibt es Mathematiker, die behaupten, dass sie diese Vermutung bewiesen

haben. Bis heute hat jedoch noch keiner dieser angeblichen Beweise bestehen kénnen. Die
$1.000.000 liegen noch bereit.


http://www.claymath.org/millennium-problems/riemann-hypothesis
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13.3 Die Weierstrafische p-Funktionen

Funktionen wie sin, cos, tan, cosh, sinh, tanh sind meromorph und periodisch:

sin (z +27) = sin(z) und cos (z + 27) = cos(z),
tan(z +7) = tan(z),
sinh (z 4+ 2mi) = sinh(z) und cosh (z + 27i) = cosh(z1),

)
tan(z +mi) = tan(z).

Man konnte auch eine Funktion definieren, die die Periode w € C\ {0} hat:

£(2) = sin (%Tz) |

Es gibt viele andere Funktionen mit gleicher Periode: Zum Beispiel

F) = (sin (%z))3 + exp cos (%z) |

Es ist leicht eine Funktion zu finden, die in zwei Richtungen periodisch ist. Zum Beispiel
f(z) =sin(Re(z))cos (Im(2))

wire eine solche Funktion. man sieht jedoch sofort, dass diese Funktion nicht holomorph
und sogar nicht meromorph ist. Bevor wir periodische Funktionen auf C betrachten wer-
den, schauen wir uns die periodischen Funktionen auf R an

Periodische Funktionen auf R haben immer nur eine (kleinste) Periodeﬂ

Lemma 13.14. Wenn eine stetige Funktion f : R — R periodisch ist, sowohl beziiglich
p1 € RY als auch p, € RY, dann gilt f = ¢ oder es gibt po € R derart, dass f ist
periodisch mit Periode py € R™ und p1/po, pa/po € NT.

Bemerkung 13.14.1. Wenn so ein pg existiert, dann gilt
nipr + napa =0

fiir ny = pa/po und ny = —py/po.

Bemerkung 13.14.2. Der Beweis funktioniert sogar fiir Funktionen, die unstetig sind,
wenn die Unstetigkeitsstellen sich nicht haufen.

Beweis. Nehme an, dass py < p;. Betrachte p3 = p; — [p1/p2] po. Hier ist [.] die Ganzzahl-
funktion:
[z] =sup{n € Z;n < x}.

Dann gilt entweder ps = 0 und p;/ps = [p1/p2], p2/p2 = 1 € N oder f ist auch periodisch
mit Periode p3 < po.
Wenn ps # 0 definiere man py = ps — [pa/ps] ps. Dann gilt entweder py = 0 und

pa/ps = [p2/psl, p1/ps = 1 — [p1/p2] p2/ps € N oder f ist auch periodisch mit Periode
ps < p3. Man wiederhole dies. Entweder findet man endlich viele

0=pp <ppn-1 <---<p2<pi,

2f ist periodisch beziiglich p, wenn f(z + p) = f(z).
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oder unendlich viele
0< - <pp<pp1<-+<pa<p1

Im ersten Fall gilt f hat Periode p,, und p1/po, p2/po € N. Im zweiten Fall konvergiert p,
gegen 0. (Wieso?) Wenn p,, gegen 0 konvergiert, dann gilt f (z) = f (0) auf einer dichten
Menge. Aus der Stetigkeit folgt f(z) = f(0) fiir alle x € R. ]

Fiir Funktionen auf C wollen wir untersuchen, ob es Funktionen gibt, die in mehreren

Richtungen periodisch sind. Ahnlich wie Lemma [13.14] zeigt man folgendes:

Lemma 13.15. Wenn eine meromorphe Funktion f : C — C periodisch beziiglich py, ps, p3 €
C\ {0} ist, dann gilt f = c oder es gibt ny,ng, ng € Z, nicht alle 0, mit

nip1 + ngpa + n3psz = 0.

Beweis. Nehme an [ps| < |p2| < |p1]. Wenn p; und p, auf einer Geraden durch 0 liegen,
kann man Lemma [13.14] verwenden fiir ¢ — Re (f (tp1)). Diese Funktion ist periodisch mit
Perioden 1 und py/p; € R. Aus Lemma folgt dann, dass es py € R gibt mit 1/py,
pa/ (p1po) € NT. Fiir ny = pa/ (p1po), no = —1/po und nz = 0 folgt nyp; +nops +nspz = 0.
Gleiches kann man folgern, wenn p; und ps3, oder p, und ps auf einer Geraden durch 0
liegen.

Wir diirfen also annehmen, dass die Gerade durch zwei dieser p; nicht durch 0 geht.
Diese Annahme liefert uns, dass Im (p;/ps) # 0 und Im (p2/p3) # 0. Wie im Beweis von
Lemma zeigt man, dass es fiir jedes € > 0 ein Paar my, my € Z mit

‘ml Im (&) + m9 Im (12> ‘ < e,
Pp3 P3

also auch fiir e = 1. Die Zahl my Re(pi/ps) + maRe (p1/ps) runden wir ab auf die
néchstliegende ganze Zahl mgz und wir definieren

P4 1= M1P1 + MapPy — M3Ps.

Wenn py = 0 gilt, sind wir fertig. Wenn p4 # 0, dann ist f periodisch mit Periode ps und

Y4 P2
lpa| = ‘ml— + my— — ma| |ps|
b3 D3
S(%{W&+%@—%)+F(W&+W@—%N)M
b3 b3 Y2 DP3

= <‘m1 Re (‘ﬂ) + ma Re <12) —maz| + ‘Im (mlzl2 +m2]2> D |ps|
Pp3 P3 p3 P3

< (21l = 2 1wl
=13 4]03—4]73-

Man wiederholt diesen Vorgang mit py, ps, p2 etc. Man findet entweder nach endlich
vielen Schritten ny,nq,n3 € 7Z wie beschrieben oder man findet eine Folge von Peri-
oden p; € C, die nach 0 konvergieren. Weil meromorphe Funktionen nur Polstellen ohne
Haufungspunkt haben, kann f in diesem Fall keine Polstelle haben. Das bedeutet, dass
f holomorph ist. Weil p, — 0 und f(px) = f(0) folgt aus dem Identitétssatz (Theorem
, dass f konstant ist. m

Meromorphe Funktionen auf C haben also héchstens zwei reell unabhéngingen kom-
plexen Perioden py, ps € C\ {0}.
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Abbildung 13.6: Skizze zu einem Periodengitter.

Definition 13.16. Eine meromorphe Funktion mit zwei reell unabhdngmgerﬁ komplexen
Perioden py,ps € C\ {0} heifst elliptische Funktion.

Bemerkung 13.16.1. Fiir eine solche Funktion gilt
f(z+nip1 + nape) = f(2) fir alle ny,ny € Z.
Die Menge {nip; + napa;ni,ny € Z} nennt man ein Gitter.
Lemma 13.17. Eine holomorphe Funktion, die elliptisch ist, ist konstant.

Beweis. Holomorph und periodisch in zwei reell unabhéngigen Richtungen geben Be-
schrinktheit. Der Satz von Liouville liefert uns, dass f konstant ist. m

Lemma 13.18. Se:i f eine elliptische Funktion mit Perioden py, pa, die in
D:{91p1+92p2; 0§91 <1 und0§91 < 1}

die Polstellen {z1, za, ..., z,} hat. Dann gilt

zn:Reszk (f)=0.
k=1

3Zwei komplexe Zahlen z; und 2, sind reell unabhiingig, wenn c¢;2; +ca222 = 0 als einzige reelle Lésung
c1 = ¢ = 0 hat.
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Bemerkung 13.18.1. Es gibt also keine elliptische Funktionen mit einem einfachen Pol
auf D.

Beweis. Man betrachte eine (stiickweise glatte) Kurve ~, die den Rand vom Spat D
durchlauft. Wenn es auf diesem Rand eine Polstelle gibt, dann verschiebt man diesen
Spat und betrachtet stattdessen w+ D mit w € C so gewéhlt, dass w+ 0D keine Polstelle
enthélt. Siehe Abbildung [I3.7] Durch die Periodizitét folgt, dass das Integral iiber die
linke Kurve und iiber die rechte Kurve gegensetzte Werte liefern und &hnliches gilt fiir
oben und unten. Wir finden:

1
Z Res,, (f =5 ygeww[) f(z)dz = 0. O

Z
AT R .

oz

Abbildung 13.7: Skizze zum Beweis von Lemma [13.18

Lemma 13.19. FEine elliptische Funktion f mit Perioden pi,ps € C nimmt in
D:{91p1+02p2; 0§01 <1 und0§91 < 1}

jeden Wert aus C gleich oft an. (Man soll inklusive Vielfachkeiten zihlen.)

Beweis. Man erinnere sich an Lemma [T1.0

Z

D) =l = o [ 25

Hier ist #n(f,I') die Zahl der Nullstellen innerhalb von I' =Bild(7) mit -y eine geschlossene
Jordan-Kurve. Ahnlich ist #p(f,I") die Zahl der Polstellen innerhalb von I'. Weil auch
f'/ f elliptisch ist, folgt

1 (=), ey
I -~ #( D) =g Lla X R0
innerhalb w+0D

Wir konnen auch f — ¢ auf gleicher Art angehen und finden

#N(f_car) :#P(f_cvr) :#P(fvr>

Das bedeutet, dass f den Wert ¢ gleich oft annimmt als diese Funktion Polstellen hat. [
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Theorem 13.20. Seien py,py € C\ {0} reell unabhingig. Dann ist die Funktion z +—
© (25 p1, pa) mit

1 1 1
©(2p1,p2) = — + > ( - )
z (z
(0,0)}

2 2
(n1,n2)€Z2\{ —mpr — TszQ) (nlpl + n2p2)

eine elliptische Funktion.

Bemerkung 13.20.1. Dieser Buchstabe g ist ein kalligraphisches p und wird nur fiir
diese Funktionen verwendet.

Beweis. Erstens sollen wir zeigen, dass diese Funktion wohldefiniert ist. Das heifit, die
Folge soll kompakt konvergieren. Im Spat Sp; mit den Winkeln £Mp; += Mp, liegen
4[M)? Polstellen. Das bedeutet fiir (ny,ny) € Z2 mit |ny| > M oder |ny| > M sind die
Termen in dieser Reihe holomorph auf S);. Auflerdem gilt

2.

[n1|>M oder |n2|>M

<y

[n1|>M oder |n2|>M

<C Z %Sé/ indngé.

|(n1,n2)|>M/2 (11, n2)

1 1

(z —mpr — napa)® (mapr + nzpz)z' N

=22 4 2z (nipy + napo) ' <
(z —mpr — 712]?2)2 (nip1 + n2p2)2 B

Um die Periodizitét zu zeigen, betrachten wir die Ableitung. Wenn z kein Gitterpunkt
ist, zeigt man, dass

—2
¢ (ziprp2) = Y

3
(n1,n2)€Z2 (Z —mpr — ”22?2)

WEeil es keine konstante Termen mehr gibt, kann man sofort erkennen, dass diese Funktion
z +— ¢ (2;p1,p2) periodisch ist mit Periode p; und p,. Also folgt fiir jedes p im Gitter,
dass

d
- (o (z+pip1,p2) — 9 (201,02)) = 9 (2 +pip1,p2) — 9 (2501, p2) = 0.

Dies ergibt, dass
© (2 +p;p1,p2) — © (25p1,P2) = Cp.

Bemerke, dass die Gitterpunkte genau die Polstellen sind. Fiir p € {p;, p2} ist —%p also
keine Polstelle, und nehmen wir z = —%p nehmen, so folgt

o (3pip1,2) — o (—3pip1,p2) = cp.

Weil ©(z;p1,p2) = 9 (—2;p1,p2) folgt ¢, = 0 fiir p € {p1,p2} und dies zeigt, dass
© (2; p1, p2) periodisch ist mit Perioden p; und ps. ]
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13.3 Die Weierstrafische p-Funktionen

Abbildung 13.8: Die Funktionenlandschaft zu einer p(.;p1,p2).

Abbildung 13.9: Skizze zu Re(p(.;p1, p2))-

Abbildung 13.10: Skizze zu Im(p(.;p1, p2))-
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Funktionentheorie, Woche 14 F(Z)

Konvergenz und Folgen

14.1 Gleichméflige Konvergenz
Eine Zahlenfolge {a,}, .y C C konvergiert, wenn es ein £ € C gibt derart, dass
Ve>03dN.eN : n>N. = |a, — (| <e.

Auch zu Folgen von Funktionen {f,}, .y mit f, : U C C — C kann man Konvergenz
betrachten wie man schon gesehen hat. Wir betonen nochmals einige Definitionen. Wir
schreiben K = R oder C. Die Menge U ist eine Teilmenge von R™ oder C™.

Definition 14.1. Seien f,, : U — K firn € N. Man sagt {f,}
wenn es £ : U C C — C gibt derart, dass

nen konvergiert punktweise,

Ve >0VzeUdN., e NVn>N., = |fu(z2) —l(2)] <e.

Definition 14.2. Seien f, : U C C — C fir n € N. Man sagt {f.}
gleichmdf$ig, wenn es £ : U C C — C gibt derart, dass

nen konvergiert

Ve>03N. e NVzeUVn>N. = |fu(z) —l(2)| <e.

Wenn eine Funktionenfolge konvergiert, kann man wenig aussagen iiber die Grenz-
funktion. Wenn die Funktionenfolge gleichméfig konvergiert, weiss man schon viel mehr:

e Wenn f, gleichméfig zu ¢ konvergiert und die f,, sind stetig, dann ist auch /¢ stetig:

[0(z) = £y)| < [0(x) = ful)| + [falx) = Fu(W)] + [faly) — £(Y)]

Fiir ¢ > 0 nehme man: ny € N derart, dass fiir n > n; und jedes x € U gilt
[0(z) — fu(z)| < 3¢ und & > 0 derart, dass fiir [z —y| < 4§ gilt

1
|fn1+1(x) - fn1+1(y)| < 55.
e Die Funktionen f,(x) = arctan(nz) sind stetig und konvergieren nach ¢(x) =

17 sign (z). Die Funktion ¢ ist nicht stetig in 0. Bemerke, dass {f,},cy nicht

gleichméBig konvergiert.

153
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Definition 14.3. Eine Familie F = {f,},c; von Funktionen f, : U — K nennt man
gleichgradig stetig in x € U, wenn

Ve>030,.>0:|y—z| <de = |fuly) — fulx)] <e.
Bemerkung 14.3.1. |, F ist gleichgradig stetig auf U” heifit dann:
VeeUVe>030,>0:|y—2x| <dpe = |fu(y) — fu(2)] <e.

Gleichgradig stetig ist eigentlich selten niitzlich, wenn man gleichzeitig nicht auch die
gleichméfige Stetigkeit hat.

Definition 14.4. Fine Familie F = {f,},.; von Funktionen f, : U — K nennt man
gleichgradig gleichmdf$ig stetig, wenn

Ve>030.>0:|ly—z|<d. = |fu(y) — fo(z)] <e. (14.1)

Theorem 14.5 (Arzelé—AscoliED. Sei K C K™ kompakt und sei { fn},cy mit fr: K = K
gleichgradig gleichmdfig stetig und beschrinkt. Dann gibt es eine gleichmdf$ig konvergente

Teilfolge { fn,, }meN :

Beweis. Die einzelnen Schritte des Beweises sind die folgenden:

1. Existenz einer abzidhlbaren dichten Teilmenge. Weil K kompakt ist, hat K ei-
ne abzihlbare dicht Teilmenge. Denn aus jeder Uberdeckung Uy, := { By« (z); 2 € K}
kann man endlich viele { By-»« (a:kg)}ﬁ’“: , wihlen, die K schon iiberdecken. Die abzéhl-
bare Menge T := {xy ;1 < ¢ < {;, k € N} ist dicht in K.

2. Konvergenz in abzihlbar vielen Punkten. Wir schreiben 7' = {x,},- ;. Weil die
Folge { fu(21)},cy beschrinkt ist, gibt es eine konvergente Teilmenge { f1 n, (1) },cn
(der Satz von Bolzano-Weierstraf). Weil { f1,,, (72)},cy beschrénkt ist, gibt es eine
konvergente Teilmenge { fo.n, (22)},.c, usw. Nach n Schritten haben wir eine Teilfol-
ge, die konvergiert auf {z1,...,z,}. Mit Hilfe des sogenannten Diagonalverfahrens

bekommt man eine Teilfolge { finn,, },,cy, die konvergiert auf 7. Wir setzen

fnm = fm,nm

und definieren
f(z)= lim f, (z)firzeT.
m—r00

3. Konvergenz auf dem Ganzen. Fiir v € K\T gibt es eine Folge {2, }, .y C T mit
x, — x fir n — oco. Dann ist {f(z,)} eine Cauchy-Folge:

[ (@n) = f(2e)| < (@n) = fon (@n)] + | fn (@0) = fon (@) | 4 [ fr, (26) = f(2i)]

Hier wird die gleichgradige Stetigkeit verwendet: Fiir € > 0 gibt es d./3 > 0 derart,
dass |z, — xx| < 6.3 impliziert |f,, (#n) = fu,. (¥x)| < 36. Man nehme m geniigend
groB fir |f(z,) — fa,.(2n)] < 3€ und | f,,, (zx) — f(2x)] < 3e. Cauchy-Folgen in R
oder C sind konvergent. Wenn es zwei Folgen gibt mit z,, — x und z,, — x, dann
gilt auch hier

|f(zn) = (@) < 1f(@n) = [ (@) + [frn (Tn) = fr (Tn)| + [ frn (Tn) — f(20)],

1Cesare Arzela (1847-1912) und Giulio Ascoli (1843-1896)
*Eine Teilmenge T C K heifit dicht, wenn es zu jedem 2 € K eine Folge {y,}, .y C T gibt, die nach
x konvergiert.
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und man findet dhnlich wie soeben, dass lim f(z,) = lim f(Z,). Das bedeutet
n—oo n—oo

f(z) = lim f(z,) fir T >z, »x € K\T

n—o0

ist wohldefiniert.

4. Gleichmiflige Stetigkeit der Grenzfunktion. Auch gilt, dass f gleichméfig
stetig ist: Seien {z,}, .y und {y,}, oy derart, dass T' > x,, = 2z und T' 3 3, — y. Sei
e > 0. Man verwende:

[f(@) = fW) < |f (@) = fl@n)[ + [ (@n) = fon (@n)] + | (@0) = fon ()| +
+ |fnm(yn) - f(yn)| + |f(yn) - f(y)| :

neN

Wenn man n geniigend grof§ nimmt, folgt |z, — y,| < 2 |x — y|. Man nehme . > 0
derart, dass |z — y| < %(55 impliziert |f,, (x) — fu,. ()| < %5. Auch nehme man n so
groB, dass |f(x) — f(x,)| < ¢ und | f(ya) — f(y)| < te. Durch m geniigend groB zu
nehmen findet man |f(z,,) — fo,. (z2)] < 3¢ und |fo,. () — f(yn)| < ie.

5. Gleichmiflige Konvergenz der Teilfolge. Die gleichméflige Konvergenz folgt
aus der Kompaktheit von K: Wenn f,,  nicht gleichméfig konvergiert, dann gibt es
g0 > 0 und eine Teilfolge n,,, mit z;, € K und ‘fnmk (rg) — f(xk)| > g¢. Die Folge
7, hat eine konvergente Teilfolge xy,, — Z. Sei {,}, oy C T eine Folge mit Z,, — &
und man findet

fnmke (zke) - f(xkz)
Fom, 1) = o (E0)

<

g <

<

+

fnmkl (‘%n> - f(j:n)

+1f(@n) = f )] -

Die rechte Seite bekommt man so klein wie man méchte und so einen Widerspruch:
Man nehme £ und n so groB, dass | f(Z,) — f(x,)| < 3e0 und | f(Zn) — f(2k,)] < 30

Fiir ¢ geniigend gro8, folgt ’ fnmke () — f(Tn)] < 3¢0.

[]

Theorem 14.6 (Monte]ED. Sei G C C offen und sei { [y}, oy eine Funktionenfolge mit f, :
G — C holomorph und lokal gleichmdf$ig beschrankt. Dann gibt es eine lokal gleichmdifig

konvergente Teilfolge { fn,, } men-

Beweis. Sei Bop(w) C G und sei M > 0 derart, dass |f,| < M auf Byg(w). Es gilt fiir

21,22 € Br(w), dass
1 falz)  ful2) _
ﬁ/IZ—wI—2R (z -z z- 22) dz' N

1 Z1— %2
2mi /|z—w|:2R (z—21) (2 — 22)fn(2)dz

|zg — 21| [*™ 1 i M
S T . ﬁ‘fn(w+Ret)}Rdt§E|Z2_zl|

|fn(zl) - fn<22)‘ =

<

Also ist {fn}, ey gleichgradig gleichméBig stetig auf Br(w). Mit dem Satz von Arzela-
Ascoli folgt das Ergebnis. O

3Paul Montel 1876-1975
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Theorem 14.7 (WeierstraB). Sei G C C offen und sei {f,}, oy eine Funktionenfolge
mit f, : G — C holomoqph, die gleichmdflig gegen f konvergiert. Dann ist f holomorph.
Auflerdem konvergiert fnk) lokal gleichmdBig gegen f*).

Beweis. Sei v eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in G mit Innengebiet in G.

Weil
/fn(z)dz =0

und weil f,, gleichméBig konvergiert, folgt

/f(z)dz = /7}1_)1210 fu(2)dz = lim | f,(2)dz=0.
gl v

n—oo
~

Mit Thegremfolgt, dass f eine Stammfunktion hat auf jedem einfach zusammenhéngenden
Gebiet G C G. Weil diese Stammfunktion holomorph ist auf G, ist f holomorph auf G
und darum auch auf G'.

Fiir die lokal gleichméBige Konvergenz von f/ betrachte man die Ableitung mit der
Integralformel von Cauchy (Korollar fiir v : [0, 27] — C mit y(t) = 2o + re:

P = o) = g [ H I

Fiir jede Kreisscheibe B, (zp) in G folgt so aus gleichméBiger Konvergenz von f, — f
auf B,(z) die gleichméBige Konvergenz von f, — f" auf B,(2) mit p < r. Fiir hohere
Ableitungen wiederhole man dieses Argument. O

14.2 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Der Riemannsche Abbildungssatz (Theorem [10.§]) lautet:

Sei G ; C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung h : R 4+ iRT — G.

Man kann ihn noch etwas genauer formulieren wenn wir statt R+:R den Einheitskreis
B;1(0) nehmen und die inverse Abbildung betrachten:

Die Abbildung go(z) = ;jr—j ist biholomorph von R + iR* auf B;(0). Das heifit, wenn wir
biholomorphe Funktion f kennen, kennen wir auch eine biholomorphe Funktion h, denn

__ pinvers invers
h=f SN .

Theorem 14.8 (Der Riemannsche Abbildungssatz auf B,(0)). Sei G G C ein einfach
zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f : G — B1(0).
Sei zg € G. Wenn man f(z9) = 0 und Arg (f'(20)) € (—m, | vorschreibt, gibt es genau
eine solche Abbildung f.

Beweis. Auch hier gibt es einen Beweis in mehreren Schritten.
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L. Der erste Schritt im Beweis ist die Konstruktion einer biholomorphen Abbildung
fo, die G abbildet auf ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G := fo(G) C B1(0)
und mit 0 € G.

Weil G # C gibt es a € G° = C\G. Weil G einfach zusammenhéngend ist, gibt es
einen Weg von a nach co. Dann kann man Log*(z —a) als holomorphe Funktion auf
(G definieren wenn man genau diesen Weg als Schnitt fiir den Logarithmus verwendet
(Log™(z — a) = Log(z — a) + 2kmi mit k € N). Die Abbildung

1
g1 Z+— exp (§Log*(z — a))

bildet G biholomorph ab auf G; = ¢1(G) und C\G; enthilt eine offene Kreisscheibe
B, (w): Wenn —w € g(G) dann gibt es r € (0, |w|) mit B,(—w) C G;. Wenn z € G4
dann folgt —z & (1. Durch eine zusétzliche gebrochen lineare Abbildung
(- w)
iz —(z—w
92 .

findet man eine biholomorphe Abbildung g, : G1 — G5 := go(G) mit B1(0) NGy =
(). Setzt man

gs:z—1/z

an, so folgt G3 := g3(Ga) C B1(0). Sei zy € G3. Mit Hilfe der gebrochen linearen
Abbildung

zZ— 20

g4IZ|—> —
1—72 2

folgt, dass fo = gs0g30g20g:1 die Menge G biholomorph abbildet auf eine Teilmenge
G von B;(0) mit 0 € G.

D)
/

[

\Z
B an

NI

Abbildung 14.1: Entgegen dem Uhrzeigersinn: G 25 Gy 23 Gy B3 G3 24 G.
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Woche 14, Konvergenz und Folgen

2. Der zweite Schritt betrifft die Existenz einer biholomorphen Funktion als Grenz-

funktion einer Folge von biholomorphen Abbildungen f, : G — f.(G) C Bi(0).
Man betrachte dazu die Familie von Funktionen

F= {f : G — B;(0); f holomorph, injektiv, f(0) =0 und Arg (f'(0)) = O} :
Weil f: 2z — zin F liegt, ist diese Menge nicht leer. Setze
M = sup {f'(0); f € F}.

Weil G ein Gebiet ist (Satz iiber Gebietstreue) gibt es r > 0 mit B,(0) € G und es
folgt aus

1 1
70 N (A PR TSy [ LGOS
2mi J., 22 2mi /., 22
1 2 ) 1 27 1
< vp < = —
- 27r7"2/0 ‘f(re )‘rdgp - 27r7’2/0 rde r’

dass M e [1,r7']. Sei nun {f,},cy eine Folge mit lim, . f,(0) = M. Weil f, be-
schrankt ist (durch 1) liefert der Satz von Montel uns eine lokal gleichméBig konver-
gente Teilfolge { fy,,},,cn- Der Satz von Weierstrass liefert uns, das die Grenzfunk-
tion f holomorph ist, und dass fiir f gilt f(G) € B1(0), £(0) = limy,_e0 fn,, (0) = 0
und f'(0) = lim,, o f;, (0) = M. Sogar gilt, dass f injektiv ist: Wenn f nicht injek-
tiv wire, dann gebe es z; # 2, € G mit f(z1) = f(z) =: w. Weil f nicht konstant
ist hitte f —w Nullstellen ohne Haufungspunkte, gebe es Umgebungen B,,(z1) C G
und B,,(2) € G mit f —w # 0 auf dB,,(z1) und 0B,,(z). Durch die gleichméfige
Konvergenz und den Satz von Rouché hétte auch f, —w fiir n geniigend groff Null-
stellen in B, (z1) und B,,(23). Das wiirde bedeuten, dass f,, nicht injektiv wére, ein
Widerspruch.

Im dritten Schritt zeigen wir, dass f(G) = By(0). Nehme an f(G) = G S Bi(0).
Dann gibt es w; € B1(0)\G und kann man durch eine gebrochen linearen Funktion
wy auf 0 Abbilden:

Z — Wy
h1:ZP—>—_.
1—wy 2

Man hat hy(0) = —w;. Weil Gy := hy(G) einfach zusammenhéngend ist und 0 & Gy,
kann man Log®(z) als holomorphe Funktion auf G definieren (Log®(z) = Log(2) +
2kmi mit k € N). Setze

1
ho : z +— exp (aLog#(z))
und wy = he(—wy). AnschlieBend nehmen wir

hy 2 P2
1—ws 2

wobei wir ¢ € (—, 7] so wihlen, dass Arg ((hs o hs o hy) (0)) = 0. Es gilt
(hg ©) hg o) hl) (0) = (hg e} ]’LQ) (—U}l) = ]’L3(U}2) = 0.

Wir betrachten _ .
h PRI hllnvers <(h11nvers<z))2> )
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Abbildung 14.2: Eine Skizze zu G ™ G '3 Gy 3 G,

Diese Funktion h bildet B;(0) auf B;(0) ab, ist keine Drehung und darum folgt aus
dem Schwarzschen Lemma |h/(0)| < 1. Weil h die Inverse ist zu h3 o hg o hy : G —

(hg o hy o 1) (G) c Bi(0) gilt

(h30h2oh1)’(0)=ﬁ>1

Dann ist hs 0 he 0 hy o f eine biholomorphe Abbildung von G nach einer Teilmenge
von B;(0) mit

(hg 0 ha o hyo f)'(0) = (kg o ha o h1)' (0) f'(0) > M,
ein Widerspruch.

4. Die Eindeutigkeit. Wenn sowohl f als auch f biholomorphe Abbildungen sind von
G nach B;(0), dann ist fo f™°s: B;(0) — B;(0) biholomorph und hat deshalb die

Form
(fo finvers> (2) = e z —_w

1—w 2z

Weil ( fo f) (0) = 0 folgt w = 0, und weil

(fo finvm)'(o) _S(#) e

folgt ¢ = 1. Es folgt, dass f (2) = f (2). O

14.3 Schwarz und Christoffel

Proposition 14.9 (Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip). Sei G ein Gebiet in C, das
symmetrisch ist beztiglich der reellen Achse. Wenn gilt, dass

1. f holomorph ist auf {z € G;Im z > 0},
2. f stetig ist auf {z € G;Imz > 0} und

3. f(GNR) CR,

dann st

2 o[ f(2) auf {z €G;Imz >0},
_{f(i) auf {z € G;Imz < 0},

eine holomorphe Funktion auf G.
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Beweis. Setze

u(z,y) = Re f(z +iy) und v (x,y) = Im f(z + iy).
Dann gilt
u(z,—y) =u(r,y) und v (z,—y) = —v(x,y).
Die Stetigkeit von v und v und die Annahme, dass v(z,0) = 0 auf G N R liefern die

Stetigkeit von f auf G. Die Differenzierbarkeit auf {z € G;Im z < 0} folgt aus der reellen
Differenzierbarkeit von « und v und den Cauchy-Riemann Gleichungen:

Op (u(z,—y)) = (Oou) (x,—y) = (Oy0) (z, —y) = =0, (v (2, —y)) = 9y (—v (z,~y)),

Oy (u(z,—y)) = —(Oyu) (2, —y) = (%) (z, —y) = O (v (z, —y)) = =0 (v (z, —y)) .
Es bleibt noch zu beweisen, dass f komplex differenzierbar ist in x € G N R. Sei

B,(x) C C. Weil f stetig ist auf G N R, kann man fiir jede differenzierbare geschlossene

Kurve « innerhalb B, (z) beliebig nahe Kurven v* in {z € B,(z); Imz > 0} und v~ in
{z € B.(z); Imz < 0} finden mit

[yf(z)dz = lim ([w f(2)dz + [y f(z)dz) —o.

Wenn f,y f(2)dz = 0 fiir beliebige Kurven in B,(z), ist f holomorph in B, (x). Die Kurven
~* und v~ bekommt man zum Beispiel indem man definiert

YT(t) = Rey(t) +i¢. (Im~ (1),
7 () = Req(t) —i o, (—Im~r(1)),
mit e
t fiir t > Ze,
¢.(t) =14 t*/e+e/4 firte |0,3e],
1e {irt <O0. €2
t

€/2

Abbildung 14.3: Die Kurven v und ", ~~. Bemerke, dass Teilkurven, die in entgegengesetzter
Richtungen durchlaufen werden, sich auftheben und nicht am Integralwert beitragen.
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Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip erlaubt es, die Riemannsche Abbildung fiir ein
Polygon etwas praziser festzulegen. Ein Polygon ist ein einfach zusammenhéngendes Ge-
biet, dessen Rand von einem Polygonzug beschrieben wird.
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Theorem 14.10 (Schwarz-Christoffel). Sei P ein Polygon in C. Dann existiert eine
biholomorphe Abbildung
h: (R+iRY) — P.

Wenn wir die Eckpunkte von P entgegen dem Uhrzeigersinn wy, . .., w, nennen und
aq, ... ,ap die zugehorigen Winkel, die die Anderungen in der Tangentialrichtung messen,
das heifst

Wiyl — W
ap = Arg (M) firk=1,...,n
W — Wi—1
(setze w, = wy und w,+1 = wy), dann gibt es v1 < 9 < -+ < xp_1 € R mit h(xy) = wg
firi=1,...,n—1 und h(co) = w, und es gilt

R(z)=a (z— az:l)_o‘l/7r (z — $2)_a2/7r (2= xn_l)_o‘”’lﬁr )

>
y,
y,
y,

Abbildung 14.4: Die Winkelénderungen erscheinen in der Schwarz-Christoffel Transformation.

Bemerkung 14.10.1. Man verwendet

2T — exp <—%Log* (z))
T

mit

Log* (z) = Log (2/1) + %W.

Das ist eine Erweiterung des Logarithmus mit —i (0, co) als Schnitt. Bemerke, dass —ay /7 >
—1 integrierbare Singularitédten gibt.

Bemerkung 14.10.2. Das Theorem gilt mit kleinen Anderungen sogar fiir unbeschrinkte
Polygone.
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