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Dieses Ubungsblatt muss in den Ubungsbriefkasten Funktionentheorie geworfen werden. Abga-

IS EERRA Mittwoch, der 03. Juni 2015, um 16 Uhr.

Aufgabe 1 (5 Punkte): Wir betrachten das Gebiet H = {z € C; Im(z) > 0}. f: H - C
und g : H — C seien holomorph und es gelte f (%) =g (%) fir alle n € N. Gilt f(z) = g(2) in
H?

Aufgabe 2 (5 Punkte): Sei f : C — C holomorph.

(a) Sei f(R) C R. Zeigen Sie, dass f(z) = f(2) fiir alle z € C.
(b) Es gelte f(R) C R und f(iR) C iR. Zeigen Sie, dass dann f(—z) = —f(2) fiir alle z € C.

Aufgabe 3 (5 Punkte): Sei f: B;(0) — C holomorph mit f(B;(0)) C B;(0).
(a) Zeigen Sie, dass |f'(0)] < 1.
Hinweis: Verwenden Sie die Cauchysche Integralformel und schditzen Sie geeignet ab.
(b) Es gelte zusétzlich f(0) = 0. Zeigen Sie, dass |f(z)| < |z].
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Hinweis: Betrachten Sie g(z) = und nutzen Sie das Mazimumsprinzip.

Aufgabe 4: Sei f : B;(0) — C holomorph und derart, dass lim,_, | f(z,)| = oo fiir jede Folge
{z,} C B1(0) mit lim,,_, |2,| = 1.

Wir zeigen nun, dass es eine solche Funktion nicht geben kann.
(a) Zeigen Sie, dass ein solches f nur endlich viele Nullstellen in B;(0) haben kann.

(b) Zeigen Sie, dass % keine wesentlichen Singularitidten in B;(0) besitzt.
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7 mit Ordnung my,...,m,. Dann ist

(c) Seien py,...,p, die Polstellen von

g(z) = %H( — )™

eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie, dass diese Funktion identisch Null sein muss.

Aus (c) folgt, dass f nicht existieren kann.

Aufgabe 5: Seie >0 und f: B;,.(0) — C holomorph. Zeigen Sie, dass f konstant sein muss,
wenn f(0B;(0)) C R.

Aufgabe 6: f sei jeweils eine holomorphe Funktion f : C' — C, die kein Polynom ist. Beweisen
oder widerlegen Sie, ob es eine solche Funktion f mit der angegebenen Eigenschaft gibt.

(a) f(C)={z€C; Re(z) > 0}.
() f(z) = f(z+1) = f(z +V/?2) fiir alle z € C.



Aufgabe 7: Gibt es jeweils eine holomorphe Funktionen f; : B1(0) — C, die die Eigenschaften
fiir alle n € N erfiillen?

@) Ad)=AH =L (o) £700) = (n))? () fs(H) =1

Aufgabe 8: Bestimmen Sie das Maximum von |f;| auf {z € C; |z] < 1}.

(a) fi(z) =exp(2?)  (b) fa(2) = 5 () fa(z) =3 —2* (d) fa(z) =2"+2—1

Aufgabe 9: f: B; (0) — C ist eine stetige Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
e f:B;(0) — C ist holomorph;
o f(e")=14/1—cos(2t) —isin(2t) fiir t € R mit \/z wie iiblich definiert auf C\ (—o0,0).
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e/ f(e®)dt =2m.

Hier findet man links eine Skizze von ¢ (t) = Re (f (¢")) und & (¢t) = Im (f (¢")) und rechts das
dazugehorige Randverhalten von Re(f) und Im(f):

(a) Berechnen Sie f (0).
(b) Berechnen Sie f'(0). Hinweis: Nutzen Sie die Symmetrie.
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(c) Zeigen Sie, dass g nicht differenzierbar ist.
(d) Welchen Konvergenzradius hat Y o, & £ (0) 2"?

Aufgabe 10 (3 Punkte): Wir betrachten u : R? — R, definiert durch
u(z,y) = ar® + bx’y + cxy® + dy°.

(a) Bestimmen Sie a, b, c,d € R, so dass u harmonisch ist.

(b) Finden Sie die holomorphe Funktion f, so dass Re(f(z +iy)) = u(z,y) fir z,y € R .

Aufgabe 11 (2 Punkte): Gibt es eine holomorphe Funktion g : C\ {0} — C, so dass

. X
Re(g(z +1y)) = IQ—W?
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