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Dieses Ubungsblatt muss in den Ubungsbriefkasten Funktionentheorie geworfen werden. Abga-
beschluss ist Donnerstag, der 11. Juni 2015, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (8 Punkte): Welche Funktionen uy, sind harmonisch auf B; (0) := {x € R?;|z| < 1}?

(a) U1 (IL’, y) = # (C) us (Zlf, y) = 1+2(x2,y21)y+(12+y2)2 = _% Im (1—&—1,32)
(b) s (2,y) = e”siny (d) us(w,y) = bz Hinweis: MWS

Aufgabe 2 (5 Punkte): Die Funktion w
ist harmonisch auf B; (0) C R?, stetig auf

By (0) und erfiillt
u (cos (t),sin (t)) = |cos (t)| fir t € [0, 27].

Berechnen Sie u (0, 0).

Aufgabe 3: Sei f: By45(0) — C mit § > 0 holomorph und f(0B;(0)) C R. Zeigen Sie, dass f
konstant ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorreihe von f um 0 in den Punkten e mit 6 € [0, 27).

Aufgabe 4: Sei U C C offen, g : U — C holomorph und & : g(U) — R harmonisch. Zeigen Sie,
dass h o g harmonisch ist.



Sei V : R? — R? eine stetige Funktion (auch Vektorfeld genannt). Fiir die differenzierbare Kurve
v : a,b] = R? mit |/ (t)] # 0 definiert man:

e das Integral iber das Vektorfeld in der Tangentialrichtung T entlang der Kurve durch
b
/V - Tds = / V(v (t) -+ (¢)dt.
o7 a
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Fiir die Tangentialrichtung gilt T =

e das Integral iber das Vektorfeld in der Normalrichtung n entlang der Kurve durch

/WV'nds — /abV('y(t))-n o ()] dt.

Hier muss man festlegen, ob die Normalenrichtung nach rechts beziiglich der Durchlaufrich-
tung oder nach links beziiglich der Durchlaufrichtung gemeint ist. Es gilt Nyechts = —Niinks-

Aufgabe 5 (3 Punkte): Seien V, v, 7 und n wie oben.

(a) Zeigen Sie Nyecnts = ( T2 >

7

(b) Sei f : R? — R eine stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass fiir V = Vf =
<8%f, %f) gilt, dass

Jveras=re®) - 16 ).

~

Sei Q) C R? einfach zusammenhdingend und v eine Jordankurve mit v([a,b]) = 0Q und n die nach
aufen zeigende Normalenrichtung. Der Satz von Gaufl besagt, dass dann

/WV-nds:/QV‘Vd(x,y). (1)

Aufgabe 6 (4 Punkte): Seien V, v, 7, n wie oben. Sei Q = {(z,y) € R%;0 <y < x < 1} (ein
Dreieck).

(a) Zeigen Sie:

1 1 1
/V-ndS:/ —Vg($,0)d1’+/ Vl(l,y)dy+/ (=Vi(t,t) + Va(t,t))dt.
vy =0 y:O t=0

Es gilt mit dem Satz von Fubini-Tonelli, dass

[rew a@n= ([ rena) d:/ (/;yf(x,y)dzr) 2

(b) Zeigen Sie, dass

1 1 a 1 x a
V-Vd(z,y) = —V, (z,y) dx l;+/ (/ —Vy (, d)d.
/Q (z,y) /yo</w(9x 1 (z y)fl)fu Uy 2 (z,y) dy | dx

(c) Zeigen Sie, dass (1) fiir dieses Dreieck ) gilt.




