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Aufgabe 1 (10 Pkt.): Wir betrachten für f ∈ C [0, T ] das Problem (x2u′ (x))
′
+ 5

4
u (x) = f (x) ,

u (1) = α
u (T ) = β.

1. Berechnen Sie ν ∈ C derart, dass u (x) = xν eine Lösung ist zu(
x2u′ (x)

)′
+ 5

4
u (x) = 0. (1)

2. Geben Sie zwei unabhängige reelle Lösungen zu (1) an.

3. Für welche T > 0 hat dieses Problem für alle f ∈ C[0, T ] und alle α, β ∈ R eine Lösung?

4. Berechnen Sie eine explizite Lösung für T = 2, α = β = 0 und f (x) = x3.

Aufgabe 2 (5 Pkt.): Berechnen Sie eine Greensche Funktion G(x, y) für{
−u′′(x) = f(x) für x ∈ (0, 1)
u(0) = 0 und u′(1) = 0.

Aufgabe 3 (5 Pkt.): Sei f : [0, 1]→ R stetig. Zeigen Sie, dass{
u′′(x) = f(x) für x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) und u′(0) = u′(1)

nur dann eine Lösung hat, wenn ∫ 1

0

f(x)dx = 0.

Zeigen Sie auch, dass es in diesem Fall unendlich viele Lösungen gibt.

Aufgabe 4 (0 Pkt.): Definiere den Differentialoperator L durch

(Lu) (x) = u′′′ (x)− u′′ (x) + u′ (x)− u (x)

und betrachte 
(Lu) (x) = f (x) für x ∈ (0, 1) ,

u (0) = u′ (0) = 0,
u (1) = 0.

(2)
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1. Zeigen Sie, dass {ex, sin (x) , cos (x)} ein linear unabhängiges System von Lösungen zu Lu = 0
ist.

2. Geben Sie alle Bedingungen für α (y), β (y) und γ (y) derart, dass

G (x, y) =

{
α (y) (ex − cos (x)− sin(x)) für 0 < x ≤ y < 1

β (y) sin (1− x) + γ (y) (ex−1 − cos (x− 1)) für 0 < y < x < 1

eine Greensche Funktion ist für (2).

3. Zeigen Sie, dass dieses G tatsächlich die einzig mögliche Greensche Funktion für (2) liefert.

Aufgabe 5 (0 Pkt.): Zeigen Sie, dass die Greensche Funktion G (x, y) für
d
dx

(p(x)u′ (x)) + q(x)u(x) = f (x) für x ∈ (a, b)
α1u(a) + α2u

′(a) = 0
β1u(b) + β2u

′(b) = 0
(3)

die folgenden Eigenschaften hat:

1. Mit Ausnahme der Stelle x = y erfüllt x 7→ G (x, y) das Randwertproblem (3) mit f = 0.

2. lim
x↓y

∂
∂x
G (x, y)− lim

x↑y
∂
∂x
G (x, y) = 1

p(y)
.

Aufgabe 6 (0 Pkt.): Für welche λ ∈ R hat
−u′′(x) + λu(x) = f(x) für x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1)
u′(0) = u′(1)

für jedes f ∈ C[0, 1] genau eine Lösung?

Aufgabe 7 (0 Pkt.): {
u′′(x) = cos (u(x)) für x ∈ (0, 1)

u(0) = 0 und u(1) = 0

Aufgabe 8 (0 Pkt.): Zeigen Sie, dass das folgende Randwertproblem mindestens eine Lösung hat.{
u′′(x) = u(x)3

1+u(x)2
+ sinx für x ∈ (0, 1)

u(0) = 0 und u(1) = 0

Hinweis: Betrachten Sie ua(x) = − sinx+ ax.
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