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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Gewohnliche Differentialgleichungen (Raum
301 im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 15.11.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (0+3+0 Punkte): Wir wollen eine Losung der Differentialgleichung

{y'm = f(z,y(x))
3/(0) = %Yo

o
als Potenzreihe Y aj2* darstellen.

k=0
(a) Bestimmen Sie fiir f(z,y) =z + 2% + 2* + y? und yo = 1 die Koeffizienten ag, a, . . . , as.
(b) Bestimmen Sie fiir f(z,y) = 2® + y* und yo = 0 die Koeffizienten ap, a, . . ., os.
(c¢) Bestimmen Sie fiir f(z,y) = = + ¢ und yo = 0 die Koeffizienten oy, av, . . ., as.

Aufgabe 2 (3 Punkte): Gegeben sei das Anfangswertproblem

{y'<x> = 2% 4 3 (x)
y(0) =0

Bestimmen Sie die Picard-Iterationen yq, y1, Y2, ¥s.

Aufgabe 3 (0+0+2+0+2): Wir betrachten die folgenden Funktionen f;, definiert auf D;:
(a) f1:[0,00) = Rmit fi(z) =2 +e®
(b) f2:[0,1] = R mit fo(z) = 322 + 1
(€) fo:{z€C ;|2 <1} = Cmit fs(z) = 3(* +1 1)
(d) fa:C([0,1]) = C([0,1]) mit (fa(x))(t) = x(?) + 1
(e) f5:C([0,1]) = C([0.1]) (f5(2))(t) = 3(t*) +1¢

Dabei sei R mit dem Betrag als Norm, C mit dem komplexen Betrag und C([0,1]) mit der
||| .-Norm versehen. Beantworten Sie mit Beweis jeweils die folgenden Fragen:

L. Gilt [[fi(z) = fiy)l| < |lz — yl| fir alle z,y € D; mit x # y?
2. Gibt esein L € (0,1), so dass || f;(z) — fi(y)|| < L ||z — y| gilt fir alle z,y € D;?
3. Wie viele Fixpunkte hat f;?



Aufgabe 4: Fiir stetige Funktionen f : [a,b] = R wird die Norm || ||, definiert durch

i = ([ |f(w)|2dw);

(a) Zeigen Sie, dass es ein C' > 0 gibt, sodass fiir alle f € C([a, b]) gilt, dass

1l < Clifll

(b) Zeigen Sie, dass jede Folge in C([a,b]), die beziiglich der |||, -Norm konvergiert, dies
auch beziiglich der |[|-||,-Norm tut.

(c) Finden Sie eine Folge von Funktionen aus C([a, b]), die beziiglich der ||-||,-Norm konver-
giert, aber nicht beziiglich der |[|-|| _-Norm.

(d) Ist |||, auch eine Norm fiir die stetigen Funktionen auf dem offenen Intervall (a,b)?

Aufgabe 5 (2+2+1 Punkte): Fiir eine stetige Funktion f : [-1,1] — R definieren wir die

Norm
£l = /!f ) do

Wir betrachten die Funktionenfolge { f,, : [—1,1] — R}, en+ definiert durch

-1 firze[-1,—4]

fulz) =< na fiir e [-1 1]

n’n

1 firze[i1].

Zeigen Sie, dass
(a) {fn} eine Cauchyfolge beziiglich ||-||, ist, aber
(b) beziiglich dieser Norm keine stetige Funktion als Grenzwert hat.

(c) Ist (C([-1,1]),|I-|l;) vollstandig?

Aufgabe 6 (0+0+5+0 Punkte): Wir betrachten das Anfangswertproblem

{W) = 3t/y(t)
Yy

(0)=0.
(a) Berechnen Sie mit dem Euler-Vorwérts-Verfahren die Approximationen von y(h), y(2h),
y(3h), ... fiir Schrittgroke h > 0.
(b) Zeigen Sie, dass y(t) = t3 eine Losung ist.

(c) Kann man die Losung in (b) mit dem Euler-Vorwiérts-Verfahren oder Euler-Riickwérts-
Verfahren approximieren?

(d) Berechnen Sie alle Losungen diese Anfangswertproblems.



