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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Gewdhnliche Differentialgleichungen (Raum

301 im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 12.12.2018, um 12
Uhr.

Aufgabe 1 Wir betrachten das System

{ () =B+yt)—2x(t)z(t),
y(O)=2+zt)—y()y().

a. Zeichnen Sie das zugehorige Vektorfeld auf [0, 00) x [0, 00).

b. Wenn t — (x (t),y (t)) eine Losung ist mit z (0),y (0) € R*, dann beschreiben
Sie, was passiert fiir (x (t),y (¢)) wenn t — oo.

Aufgabe 2 (2+2+1+1+3+1 Punkte) Wir betrachten das System

{ #'(t) = (=1—z () +2y )z (t),
y(t)=@2-z®)y®).

a. Zeichnen Sie das zugehorige Vektorfeld auf [0, 00) X [0, 00).

b. Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte in [0, 00) x [0, 00) und betrachten Sie
die zugehorigen linearisierten Systeme mit deren Stabilitét.

c. Wenn ¢ — (x(t),y (t)) eine Losung ist mit z (0),y (0) € R, dann beschreiben
Sie, was passiert fir (z (t),y (t)) wenn ¢ — oco. Begriinden Sie Thre Antwort.

d. Wenn ¢ — (z(t),y(t)) eine Losung ist mit = (0) = 0 und y (0) € R*, dann
beschreiben Sie, was passiert fiir (z (t),y (f)) wenn ¢ — oo. Begriinden Sie Thre
Antwort.

e. Zeigen Sie, dass V (x,y) = x + 2y — In (22%) — 31In (%y) — 5 eine Lyapunov-
Funktion ist.

f. Begriinden Sie, dass jede Losung mit x (0),y (0) € R* beschriankt bleibt fiir
t — oo.

Aufgabe 3 Wir betrachten das System dreier kompetitiver Spezies:

x' (t) x (t) T d—-—ay+z2)—o)x

y(@@) [ =F(y@) | mtF|y =] (@d-alrzt+z)-yy

2 (t) z (t) 2 d—a(z+y)—2)z
fiir o > 0.

Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte p, € (0, 00)3 in Abhéngigkeit von a.
Beschreiben Sie die Stabilitéat bei p, fiir a € (0,1).
Beschreiben Sie die Stabilitat bei p, fiir a € (1, 00).
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Zeigen Sie, dass “z (t1) = y (1) fir einen ¢,” impliziert, dass “z (t) = y (¢) fur
alle ¢, wenn (z (t),y (t), 2 (t)) eine Losung dieses Systems ist.
e. Sei a = 3. Berechnen Sie lim; o (z (t),y (t),2(t)), wenn (z (t),y (t),2(t))

cine Losung dieses Systems ist mit (z (0),y(0),2(0)) = (3,1, %)



Aufgabe 4 (14242 Punkte) Wir betrachten das System

2 (t) x (t) x (A—31(y+2)—2)x
y@t) | =F | y(t) mit F| vy | = (4—%(x+z)—y)y
2 (t) z (t) z (4—3@+y) —2)z

beim Gleichgewichtspunkt (2,2,2). Sei V (z,y,2) =x+y+ 2 —2In (%ajyz) — 6.

a. Sei ‘./ (x,y, z) die Ableitung von V' in Richtung des Vektorfeldes F'. Zeigen Sie,
dass fiir r, s, t > —2 gilt, dass

VE+r2+s2+t) = —%(r+3)2 —%(s—l—t)Q—%(t—i—T)z.
b. Zeigen Sie, dass V' eine Lyapunov-Funktion ist fiir das System beim Gleichge-

wichtspunkt (2,2, 2).

c. Begriinden Sie, dass fiir jede Losung dieses Systems mit (x (0),y(0),2(0)) €
(R+)? gilt, dass
lim z (t) = lim y (t) = lim z (t) = 2.
t—o0 t—r00

t—o00

Aufgabe 5 (0+0+3+2 Punkte) Wir betrachten das System

u' (t) = —u(t) + v (t) cos (u(t)),
V' (t) = —u(t)cos (u(t)) — 2v (t) + sin (v (t)) .
a. Zeigen Sie, dass (0,0) der einzige Gleichgewichtspunkt fiir dieses System ist.
b. Zeigen Sie, dass (0,0) ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt ist.

c. Zeigen Sie, dass V (u,v) = u? + v? eine Lyapunov-Funktion fiir dieses System
ist.

d. Seit+ (u(t),v(t)) eine Losung dieses Systems. Begriinden Sie, dass

lim w (¢) = lim v (¢) = 0.

t—o00 t—o00



