1 Extra-Beispiel anlésslich der Vorlesung Woche 1

Wir betrachten die Differentialgleichung

1
y—a

y'(x) = f (2,y(x)) mit fz,y) =1+ (y—2)° - (1)

Diese DGL hat keine direkte Anwendung als Modell zu irgendetwas, zeigt jedoch einige typische
Merkmale. Dies ist kein Standardbeispiel, sondern gewahlt, weil es viele Aspekte beinhaltet.

Bemerken Sie:

e Gesucht sind Losungen x — y(z), das heift Funktionen y : I — R mit I ein Intervall in R.
Hier ist x die Variable.

e Die Funktion f ist definiert als Funktion von R?\ {(x,);x = y} zu R. Fiir eine Funktion
y: I — R, die diese DGL l6st, kann dann zwar irgendwo y(zg) = x¢ gelten aber ohne dass
die DGL an der Stelle erfiillt ist.

Die DGL wird ausgeschrieben als

2 Vektorfeld

Um einen Eindruck zu bekommen, wie die Losungen aussehen, kann man an einer Stelle (zo, yo)
die Richtung skizzieren, die eine Losung an dieser Stelle hat. Das heifit: y (z¢9) = yo und dann
folgt

y' (z0) = f (0, y0) -
Weil ¢/ (x¢) die Tangente an der Funktion z — y(x) an der Stelle (z0,yo) liefert, lisst man die
Richtung (1,4 (zo)) skizzieren. Das kann man von Hand machen oder von irgendeiner Software
machen lassen. Das Ergebnis sollte wie folgt aussehen:
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3 Losungsberechnung

Um die DGL zu lésen, substituieren wir z (z) = y (x) — x. Wenn y existiert dann existiert z und
umgekehrt. Es folgt

J(x)+1=1+z2(z)> - z(la:)

und diese DGL ist trennbar, denn

und mit a (z) = 2% — 1 und B(z) = 1 steht hier

(z) = a(z(2)) ().

Die Gleichung o (z) = 0 hat als Losung z = 1 und z = —1 und dies fithrt zu zwei besonderen
Losungen:
z2(x) =1 = y(z)=1+=z,
2(x)=-1 = yx)=-14u,

Dies vereinfacht man zu
z(2)7' (z)

z(z)t =1 -

und man sucht Stammfunktionen von den Funktionen

1 (2)

Z und z — 1.
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Mit Partialbruchzerlegung folgt
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und eine Stammfunktion
%log‘zQ — 1} — %log|z2 + 1’.

Aus folgt dann, dass fiir ¢ eine beliebige Konstante:
1 log ’z(:z:)2 —1| - flog |Z(ac)2 +1]=z+ec

Die Losungen sind bevorzugt in expliziter Form anzugeben und das gelingt hier mit log (ab) =
log(a) + log(b) fiir a,b > 0:
2(x)? -1

log |22 — =
©8 z(x)2+1
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und




Das heifit, wenn wir C' = #e*¢ nehmen und auch bemerken, dass z(x) = 1 eine Losung ist, bei
der C' = 0 gilt, haben wir Losungen fiir alle C' € R der Form

! = Ce*®,

Wir konnen noch weiter vereinfachen:

2(z)? —1=Ce™ (z(x)2 +1)
und

2 (x)? (1—Ce*) = Ce** +1,

2 1+C€4IE
@) =g

Als explizite Formel fiir z findet man

1+ Cet® 1+ Cetr
z(x) = 1 Code und z(x) = — 1 Cola’
Fiir y folgt dann
1+ Cete 1+ Cetr
y(z) =z + 1= Cele und y(z) =z — 1= Ceolr (3)

und schon vorher gefunden:

y(x) =+ 1 und y(z) =z — 1.

4 Existenzintervall

Diese Funktionsvorschriften in sind derartig, dass man zwei Bedingungen fiir eine gute De-
finition von y erkennen kann:

1. Die Wurzel ist nur definiert fiir nicht negative Zahlen.

2. Der Nenner vom Bruch darf nicht gleich 0 sein.
Die erste Bedingung liefert fiir C > 0, dass 1 — Ce** > 0 gelten soll und das fiihrt zu
1
x < —=log(C).
4
Fiir C < 0 folgt aus der ersten Bedingung, dass 1 + Ce*® > 0 gelten soll und das fiihrt zu
1
r < ——log(-C).
4
Man kann die beiden zusammenfassen in
< Liglcy
r<—=1lo .
=708

Die zweite Bedingung gibt nur eine zusétzliche Einschriankung, wenn C' > 0, ndmlich x #
—i log (C'), denn nur dann kann der Nenner 0 werden.



5 Liste aller Losungen

Weil y(x) = z(z) + x gilt, sind die Losungen, die man fiir y findet, wie folgt:

i) ylz) =x+1 fir y: R — R,
i7) ylx) =z —1 fir y: R — R,
iii) C<0: y(z)=z+ %fggz fiir y : (—o0,—1log|C|] = R
iw) C<0: ylx)=z— ifgg:i fiir y : (—o0,—11og|C|] = R
v) C>0: yx)=o+ }fgzz fiir y : (—o0, —11og|C|) = R,
vi) C>0: ylx)=x— }fgijﬁ fiir y : (—oo,—%log|C]) = R

Hier findet man eine Skizze einiger Losungen:

Abbildung 1: Skizze einiger Losungen: jede Losung hat eine eigene Farbe. Die gestrichelte ist keine Losung,
sondern zeigt die Stellen, an denen f nicht wohl-definiert ist.

6 Zusitzliche Uberlegungen

Mehrere Losungen existieren nicht auf ganz R, sondern entweder bis |y(z)| — oo fiir x 1 x¢, oder
bis (z,y (x)) = (x0, o).

Wenn |y(z)| — oo, dann hat diese Losung = — y(x) eine vertikale Asymptoteﬂ Entweder
gilt

lim y (z) = 0o oder lim y (z) = —o0.
PR ztzo

'Die Funktion z + y(z) hat in o eine vertikale Asymptote fiir = | zo, wenn

lim y (z) = co oder lim y (z) = —c0.
xlxg xlwo

Die Formel limg . y () = oo bedeutet:

VM € RT Je > 0 derart, dass Va € (xo, 0 +¢) gilt f(z) > M.



Bei unseren jetzigen Losungen passiert es nicht, jedoch kénnte man an einem linken Rand des
Existenzintervalls auch

lim y (z) = 0o oder lim y () = —oc0
zlxg zlxg

erwarten. Die Losungen in v) und vi) betrifft dies.

Die zweite Moglichkeit, um das Ende eines Existenzintervalls zu erreichen, passiert hier, wenn
die Funktion (z,y) — f (x,y) ein Problem hat. Das ist hier der Fall fiir y = x, denn

lim x, = 0.
(xvy)%(x()vxo) |f( y)|
T#Y

Dies passiert bei den Losungen in 4ii) und iv).

Remark 1 Die Funktion f aus hat eine Asymptote am Rand ihres Definitionsgebietes R? \
{(t,t);t € R}. Nimmt man f(z,y) = \/1— a2 —y?, dann ist f nur definiert fir das Kreis-
innere x2 +y* < 1. Léosungen von y' (z) = /1 — 22 — y(x)? sind derartig, dass am Rande eines
mazximalen Existenzintervalls die Losung den Rand des Kreises erreichen wird.

Abbildung 2: Skizze einiger Losungen von y'(x) = /1 — a2 — y(z)?
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