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Gewohnliche Differentialgleichungen
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Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Sollten dabei Probleme auf-
treten melden Sie sich bei Inka Schnieders. Abgabeschluss ist am Dienstag, den 26.01.2021, um
12 Uhr.

Aufgabe 1 (3+3+2+4): Wir untersuchen die Differentialgleichung

u’(t) = u(t)® — 2u(t)? — 3u(t).
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a) Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte.
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Die Phasenebene sieht wie folgt aus:
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b) Hat die Gleichung periodische Losungen? Wenn ja, welche Werte konnen (u(0),4/(0)) in
dem Fall annehmen?

c¢) Zeichnen Sie die Richtungsvektoren an die Trajektorien in der Phasenebene.

d) Im folgenden sehen Sie zwei Losungen (in blau) mit Asymptoten (in orange) skizziert.
Geben Sie die Asymptoten an und ordnen Sie die Losungen jeweils einer Kurve in der
Phasenebene zu.




Losung 1: a) Wenn wir das Problem in ein Problem erster Ordnung umschreiben (mit
v1(t) = u(t) und vo(t) = v'(t)), dann finden wir

(0460 = G — 2wt smncr)

t)
Da v{ — 20} — 3v; = vy (vy + 1)(v; — 3) finden wir die Gleichgewichtspunkte
- (070)7 b2 = (_170)7 b3 = <3a0)

b) Die konstanten Losungen u = 0, u = —1 und u == 3 sind periodisch. Nicht-konstante
periodische Losungen werden in der Phasenebene genau durch geschlossene Losungskur-
ven dargestellt (auf der Kurve darf kein Gleichgewichtspunkt liegen). Wir finden also
periodische Losungen, wenn ( ) in der griin schraffierten Menge liegt:
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Wir berechnen nun noch die Kurve, die die schraffierte Menge eingrenzt. Setze V (u(t)) =
u'(t). Dann folgt

V' (u)V (u) = u® — 2u® — 3u,
also
%V(u)2 = Allu4 — %uB — %uQ +c.
Wir suchen die Trajektorie, die durch (—1,0) lduft. Es gilt
0=1V(-1)?=1+2-34+cec=LI,

also

V(u) = j:\/%u‘1 —qud —3u?+ L.

Es diirfen also (u(0,u/(0)) so gewéhlt werden, dass die Punkte innerhalb der geschlossenen
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¢) Phasenebene mit Richtungsvektoren:
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d) Die Asymptote im oberen Bild ist v = —1. Die Losung ist nicht periodisch, also liegt
die zugehorige Losungskurve in der Phasenebene auferhalb der griin-schraffierten Menge.
Anhand der Phasenebene sehen wir auch, dass wenn die Losungskurve aufserhalb der
schraffierten Menge liegt und auch nicht auf ihrem Rand, dann sind die zugehorigen
Losungen unbeschrankt. Das bedeutet, dass die Losungskurve auf dem Rand der griin-
schraffierten Menge liegt und mithilfe des Vektorfeldes erhalten wir lim; 4 u(t) = —1.

Die Asymptote im unteren Bild ist v = 3. Anhand der Phasenebene folgt, dass alle
Losungen (aufserhalb der griin schraffierten Menge) fiir ¢ — 400 unbeschrénkt sind aufser
die Losungskurve schneidet den Punkt (3,0). Anhand des Vektorfeldes kénnen wir die
passende Kurve finden.

Zuordnung der Losung zu einer Kruve in der Phasenebene (oberes Bild: lila Kurve, unteres
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Aufgabe 2:*

a) Skizzieren Sie die Phasenebene zur Differentialgleichung
u"(t) = u(t)(2 — 5u(t)).
b) Fiir welche g € R ist die Losung des Anfangswertproblems

u'(t) = u(t)(2 = Su(l)),
u(0) = 5,
uw'(0) =0

periodisch und fiir welche 8 € R ist sie unbeschriankt? Es kann mit Aufgabenteil a)
begriindet werden.

Losung 2: a) Die zwei Gleichgewichtspunkte sind
pr=(0,0), p2=(3,0).
Die Trajektorien berechnen wir durch V' (u(t)) = «/(¢) und
V' (u)V (u) = 2u — 5u?.
Wir finden

V(u?=u"—2u’ +c

D=

also

V(u) = i\/2u2 — Jud +é.
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b) Die Periodischen Losungen sind genau die Losungen, die geschlossene Losungskurven
in der Phasenebene darstellen (aufer Kurven, die einen Gleichgewichtspunkt schneiden)
oder konstante Losungen sind. Die konstanten Losungen finden wir fiir § = 0 und 8 = %

Auferdem sind alle Startwerte innerhalb der Menge, die durch die Kurve durch (0, 0)
geht, auf einer Losungskurve fiir periodische Losungen. Die Kurve, die (0,0) schneidet

1st:
_ / 10
V(U) =+ 2u2 — ?’LL?’.

Die beiden Nullstellen von V' sind ©v = 0 und u = %, also erhalten wir periodische Losungen
wenn wir die Werte § € [0, 2) zulassen.
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Aufgabe 3 (1+3+0+440 Punkte): Betrachten Sie die Differentialgleichung
u”’(t) = —cos(u(t)) — u'(t) + sin(u'(t))
a) Schreiben Sie diese Gleichung in ein System erster Ordnung in v und v = v/ um.

b) Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte und geben Sie die Stabilitdt (instabil, neutral
stabil, asymptotisch stabil) der Linerarisierungen an.

c) Zeigen Sie, dass
V(u,v) = 2v* + sin(u) + 1

eine Lyapunov-Funktion ist. Leiten Sie damit die Stabilitdt des Systems aus Aufgabenteil
a) in den Gleichgewichtspunkten her.

d) Berechnen Sie die Losungen entlang der roten Trajektorien.

e) Begriinden Sie, dass man fiir jeden Anfangswert (u(0),4'(0)) € R? einen Limes lim;_,, u(t)
bestimmen kann.
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Abbildung 1: In blau sieht man einige Niveaumengen von V und das Vektorfeld. In rot sind
einige Trajektorien skizziert.

Losung 3: a) Wenn wir die Gleichung als System erster Ordnung umschreiben, finden wir

(Z:Eg) - (— cos(u(t)) jg}t()t) +sin(v(t))) = f(u(t), v(t)).

b) Gleichgewichtspunkte sind Punkte (u,v) € R? sodass

{0 =,
0 = —cos(u) — v+ sin(v).
Also sind die Gleichgewichtspunkte gegeben durch

(ug,0) = (5 +7k,0) fiir k € Z.
Es gilt

Vi) = (sin(Zu) 1 —|—1cos(v)) '



Fiir k£ € Z gerade, folgt

V f (1, 0) = (‘f (1)) |

Die Eigenwerte sind A = +1 und damit ist das linearisierte System instabil. Fiir & € Z

ungerade, folgt
0 1
vf(ukvo) = (_1 O> :

Die Eigenwerte sind A = +¢ und damit ist das linearisierte System neutral stabil.

Die angegebene Funktion ist eine Lyapunotv-Funktion fiir alle Gleichgewichtspunkte
(ug,0) mit k € Z ungerade. V ist stetig differenzierbar auf R?. AuRerdem gilt z.B. fiir das
Definitionsgebiet U = {(u,v) € R:u € (3 +n(k—1),5+7m(k+1)),v € R}

1. V(Uk,O) = 0,

2. V(u,v) = 50% +sin(u) + 1 > 0 fiir alle (u,v) € R?* und sogar V(u,v) > 0 fiir alle
(u7 U) € U\{(ukv 0)}7

3. ‘./(u, v) = —v? +wsin(v) < 0 fiir alle (u,v) € R?.

Damit ist V' eine Lyapunov-Funktion. Es folgt, dass das System um die Gleichgewichts-
punkte (ug,0) mit & € Z ungerade asymptotisch stabil ist. Aus Aufgabenteil b) folgt, dass
das System um die anderen Gleichgewichtspunkte instabil ist.

Die Niveaulinie von V, die die blaue Menge abgrenzt ist V' (u,v) = 2. Die roten Linien
haben die selbe Steigung wie eine der Niveaulinien in den Punkten (ug,0) mit k£ € Z
gerade. Es gilt

Viuw)=2 <«  1v*+sin(u) =1,
also
v = 1++/2 — 2sin(u).

Wir suchen also die Geraden, die durch (u,0) = (5 + 7k, 0) mit k& € Z gerade gehen und
Steigung —1 haben. Wir finden also die roten Geraden:

v(u) = —u+ 5 +mk mit k € Z gerade.

Wenn wir v = —u + § + 7k in das System aus Aufgabenteil a) einsetzen, finden wir

(o) = (C"5d™™)

Wir finden v(t) = ce™ fiir ¢ € R beliebig und u(t) = —ce™" 4 § + 7k.

Da f(u,v) stetig differenzierbar ist, ist das System in Aufgabenteil a) und somit auch das
urspriingliche Problem zweiter Ordnung fiir jeden Anfangswert (u(0),'(0)) € R? eindeu-
tig losbar, die Trajektorien schneiden sich also nicht. Wenn wir uns mit (u(0),'(0)) =
(u(0),v(0)) auf einer roten gerade befinden, dann bleiben wir auch fiir alle ¢ > 0 auf
dieser Geraden und mit Aufgabenteil d) folgt dann, dass lim; o, u(t) = Z + 7k mit k € Z
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gerade (und so gewidhlt, dass sich der Punkt auf der Gerade befindet). Wenn wir uns



mit (u(0),v(0)) zwischen zwei roten Geraden befinden, dann verlassen wir diesem Be-
reich auch nicht mehr. Mit der Lyapunov-Funktion aus Aufgabenteil ¢) kann begriindet
werden, dass die Losung dann zu dem jeweiligen Gleichgewichtspunkt konvergiert, also
limy_ u(t) = § + mk mit k& € Z ungerade (und so gewihlt, dass sich der Punkt in dem
betrachteten Bereich befindet).



Aufgabe 4:* Betrachten Sie die Differentialgleichung
u’(t) = u(t)® — 6u(t)? + Su(t). (1)

a) Schreiben Sie das Problem in ein System erster Ordnung und bestimmen Sie die Gleich-
gewichtspunkte.

b) Geben Sie die Stabilitét in den Gleichgewichtspunkten an.

c) Addieren Sie auf der rechten Seite der Gleichung in (1) einen Term h(u,u’), sodass man
immer noch dieselben Gleichgewichtspunkte wie in a) erhélt und sich in (2,0) ein asym-
ptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt befindet.

Hinweis: Denken Sie an Reibung.

Losung 4: a) Wir definieren u(t) = v1(t) und /(t) = ve(t) und finden damit

(460) = G oo+ son)

Da v} — 60 + 8v; = v1(vy — 2)(v; — 4) finden wir die drei Gleichgewichtspunkte

p1 = (070)7 P2 = (270)7 b3 = (470)

b) Wir linearisieren das System. Definiere

U
flon,v2) = (vf - 611%2—1— 801.)

Es gilt
0 1
Vi(vr,v2) = (31}% — 120, + 8 0) ’
also
0 1 0 1 0 1
vf(pl) = (8 O) ) vf(pQ) - (_4 0) ) Vf(pg) - (8 0) :

Die Eigenwerte der Matrizen sind A, = —2v/2, Ay = 2v/2 (erste und dritte Matrix)
bzw. A\ = —2i, Ay = 2i. Nach einem Lemma aus der Vorlesung folgt, dass p; und ps

Sattelpunkte sind und ps ein neutral stabiler Punkt.

¢) Aus der Vorlesung (Reibung) folgt, dass wir die Differentialgleichung
u”(t) = u(t)® — 6u(t)? + Su(t) — h(v/'(t))
betrachten konnen wobei h differenzierbar sein soll und
h(s) >0 fiir s > 0,h(s) <0 fiir s <0 und 11/(0)* < 4.
Wir konnen beispielsweise h(x) = x wéhlen und finden die Dgl

u”(t) = u(t)® — 6u(t)? + Su(t) — u/'(t).



