Prof. Dr. Guido Sweers WS 20/21
Inka Schnieders, M.Sc.

Gewohnliche Differentialgleichungen
Ubungsblatt 2

Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Sollten dabei Probleme auf-
treten melden Sie sich bei Inka Schnieders. Abgabeschluss ist am Dienstag, den 17.11.2020, um
12 Uhr.

Aufgabe 1 (646 Punkte): Berechnen Sie die orthogonalen Trajektorien zu den jeweiligen
Kurvenscharen:

a) {(z,y) € R%y? + sin(x)? = c}eer+,
b) {(z,y) € R*; 2y = c}eer.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass eine Stammfunktion von sin(z)~! cos(z)™! gleich In| tan(z)|
18t8.

Losung 1:  a) Wir nehmen an, dass y = y(x) und schreiben die Differentialgleichung fiir
diese Kurven

0= dix (y(2)? + sin(z)?) = 2y(x)y'(z) + 2sin(z) cos().
Man ersetze y(z) durch Y (z) und y'(z) durch —1/Y"(x):
— Y(2) sin(z) cos(z) =
T+ sinle) cos(a) = 0.

Dies ist eine trennbare Dgl. Mit dem Hinweis finden wir die Losungen
Y (z) = ctan(z) mit ¢ € R\{0},
also

{(z,y) € R*y = ctan(z)}eer\{0}-

b) Wir nehmen an, dass y = y(x) und schreiben die Differentialgleichung fiir diese Kurven

_4d
- dx

Man ersetze y(z) durch Y (z) und ¢/'(z) durch —1/Y"(x):

0 (zy(x)) = y(z) + zy/ ().
Y(2)Y'(z) = x.
Diese Dgl 16st man und findet

Y (7)? =2 + & mit ¢ € R,
also sind die orthogonalen Trajektorien

{(z,y) € R*y* — 2° = c}eer.



Aufgabe 2 (8 Punkte): Wir betrachten die Differentialgleichung v/(z) = f(z,y(x)) mit

a) f
c) f

Welches Vektorfeld gehort zu welcher Differentialgleichung?

x,y) = x + sin(y) b) f(z,y) =y* —a°
x,y) = arctan(z — y) d) f(z,y) = (x —y)*

N/
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Loésung 2: Wir betrachten die Punkte (—2,0) und (2,0) und finden

f(_2a0> f(270)
a) -2 2
b) —4 —4
c) | arctan(—2) ~ —1,107 arctan(2) ~ 1,107
d) 4 4

Durch die Vorzeichen kénnen wir bereits zwei Bilder eindeutig zuordnen. Wir finden, dass
d) zu dem Bild oben rechts gehort und b) zu dem Bild unten links. Um die anderen beiden
Bilder zuzuordnen schauen wir uns noch die Auswertung von f in (0,—2) an. Fir c) gilt
f(0,—2) ~ 1,107 > 0, also konnen wir das Bild unten rechts zuordnen. Auferdem gilt fiir a),
dass f(0,—2) ~ —0,909 < 0 und wir kénnen das Bild oben links zuordnen.



Aufgabe 3:* Zeigen Sie, dass falls es zwei Losungen yi, 9o : [0, 1] — R der Probleme

b s

y(0) =1 y2(0) =2
gibt, dass dann

[y (t) — y2 ()| < € fiir ¢ € [0, 1].

Losung 3: Sei f: [0,1] — R gegeben durch

t+y
t,y) = .
Dann gilt fiir alle ¢ € [0, 1]
1 —y?—2t 1 242 1 2
Qf(w):‘ y. -2yl 1ty 42 304y) 3 g
Oy (1+y2) (1+y2)? — (A+y?)? 1+

Also folgt
£, 8) = f{t,n)] < 3]¢ —nl fir t € [0,1] und §,n € R.
Mit dem Korollar iiber die Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte (Korollar 2.17) finden wir

y1(t) — ya(t)] < |1 — 2] = ™.

*Unbewertete Zusatzaufgabe



Aufgabe 4:* Zeigen Sie, dass es hochstens eine stetig differenzierbare Losung von

{y,(t) = |y(t)| + arctan(y(t)* + t2) + e,
y(0) =0

gibt und, dass fiir diese Losung die Abschétzung

fiir ¢ > 0 erfiillt ist.
Hinweis: Vergleichen Sie mit 2'(t) = |z(t)| 4+ 5 + 1.
Losung 4: Sei
F(ty) = Iyl + arctan(y” + %) + ™

und M € R*. Es gilt

0
B arctan(y* + t?) < Aly|> < 4M? fiir alle t > 0,y € [-M, M].
)

_ 4y’
o 1+(y4+t2)2

Damit finden wir

|f(t.y) — f(t, 2)] = ||y| + arctan(y* + t*) — |2| — arctan(z* + 7))
<ly—z| +4M3y — 2| = (1 +4M®)|y — 2| fiir alle t > 0,y, z € [-M, M].

Die Eindeutigkeit folgt mit einem Korollar (Korollar 2.15) aus der Vorlesung.

Fiir die Abschétzung verwenden wir das Theorem {iber den Vergleich von Losungen (Theorem
2.12). Dafiir Losen wir zunéchst

{x'(t) =)+ T+ 1 fiirt >0,
z(0) = 0.

Da eine Losung fiir t > 0 monoton steigend ist (da 2’ > 0) und z(0) = 0 erfiillt, gilt z(t) = |x(¢)|
fiir ¢ > 0. Wir suchen also nach einer positiven Funktion, die 2/(t) = x(t) + § + 1 erfiillt. Dies
ist eine trennbare Differentialgleichung:

O
z(t)+1+%
Wir finden
In|z(t) +1+ 5| =t+cmit c € R,
also

z(t) + 1+ % = +e.

Eine Losung hat also die Form



Mit der Anfangsbedingung erhalten wir

2 2
x(t) = —gﬂet— —gﬁ.

Wir definieren
9(t,y) =yl + g + 1
Dann finden wir
g(t,m) = f(t,€) = —[¢] —arctan(§* + %) — ™+ n| + 5+ 1= || + [n] = —[¢ —n|
fiir alle ¢ > 0 und &, € R. Also folgt

2 2
= +7Tet— +7Tfiirt2().
2 2

y(t) < =(t)



Aufgabe 5:* Sei a € R. Losen Sie das Anfangswertproblem

{y’(t) = t/y(1)2,
0

Losung 5: Dies ist eine trennbare Dgl. Wir bemerken, dass die konstante Funktion y = 0 eine
Losung ist.

Wenn wir y(t) # 0, annehmen, dann kénnen wir durch {/y(¢)? teilen und finden die Dgl

2

yOly@)5 =t

Eine Stammfunktion von g(t) =t ist G(t) = $¢* und von f(y) = ly| =3 ist

5 3 ..

295 fiir y > 0,
F<y) = ’ 5 3 .
—3(~y)s  fiiry <0.

Wir finden also
F(y(t)) = G(t) + ¢ fiir ein c € R.
Die Funktion F ist strikt monoton steigend, also existiert eine Inverse:

Finv(2> _ {(52)

fiir z > 0,
2)5  fiir 2 < 0.

Tlleo Wl

_(_

Wir finden also eine Losung

(=32 —3)5  fiwr > < -1

5
(242 +¢)3 fiir t2 > —10¢,
y(t) = { " 132)~
C.
Sei a € R. Wir kénnen nun unendlich viele Losungen erhalten, indem wir Kombinationen
der konstanten Nulllsung und der berechneten Losung (mithilfe der Trennung der Variablen)

betrachten. Losungen des Anfangswertproblems sind beispielsweise:

yl(t) =Y
() = (512 — f’—oa2)§ fiir t2 > a?,
b2 —(—5* + %aQ)g fiir t? < a?.
Auferdem findet man, dass fiir ¢ < —f’—oaz auch
342 4 =32 12 10 ~
ualt) = (s5t2 +¢)s  fiir 2 > —2¢,
0 fiir £ < —1¢

Losungen sind.
Des weiteren finden wir (abhéngig von a):
(22 +0)5  fiirt > /-1¢,

na(t) = ) -
0 firt < 4/—=¢C



flir a <0 und ¢ <0,

ys(t) =
(%t2+6)§ fiir t < —y/—¢

fiir a <0und ¢ < —l%aQ,

(282 4¢)5  firt < —y/—2¢
Yo(t) = o
0 fir t > — -3¢
fir a > 0 und ¢ <0,
0 0 fiir t < —13—06
y7(t) =
(282 40)3  firt >, /-2

fira >0 und ¢ < —l%aQ,

5 .
us(t) = —(=5t2 =03 fiir 2 < —30¢,
0 fiir 2 > —2¢
fiir a £ 0 und ¢ > ——a
0 fiir t > %6
yolt) = —(—22— )5 fiwr 2 < —2¢
(2424 ¢)3 fiir t < —y/—2¢
fir a > 0 und ¢ > —2a?,
0 fiir t < —/—22¢
y10(t) —(—5tr =95 i 2 < ¢,
(312 +¢)3 fir t > (/¢

fura<0undc>—10 a?.

Man kann sich auch noch weitere Kombinationen iiberlegen.



