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Gewohnliche Differentialgleichungen
Ubungsblatt 3

Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Sollten dabei Probleme auf-
treten melden Sie sich bei Inka Schnieders. Abgabeschluss ist am Dienstag, den 24.11.2020, um
12 Uhr.

Aufgabe 1 (10 Punkte): Berechnen Sie die Losungen des folgenden Differentialgleichungssys-
tems:

x(t) 01 0 x1(t)
()l =10 0 1 xo(t)
x4(t) 4 4 -1 x3(t)
Hinwezs: 1
1 0 1 1 1 -2 0 0 1 1 1
00 1 =1 -2 2 -1 0 2 0 -2 2 -1
4 4 -1 4 4 1 0 0 —1 4 4 1
Losung 1: Sei
01 0
A=10 0 1
4 4 -1

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung des Problems gegeben ist durch

I’l(t> 51
1’2<t) = exp(At) Co |, mit ¢, ¢, 03 € R,
XT3 (t) 63
beziehungsweise
(1)
To(t) | = cre™pr + cae™t oy + ez o3 mit ¢p, ep,c3 € R,
z3(t)

wobei A\, Ay, A3 die Eigenwerte der Matrix sind und @1, @9, o3 die dazugehdrigen Eigenvekto-
ren. Mithilfe des Hinweises konnen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren direkt angeben: Die
Eigenwerte sind

)\1 = —27 AQ =2 und )\3 =—1.

und die dazugehorigen Eigenvektoren

1 1 1
pr=1-2], @2=12 und 3= | -1
4 4 1



Damit erhalten wir als allgemeine Losung des Systems erster Ordnung

x1(t) 1 1 1 cre 2t 4 coe®t 4 czet
pt) | =cre® | =2+ [ 2] Fese”t | =1 = [ —2cie7% + 2c0€* — c3e
x3(t) 4 4 1 dcre™ 2 4 dege?t + cget

fiir ¢1, coc3 € R.

Alternativ findet man mit dem Hinweis und

-1

1 1 1 1 -6 -3 3
29 1| =—1|2 3 1],
12
4 4 1 16 0 —4
dass
1 1 1 1 e 0 0 -6 -3 3
exp(At) = 5 -2 2 -1 0 ¢e* 0 2 3 1
4 4 1 0 0 et 16 0 —4
_%6_2t + %e—t + %€2t %1€2t 16—2t 16_2t %e—t _|_ 1_1262t
— e—Qt _ %e—t _'_ %6275 %e—Qt + %GQt %e—Qt + %e—t + %6215
ot P4t Co 2% ot ot 1.4, 1.2t
—2e ' 4 zet + ze e e e —ze 4 ze
und damit
21(t) _% -2t | %eft + %ezt }16215 L2t 1,-2t _ %e*t + %e% &
za(t) | = | e —get+ge?  fe+le? —le P4 ie+ e Gy
0 92t %e—t 5 %e% o2 _ o2 o2t _ %e—t 4 %e% &

fiir 61,62, 53 e R.



Aufgabe 2:* Geben Sie die Lésung an von

() 21 (1) x1(0) :
ah(t) | = Alaa(t) | mit |2200) | = 2 |,
5(t) 3(t) 23(0) -3

wobei die Matrix A € M3*3(R) reell ist und die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1 p 1 3
Als)=6].,4]1]|=]-3
9 4 1 -3

Losung 2: Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems ist

z1(t)
zo(t) | = 019016)\1t + CQQDQG’W + 03g036’\3t fiir ¢1,co, 05 € R,

T3 (t)

wobei Aj, Ay, A3 die Eigenwerte der Matrix A sind und ¢y, 9, @3 die zugehorigen Eigenvektoren
sind (fiir den Fall, dass die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte mit der algebraischen

Vielfachheit iibereinstimmt). Durch die Eigenschaften haben wir gegeben, dass A\; = 2 ein
1
Eigenwert mit FEigenvektor ¢, = | 3 | ist. Ein zweiter Eigenwert ist Ay = —3 mit Eigenvektor
-2
-1
wo = | 1 |. Auferdem ist der Vektor fiir die Anfangsbedingung eine Linearkombination von
1
w1 und ¢o. Wir finden
6
71(0) 5\ 7(L1Y oY 7
ZEQ(O) = 3 | = g 3 + g 1 = 3901 + 5902.
23(0) -3 —2 1
Demnach ist die Losung des Problems
_ 7.2t 1,3t
z(0) 2t ! ! 3l ! 251e 2 516 —3t
za(t) | =e R 3 | +e R 1L | =| Fe+3ze
x3(t) -2 1 %6% + %e*““

*Unbewertete Zusatzaufgabe



Aufgabe 3:* Seien A = (7(; _Oﬂ) und B = (
richtig oder falsch ist.

a) AB = BA,

b

_OW 7(;) Begriinden Sie jeweils, ob die Aussage

66 BA

)
C) eA B _ +B’
)

d) etdetB = etBetA fiir alle ¢ € R.

Losung 3: a) Dies kénnen wir nachrechnen. Es gilt

0 =2 0 -
AB = <7T2 0) und BA= (—7?2 0 )

Die Gleichheit ist also nicht erfiillt.
b) Wir berechnen e und e”. Es folgt direkt mit den Rechenregeln aus der Vorlesung

Die Eigenwerte der Matrix B sind A; = iw und Ay = —i7. Die Eigenvektoren sind
(=i [

und die inverse Matrix von (_1Z i) ist ( 2, . Also finden wir

=
B
o.

S

no

Q)

8y

|
VR
— |

~.
— .
~__
VR
=

—_

=)
—_
~__

N |

N

| N DO [0 [
Nl SN——
D[ DO [ =

Es folgt
o 2)-(7 0
c) Es gilt
o= (5 )= )60 (5 )
und damit

Demnach gilt eAef # eA+5,



d) Nein, die Gleichheit gilt nicht fiir alle ¢ € R. Es gilt

und
- e 0 5 5\ _ ( cos(mt) sin(mt)
11 0 e ™) \-% 3 —sin(wt) cos(nt) )’
also

QAL B _ e cos(mt) €™ sin(nt) 4 e™ cos(mt) e ™ sin(7t) _ Bl Al
— \—e ™sin(nt) e ™ cos(mt) —e™sin(wt) e ™cos(mt))

fir manche t (¢t & Z).



Aufgabe 4 (10+0 Punkte): Sind die folgenden Funktionen Losung eines homogenen linearen
Differentialgleichungssystems erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten? Wenn ja, geben Sie
das System an.

) <:v1(t)) ot <3 cos(t) + 4sin(t) 5sin(t) > (cl) it 1. ¢y € R,

xo(t) —5sin(t) 3cos(t) —4sin(t) ) \ e

b) (1‘1(15)) . <4cos(t)+381n(t) 3sin({) ) (cl) it e € R

xo(t) —2sin(t) 4 cos(t) — 3sin(t) ) \ ¢

Losung 4: Wenn es Losungen zu einem linearen Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten
sind, dann muss es a, b, ¢, d € R geben, sodass fiir alle ¢, ¢ € R

(1)) _ (a b (z:i(t)
xh(t) ¢ d) \xs(t)
gilt. Da R? durch die Einheitsvektoren aufgespannt wird, miissen wir nur iiberpriifen, ob wir

fir (¢1,¢2) = (1,0) und (¢, c2) = (0,1) dieselbe Matrix (CCL Z) erhalten.

a) Ja, die Funktion ist Losung eines linearen Gleichungssystems. Setzen wir (¢, c2) = (1,0),

dann finden wir
(o) -+ (i)

und damit

(i) = (Fomtd i) o (¢ 0) () = (o T s

xh(t) —5cos(t) — bsin(t) c d) \xzt)

Mit Koeffizientenvergleich finden wir 1 = 4a — 5b, 7 = 3a, —5 = 4¢ — 5d und —5 = 3c.
Die Losung ist
_7 _5 _ 5 _ 1
a—g, b—g, C——g, d——g

Setzen wir (c1,c2) = (0, 1), dann finden wir

(2209) = (3oontt - et

Dann folgt

(50 = (00 (2 2) (1) <o (B oty vt

xh(t) —1cos(t) — 7sin(t) d) \xo(t)

Dann finden wir 5a —4b =5, 3b =5, 5¢ — 4d = —7 und 3d = —1 und daraus folgt

_ T _ 5 _ 5 _
a—g, b—g, C——g, d——

W=

(=}

)

)



b) Nein. Wir kénnen analog zu a) vorgehen. Setzen wir (¢, ¢2) = (1,0), dann finden wir

(o) = (e .

Wir finden

Setzen wir (e, ¢z) = (0, 1), dann gilt
(28) = (4 cos(i;if(?sin@)) |

_ 37 — 3 — _ 25 _
a=1, b=3 c=-3, d=

Wir finden

1
1

Wir finden also kein Gleichungssystem erster Ordnung.



