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Gewohnliche Differentialgleichungen
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Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Sollten dabei Probleme auf-
treten melden Sie sich bei Inka Schnieders. Abgabeschluss ist am Dienstag, den 12.01.2021, um
12 Uhr.

Aufgabe 1:*

a) Wir nehmen an, dass

10 0 O 1 2 -1 1 3 4 -3 1
o T N
00 —4 5 1 1 2 -1 1 3 4 =3
Bestimmen Sie die allgemeine Losung von
y'(t) = TMT'y(1).
b) Die Funktionen

1 14+t 1 0

y(t) = cre™ (1) + cpe”? | T cze® 8 + ¢4 1

-1 1—1 0 0

sind fiir ¢, ¢o, 3, ¢4 € R Losungen von y/(t) = Ay(t). Berechnen Sie A € M**4(R).

Losung 1: a) Es gilt

e 0 0 0
exp(tTMT™) = TexptM)T =T | ° e 0 0 7!
0 0 ecos(4t) e sin(4t)
0 0 —esin(4t) €5 cos(4t)
Die allgemeine Losung ist damit
e 0 0 0 c1
o e 0 0 e
yo) =T 0 0 e'cos(4t) e sin(4t) r 3
0 0 —e’sin(4t) e cos(4t) Cy

*Unbewertete Zusatzaufgabe



C1 &1

) . . _ Co C2
mit 1, ¢, c3, ¢4 € R. Wir definieren 71 =11 Dann folgt

3 3

Cy 64

el 2e3 —65 cos(4t) — 65 sin(4t) —e tsin(4t) + e cos(4t)\ (¢
2¢t —e3t e tcos(4t) — eStsin(4t) e sin(4t) + e cos(4t) Co
y(t) = —e!t —e3t ePcos(4t) — 2ePsin(4t) e sin(4t) + 2e5 cos(4t) C3
el 3t 2ecos(4t) + el sin(4t) 265t sin(4t) — e cos(4t) Gy

Wir kénnen mit der Darstellung der Losung direkt die Eigenvektoren und generalisierten
Eigenvektoren ablesen. Die Eigenvektoren sind:

1 1 0
10 |0 |1
(10—1_ 1 ) @3_ 0 9 900_ 1
-1 0 0
und den generalisierten Eigenvektor
1
1
wfl_ 1
1
Wir setzen also
1 110
0 1 01
= 1 1 01
—1 1 0 0
und finden die inverse Matrix
0 -1 1 0
410 -1 1 1
= 1 2 -2 -1
0o 2 -1 -1
Dann folgt
-1 1 00 3 7 =7 =3
- 0O -1 0 0 4 {01 -1 -1
A=T 0 0 3 0 = 01 -1 0
0 0O 0 O 01 -1 -2



Aufgabe 2 (5+5 Punkte): Betrachten Sie das System

/(1) Lt a(t)® + 2()y(t) — y(t)a(t) — y(t) — =(t)
y(t) | = | L+z®)? +y0)z(t) — x@)y(t) —y(t) — 2(t)
Z(t) L+ y(t)=(t) — y(t) — (1)

a) Zeigen Sie, dass (1,1, 1) ein Gleichgewichtspunkt ist und untersuchen Sie, ob das lineari-
sierte System stabil oder instabil ist.

b) Ist der Punkt (1,1, 1) im urspriinglichen System stabil oder instabil?
Hinwies: Berechnen Sie Losungen der Form x(t) = y(t) = z(t).
Losung 2: a) Sei
1+22+z2y—yr —y—x
flr,y,2)= |1+ +yz—ay—y— =2
l4+yz—y—=z

Wenn wir (z,y,2) = (1,1,1) in f einsetzen, finden wir f(z,y, z) = 0, also handelt es sich
um einen Gleichgewichtspunkt. Aufterdem gilt

20 —y—1 z—ax—1 Y

Vf(r,y,z) = 20—y  z—x—1 y—1
0 z—1 y—1
und damit
0 —1 1
Vi1 1,1) =1 -1 0
0 0 0

Wir berechnen nun die Eigenwerte dieser Matrix. Es gilt

o N
O=det[ 1T —1-X 0 | =X(-1-XN) - A=A\ =-)1-1)
0 0 —A

—_

und wir finden

)\1:—%4—7/\/73, )\2:— —2—5, )\320

2

DN | —

Daraus folgt, dass das linearisierte Problem stabil ist.

b) Wir berechnen eine Losung der Form z(t) = y(t) = z(¢) und miissen demnach die folgende
Differentialgleichung losen:

'(t) =14+ z(t)? — 22(t) = (z(t) — 1)°.

Diese Differentialgleichung ist trennbar. Wir finden

=t -+ cmit c e R.

z(t) — 1



Daraus folgt

1+t
ey
t+c

Wir wéhlen nun fiir € > 0 beliebig klein, den Anfangswert z(0) = 1 + ¢. Dann finden wir
c=—1 also

—e+te—1

2(t) = et —1

Wenn wir € immer kleiner wihlen, dann kommen wir mit (1+e¢,1+¢,1+¢) beliebig nahe
an den Gleichgewichtspunkt (1,1, 1) heran. Jedoch finden wir, dass fiir ¢ 1 % gilt, dass
x(t) — oo. Wir haben also mit (z(t),y(t), 2(t)) = (x(t), z(t), z(t)) eine Losung gefunden,
die beliebig nahe an (1,1, 1) startet, jedoch fiir ¢ 1 L erfiillt, dass ||(z(t), y(t), z(t))|| — oc.
Der Gleichgewichtspunkt ist also nicht stabil.



Aufgabe 3 (5+5 Punkte): Betrachten Sie das Problem
(a:’gz?) ( (t )(( >(<? ¥ x(()) e )%))
)

( (6)* +y()*) < —2(x(t)* +y(t)*).

a) Finden Sie ein € > 0, sodass fiir < e gilt

b) Begriinden Sie damit, dass dann folgendes gilt:
(0)* +y(0)* <&® = lim (x(t), y(t)) = (0,0).
— 00

Was konnen Sie daraus fiir die Stabilitdt des Systems in (0, 0) folgern?

(o)
y(t)
damit 5+ x(t)y(t) € (1,9) und 7 — y(t) — z(t)? € (1,9). Daraus folgt

d
@@ +y(1)°) = 2u(0)2' (1) + 2y(1)y' ()

= =2x(t)*(5 + 2()y(t)) — 2y()*(T - y(t) —=(t)*) < —2(z(t)* + y(t)?).
Mit der Lipschitzstetigkeit der rechten Seite der Differentialgleichung auf B.(0) folgt:
Wenn wir mit (z(t),y(to)) in B.(0) C R? starten, dann existiert ein ¢, € (0, 00|, sodass
die Losung fiir ¢ € [ty, t;) existiert und entweder ¢t = oo oder lim,_,, |[(z(t),y(t))|| = 2.

Da wir 4|/ (z(t),y(t))||* < 0 fiir t € [to,ts) gezeigt haben, gilt jedoch [|(z(t),y(t))|| <
|(z(to), y(to))|| < € fiir alle t € [to,t,), also kommt nur ¢, = oo in Frage.

Losung 3:  a) Wir wihlen ¢ = 2. Dann folgt fiir < g, dass |z(t)], |y(t)| < 2 und

b) Aus Aufgabenteil a) folgt
L0,y < ~2l@ 0, O
S (D), yO)IP) + 2 ),y < 0
& S0, y O <0

Damit erhalten wir fir ¢ > 0
¢
d S
| et uslPas <o
o ds

& e|[(x(t), y(t)II* = (2(0),y(0)[* < 0
< [I2(t), y(@)I* < e [|(2(0), y(0))]”
& [[(z(t), y@)l < e "[|(2(0),y(0))]| < e"e.
Daraus folgt
0 < [[(z(t),y(t)]| <ee =0
fiir t — oo und damit die Behauptung. Wir kénnen daraus ableiten, dass wenn wir den

Anfangswert gentigend nahe an (0,0) wéahlen, dann konvergiert die Losung des Systems
gegen (0,0), also ist der Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil.

Alternativ kann auch begriindet werden, dass t — ||(z(t), y(t))|| eine monoton fallende und
nach unten durch 0 beschrénkte Funktion ist. Es muss also ein Grenzwert lim; ., [|(z(t), y(t))||
(> 0) existieren. Es kommt jedoch nur der Grenzwert 0 in Frage.



Aufgabe 4:* Ist die folgende Bilinearform (-, -) : R3xR3 — R symmetrisch und positiv definit?

(x,y) = 4x1y1 + T1Y2 — T1Y3 + Toy1 + 4T2Ys — Toys — T3y1 — T3y + 6T3Ys.

Losung 4: Man kann die Bilinearform auch mithilfe einer Matrix schreiben:

T 4 1 -1 Y1
(:E,y) = Z2 : 1 4 -1 Y2
I3 -1 -1 6 Ys

Da die Matrix symmetrisch ist, ist die Bilinearform symmetrisch. Aus Analysis 2 wissen wir, dass
eine Matrix M positiv definit heift, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass £ - M¢ > c[|€||?
fiir alle ¢ € R3. Die Matrix ist positiv definit, wenn die drei Eigenwerte positiv sind.

Es gilt

4—X 1 —1
O=det| 1 4-X -1 |=0A-XN6-N+2—Ad-X)—A—-X)—(6-))
-1 -1 6-2A

=@l4-=NA-N6-X)—=-3)=A-NA=T)(A—-3).

Die drei Eigenwerte sind also A\; = 3, Ay =4, A\3 = 7. Diese sind alle positiv und damit ist (-, )
positiv definit.



